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图 论 起 源 于 著名 的 哥 尼斯 堡 七 桥 问题 ， 在 计算 科学 、 社 会 科学 和 自然 科学 等 各 个 
领域 都 有 广泛 应 用 。 本 书 是 本 科 生 或 研究 生 一 学 期 或 两 学 期 的 图 论 课程 教材 。 内 容 全 
面 ， 证 明 与 应 用 实例 并 举 ， 不 仅 包括 对 证 明 技 巧 的 讨论 、1200 多 道 习题 、400 多 幅 插 
图 以 及 许多 例题 ， 而 且 对 所 有 定理 都 给 出 了 详细 完整 的 证 明 
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本 书 全 而 介 绍 了 图 论 的 基本 概念 、 某 本 定理 和 算法 ， 帮 助 读者 理解 并 掌握 图 的 结构 和 解 
决 图 论 问题 的 技巧 . 另外 。 书 中 包含 很 多 图 论 的 新 研究 成 果 ， 并 介绍 了 一 些 悬 面 未 决 的 图 论 
问题 . 证 明 与 应 用 并 举 是 本 书 的 一 个 重要 特点 ， 书 中 对 所 有 定理 和 命题 给 出 了 完整 的 证 明 ， 
辣 时 计 论 子 大生 的 实例 和 应 用 ， 并 提供 了 1 200 多 道 习题 . 

本 书 可 以 作为 高 等 院 校 数学 系 本 科 生 和 和 研究生、 计算 机 和 专业 和 其 他 专业 研究 生 的 图 论 课 
程 教材 ， 也 可 以 作为 有 关 教师 和 工程 技术 人 员 的 参考 有 
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译 者 B 

1736 年 ， 瑞 士 数学 家 L. Euler( 欧 拉 ) 在 他 的 一 篇 论文 中 讨论 了 哥 尼 斯 堡 (Konigsberg) 七 桥 问 题 ， 
由 此 诞生 了 一 个 全 新 的 数学 分 支 一 一 图 论 (Graph Theory). 在 经 历 了 200 多 年 的 发 展 之 后 ， 图 论 已 
经 积累 了 大 量 的 理论 和 结果 ， 其 应 用 领域 也 逐步 扩大 . 最 初 ， 图 论 主 要 用 来 讨论 游戏 中 过 到 的 问 
Hi. 19 世纪 末期 ， 图 论 已 经 用 来 研究 电网 络 方程 组 和 有 机 化 学 中 的 分 子 结 构 ; 20 世纪 中 叶 以 后 ， 
借助 于 计算 机 ， 图 论 又 用 来 求解 生产 管理 、 军 事 、 交 通 运 输 、 计 算 机 以 及 通信 网 络 等 领域 中 的 许多 
离散 性 问题 ， 同 时 图 论 中 的 一 些 著 名 问题 也 借助 于 计算 机 得 到 了 证 明 . 如 今 ， 图 论 本 身 及 其 在 物理 
学 、 化 学 、 运 筹 学 、 计 算 机 科学 、 电 子 学 、 信 息 论 、 控 制 论 、 网 络 理论 、 社 会 科学 和 管理 科学 等 领 
域 中 的 应 用 越 来 越 受 到 人 们 的 重视 . 因此 ， 作 为 理工 科 相关 专业 的 学 生 ， 全 面 系 统 地 学 习 图 论 中 的 
概念 、 基 本 定理 和 算法 并 了 解 图 论 中 的 一 些 悬 而 未 决 的 问题 是 十 分 必要 的 . 

本 书 是 一 部 优秀 的 图 论 教科 书 ， 由 Douglas B. West 教授 所 著 ， 目 前 已 经 是 第 2 MT . Douglas 
B. West 教授 是 伊利 诺 伊 大 学 数学 系 的 资深 教授 ， 长 期 从 事 图 论 理论 和 组 合 优化 方面 的 研究 工作 ， 
BRT 100 多 篇 论文 . 

本 书 旨 在 介绍 图 论 的 基本 概念 、 基 本 定理 和 算法 ， 帮 助 读者 理解 并 掌握 图 的 结构 和 解决 图 论 问 
题 的 技巧 . 另外 ， 本 书包 含 很 多 图 论 的 新 研究 结果 ， 并 介绍 了 一 些 悬 而 未 决 的 图 论 问题 . 证 明 与 应 
用 并 举 是 本 书 的 一 个 重要 特点 . 图 论 中 的 许多 问题 都 有 多 个 证 明 ， 作 者 对 这 些 证 明 进 行 了 精心 选 
择 ， 深 入 浅 出 地 介绍 了 图 论 的 证 明 技 巧 ; 本 书 还 设计 了 大 量 习题 ， 总 量 超过 1 200 道 . 通过 这 些 习 
题 ， 读 者 可 以 深刻 理解 图 论 的 基本 概念 和 证 明 技巧 ， 并 能 够 补充 正文 未 包括 的 知识 . 

本 书 可 以 作为 高 等 院 校 数学 系 本 科 生 和 研究 生 、 计 算 机 专业 和 其 他 专业 研究 生 的 图 论 课程 教 
材 ， 也 可 以 作为 有 关 教 师 和 工程 技术 人 员 的 参考 书 . 

限于 译 者 水 平 ， 译 文中 难免 存在 玖 漏 和 错误 ， 望 广大 读者 批评 指正 . 


译 者 
2005 年 5 月 
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图 论 是 训练 离散 数学 证 明 技巧 的 乐园 ， 其 结果 在 计算 科学 、 社 会 科学 和 自然 科学 等 多 个 领域 具 
有 广泛 应 用 . 本 书 可 作为 本 科 生 或 低 年 级 研究 生 1 一 2 个 学 期 的 图 论 课程 的 教材 . 本 书 不 要 求 任何 
图 论 的 预备 知识 . 尽管 本 书包 含 许多 算法 和 应 用 .但 重点 是 理解 图 的 结构 和 分 析 图 论 问题 的 技巧 . 

日 前 已 经 有 许多 图 论 的 教科 书 . 由 上 A. Bondy 和 U.S. R. Murty 撰写 的 优秀 教材 (Graph Theory 
with Applications)( Macmillan/North-Holland[1976]) 把 重点 放 在 证 明和 应 用 两 个 方面 ， 本 书 的 原型 参 
照 了 该 书 .图 论 至 今 仍 是 一 门 年 轻 的 学 科 ， 应 该 如 何 介绍 图 论 的 题材 ， 大 家 仍然 没有 一 致 的 看 法 . 
主题 的 挑选 和 顺序 的 安排 ， 证 明 方法 、 日 标 和 基本 题 日 的 选择 等 ， 一 直 是 众说 纷 绒 . 作者 在 多 次 修 
改 本 书 的 过 程 中 认识 到 ， 对 于 这 些 问题 作 决 定 是 很 困难 的 . 本 书 是 作者 对 这 些 争 议 的 一 点 贡献 . 


第 2 版 


第 2 版 的 修订 主要 是 更 易于 学 生 学 习 和 更 便于 教师 教学 . 本 书 的 总 体内 容 没有 很 大 的 变化 ， 但 
是 对 内 容 的 表述 方式 做 了 修改 ， 使 其 更 容易 理解 ， 这 一 点 在 本 书 的 前 几 部 分 尤其 明显 ,有关 第 2 版 
所 做 的 某 些 修改 ， 稍 后 将 详细 讨论 ， 此 处 仅 做 一 下 概述 . 

。 非 选 学 节 中 的 选 学 材料 现在 用 * 号 标明 . 这 些 内 容 不 会 在 后 续 内 容 中 使 用 ， 因 而 可 以 跳 过 . 

多 数 选 修 内 容 忽略 以 后 ， 本 书 可 以 作为 一 学 期 的 图 论 教学 内 容 . 如 某 一 小 节 标 记 为 “可 选 ， 
则 这 小 节 的 整个 内 容 都 是 可 选修 的 ， 而 不 再 标记 该 小 节 中 的 各 个 项 . 

。 对 于 缺乏 基础 知识 的 学 生 ， 附 录 A 慨 述 了 有 关 集合 、 远 辑 、 归 纳 法 、 计 数 、 二 项 式 系数 、 
关系 和 鸽 梨 原理 等 方面 的 相关 知识 . 
对 于 很 多 证 明 都 重新 进行 了 更 细致 的 叙述 ， 并 增加 了 更 多 的 例子 . 
。 增 加 了 350 多 道 习 题 ， 其 中 多 数 是 第 1 一 7 章 中 的 比较 容易 的 题目 .这样 ， 本 书 的 总 习题 量 

超过 了 1 200 it. 
。 增 加 了 100 多 由 插图 . 本 书 的 插图 总 最 超 过 了 400 幅 ,为 区 别 插图 中 包括 的 几 种 类 型 的 边 ， 
书 中 把 原 有 的 实 线 和 虚线 改变 为 粗 线 和 实 线 ， 增 加 了 插图 的 清晰 度 ， 
相对 简单 的 问题 痢 集 中 放 在 各 节 习 题 的 前 面部 分 ,用 来 作为 热身 练习 . 一 些 习 题 经 过 了 改 
写 , 使 其 语义 更加 清楚 - 
。 对 习题 的 提示 做 了 补充 ， 增 加 了 个 “部 分 习题 的 提示 ”的 附录 . 
为 了 易于 查找 .概念 术语 部 用 黑体 字 给 出 ， 其 中 绝 大 多 数 都 出 现在 概念 定义 中 . 
。 为 了 易于 查找 ， 将 术语 集中 索引 形成 附录 D. 
。 有 关 欧 拉 回 路 、 有 向 图 和 Turán 定理 的 内 容 经 过 了 重新 编排 ， 以 提高 学 习 效率 . 
。 第 6 章 和 第 7 章 交 换 了 顺序 以 便 先 介绍 平面 性 的 思想 ， 与 复杂 性 有 关 的 部 分 经 过 改编 安排 在 
附录 中 

。 改 正 了 专业 术语 的 错误 ， 并 更 加 强调 与 本 书 内 容 直 接 相关 的 术语 . 


特点 


本 书 特点 就 是 使 学 生 能 够 深入 理解 本 书 的 内 容 . 本 书包 括 对 证 明 技巧 的 讨论 、1 200 多 道 习题 、 
400 多 幅 择 图 以 及 许多 例子 .本 书 正 文中 出 现 的 结论 都 有 详细 完整 的 证 明 - 
很 多 本 科 生 在 开始 学 习 图 论 前 都 很 少 涉足 证 明 技 巧 ， 附录 A 提供 的 背景 阅读 材料 有 助 于 初学 
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者 提高 这 方面 的 技巧 . 如 果 初 学 者 在 理解 和 书写 证 明 时 有 困难 ， 请 结合 第 1 章 仔细 阅读 附录 A. 虽 
然 本 书 前 面 的 一 些 章节 仍然 讨论 了 一 些 证 明 技巧 (特别 是 归纳 法 )， 但 是 更 多 的 背景 知识 (特别 是 集 
合 、 抽 数 、 关 系 和 初等 计数 ) 已 经 安排 在 附录 A 中 . 

大 多 数 习 题 都 需要 证 明 . 很 多 本 科 生 在 论证 问题 方面 的 实践 不 足 ， 这 将 影响 他 们 对 于 图 论 和 其 
他 数学 知识 的 兴趣 . 抛 并 数学 而 言 ， 论 证 问题 方面 的 智能 训练 也 是 极其 重要 的 ， 作 者 希望 学 生 喜 欢 
这 种 训练 ,在 求解 问题 时 ， 学 生 应 该 注意 语言 的 使 用 (“说 出 的 即 是 你 要 表达 的 ")， 而 且 表 达 准 确 
(“表达 的 即 是 你 要 说 出 的 ”). 

虽然 图 论 中 许多 术语 本 身 就 表明 了 它们 各 自 的 定义 , 但 太 多 的 专业 术语 定义 会 影响 内 容 的 可 读 
性 . 数学 家 喜欢 一 开始 就 给 出 一 系列 定义 ， 但 学 生 们 大 都 愿意 熟练 掌握 一 个 概念 后 青 去 接受 下 一 个 概 
念 ， 这 样 他 们 会 学 得 更 好 . 学 生 的 这 个 意愿 和 审 稿 者 的 建议 使 作者 推迟 了 很 多 定义 的 给 出 ， 直 到 需要 
的 时 候 . 例如 ， 币 卡 儿 积 的 定义 在 5. 1 节 的 着 色 问 题 部 分 给 出 ， 线 图 的 定义 则 分 别 在 4. 2 节 的 Menger 
定理 部 分 和 7. 1 节 的 边 着 色 部 分 给 出 ， 诱 导 子 图 的 定义 和 连接 的 定义 分 别 推迟 到 1.2 节 和 3. 1 节 给 出 

书 中 已 经 改变 了 对 有 向 图 介绍 的 位 置 ， 将 其 推迟 到 了 1.4 节 . 如 果 在 介绍 图 的 同时 介绍 有 向 
图 ， 会 使 学 生产 生 迷 惑 . 在 第 1 章 的 最 后 介绍 有 向 图 相对 易于 学 习 ， 能 够 在 了 解 两 种 图 的 差别 的 同 
时 加 强 对 基本 概念 的 理解 . 在 连通 性 问题 上 ， 本 书 仍 会 将 这 两 个 模型 放 在 一 起 讨论 . 

本 书 比 其 他 图 论 书籍 包含 了 更 多 的 内 容 . 作为 “额外 主题 "的 可 选 章 节 ， 最 后 一 章 汇 集 了 很 多 图 
论 最 新 研究 结果 ， 使 得 本 书 适合 不 同 层次 的 读者 使 用 . 本 科 生 的 教学 内 容 可 以 由 前 七 章 组 成 (去 掉 
大 部 分 选修 内 容 )， 第 8 章 可 作为 感 兴趣 学 生 的 主题 阅读 材料 . 研究 生 的 教学 内 容 可 以 采用 如 下 结 
Hy, 第 1 章 和 第 2 章 作 为 推荐 阅读 材料 ， 在 课堂 上 快速 进入 第 3 章 ， 并 讲授 第 8 章 的 一 些 主题 
内 容 .第 8 章 以 及 前 面 章节 的 选修 内 容 也 可 作为 高 级 图 论 课程 的 基本 内 容 . 

很 多 图 论 中 的 结论 都 有 多 个 证 明 ， 这 样 有 助 于 提高 学 生 采 用 多 种 方法 处 理 问题 的 灵活 性 ， 对 下 
同一 个 问题 ， 本 书 可 能 在 注 记 中 谈 及 一 些 不 同 的 证 明 方 法 ,另外 一 些 留 作 练 习 - 

很 多 习题 都 有 提示 ， 一 些 提示 在 习题 中 直接 给 出 ,… 另 一 些 在 附录 C 中 给 出 .标记 了 “一 "的 问题 
比较 简单 ,标记 了 “十 "的 问题 比较 难 . 标记 了 “十 "的 问题 不 应 该 作为 本 科 生 的 作业 . 标记 了 "1" 的 
问题 则 特别 有 价值 、 启 发 性 或 有 趣 . 标记 了 * "的 问题 涉及 可 选 内 容 

每 个 习题 都 以 标记 “一 "的 习题 开始 ， 根 据 相关 章节 内 容 的 先后 顺序 排列 ， 这 部 分 习题 的 结束 由 
一 组 点 来 标记 . 这 部 分 习题 要 么 是 检查 对 概念 的 理解 ， 要 么 是 对 这 部 分 内 容 的 结论 的 直接 应 用 
者 在 课堂 上 推荐 一 些 这 样 的 习题 作为 热身 练习 ， 在 完成 主要 的 作业 题 (多 数 这 样 的 习题 标记 了 *!") 
之 前 检查 学 生 对 基本 概念 的 理解 . 多 数 标记 “一 "的 问题 是 很 好 的 考试 题 . 如 果 在 考试 中 使 用 其 他 习 
题 ， 从 附录 C 中 选取 一 些 提示 是 很 好 的 做 法 . 

涉及 多 个 概念 的 习题 在 最 后 一 个 相关 概念 介绍 完 之 后 给 出 ， 止 文中 一 个 概念 介绍 完 后 有 时 会 有 
指针 指向 与 该 概念 相关 的 习题 . 全 书 有 很 多 这 样 的 指针 . 每 一 节 对 本 节 习 题 的 引用 仅 由 该 习题 在 这 
节 的 习题 中 的 相对 编号 给 出 ， 对 其 他 习题 的 交叉 引用 将 通过 其 章 、 节 和 习题 编号 给 出 


组 织 和 修改 


本 书 第 1 版 力求 内 容 的 承接 关系 以 及 证 明 难 度 和 算法 复杂 性 循 储 渐 进 . 

在 第 2 版 中 ， 本 书 继续 保持 这 种 风格 . 欧 拉 回路 和 哈密 顿 环 仍 在 不 同 章节 并且 离 得 更 远 。 欧 
拉 回 路 的 简单 介绍 在 1. 2 节 、 其 中 包括 了 与 之 密切 相关 的 材料 . 原来 2.4 节 的 部 分 内 容 移 到 其 他 章 
节 的 相关 部 分 ， 并 删除 了 Fleury 算法 - 


第 1 章 被 彻底 改写 . 本 书 仍然 没有 使 用 术语 “多 重 图 ” 它 引 起 的 问题 比 它 能 解决 的 问题 要 多 ， 因 
为 很 多 学 生 认 为 一 个 多 重 图 必须 有 多 条 边 .一般 来 说 ， 只 在 需要 的 时 候 才 在 图 的 前 面 加 上 “简单 ”而 
将 “图 ”理解 成 普通 的 图 ， 这 样 不 会 引起 误解 ， 因 为 偶尔 在 一 些 特定 场合 中 仅 考虑 简单 图 才 有 意义 . 

第 2 版 中 对 第 1 章 的 定义 进行 了 处 理 ， 使 其 更 加 容易 理解 和 精确 ， 特 别 是 路 径 、 轨 迹 和 通道 等 
概念 . 原来 1. 1 节 对 于 基本 定义 的 非 正式 分 组 已 经 由 一 个 “定义 "部 分 所 取代 . 定义 部 分 能 够 帮助 学 
生 更 容易 找到 所 需要 的 定义 . 

除了 有 关 同 构 的 内 容 ，1. 1 节 对 Petersen 图 进行 了 更 精确 的 介绍 ， 对 于 分 解 和 围 长 的 概念 也 有 清 
晰 的 阐述 . 这 为 以 后 的 相关 讨论 提供 了 方便 ， 同 时 也 可 以 激发 读者 对 图 同 构 之 外 的 其 他 问题 的 兴趣 . 

1.2 节 到 1. 4 节 变 得 更 加 条 理 清晰 . 对 欧 拉 回路 的 处 理 进一步 完善 了 1.2 5. 1.3 节 的 一 些 内 
容 被 删除 了 ， 从 而 突出 了 度 和 计数 ， 这 节 还 包含 了 原 1.4 节 有 关 顶 点 度 的 材料 . 1. 4 节 现 在 主要 是 
对 有 向 图 的 介绍 . 

由 于 树 和 距离 之 间 具 有 很 多 联系 ， 所 以 第 2 章 同时 包含 了 这 两 部 分 内 容 . 很 多 习题 包含 这 些 概 
E. 计算 距离 的 算法 也 会 产生 或 用 到 树 . 

很 多 图 论 专 家 认为 Konig Egerváry 定理 需要 一 个 与 网 络 流 无 关 的 独立 证 明 . 学 生 在 区 分 “k- 连 
通 ” 和 “连通 度 "时 感到 困难 ， 而 且 “k- 可 染色 ”和 “ 色 数 "也 有 同样 的 问题 . 因此 ， 书 中 首先 介绍 区 
配 ， 然 后 用 匹配 证 明 Menger 定理 . 匹配 和 连通 性 都 在 着 色 问题 中 有 所 应 用 . 

为 了 满足 众多 读者 的 要 求 ， 本 书 在 3. 1 节 结 尾 增加 了 一 个 可 选 小 节 ， 介 绍 支配 集 . 作者 通过 
强调 顶点 种 盖 而 不 是 增 广 路 径 ， 并 使 用 很 多 较 好 的 例子 ， 使 得 加 权 二 部 匹配 的 概念 更 加 清 
Wi tit. 

在 第 1 版 中 ，Turin 定理 仅 使 用 了 顶点 度 和 归纳 的 基本 思想 ， 因 此 这 部 分 内 容 在 第 ! 章 给 出 . 
这 样 的 安排 使 学 生 感到 Turin 定理 太 抽象 ， 难 以 理解 . 为 此 ， 考 虑 到 与 着 色相 关 的 极 值 问 题 ， 本 书 
在 1.3 节 仅 保留 了 简单 三 角 自由 的 情况 ( 芒 泰 尔 定理 )， 而 将 完整 的 Turan 定理 移 至 5.2 节 、 

关于 平面 性 的 章节 现在 移 至 “ 边 和 环 "的 前 面 . 当 课时 不 足 时 ， 平 面 性 应 优先 讲授 ， 因 为 它 比 边 
着 色 和 哈密 顿 环 更 重要 . 与 平面 性 相关 问题 的 可 视 性 较 强 ， 易 于 被 学 生 接 受 ， 而 且 许多 学 生 在 这 之 
前 已 经 遇 到 过 这 些 问题 . 相对 于 本 书 前 面 的 材料 来 说 ， 平 面 图 的 一 些 想法 似乎 比 证 明 边 着 色 问题 和 
哈密 顿 环 问题 使 用 的 方法 更 易于 接受 和 理解 . 

先 讨论 平面 性 问题 将 会 使 第 7 章 的 内 容 更 加 条 理 清晰 . 新 的 编排 将 会 使 平面 性 、 边 着 色 、 哈 密 
顿 环 等 问题 之 间 关系 的 讨论 更 全 面 ， 并 自然 引出 超出 四 色 定理 的 可 选 新 内 容 . 

当 学 生 们 发 现 着 色 和 哈密 顿 环 问题 缺乏 好 的 算法 时 ， 很 多 人 开始 关心 问题 的 NP 完 全 性 ， 附 
录 B 满 足 了 这 些 读者 的 好 奇 心 . 使 用 形式 语言 来 叙述 NP 完全 性 问题 会 使 问题 更 抽象 ， 因 此 很 多 
学 生 更 喜欢 用 图 论 的 术语 来 描述 NP 完全 问题 . NP 完全 性 的 证 明 也 说 明了 “图 变换 "的 多 样 性 和 有 
用 性 . 

本 书 探讨 了 基本 结果 之 间 的 关系 . 2 -因子 Petersen 定理 使 用 了 欧 拉 回 路 和 二 部 匹配 ; Menger 定 
理 和 最 大 流 - 最 小 割 定理 的 等 价 关 系 比 第 1 版 有 更 深入 的 探讨 “棒球 淘汰 问题 ”Baseball 
Elimination) 的 应 用 被 论述 得 更 加 详尽 ; 上 - 色 -临界 图 的 -1 -连通 性 (第 5 章 ) 用 到 了 二 部 匹配 5. 3 
节 对 完美 图 做 了 简要 的 介绍 ， 着 重 强调 了 弦 图 . 与 其 他 书 相 比 ， 本 书 不 仅 包括 了 Vizing 定理 的 算法 
证 明 ， 还 包括 了 使 用 Thomassen 方法 对 Kuratowski 定理 的 证 明 . 

本 书 的 前 七 章 还 有 很 多 其 他 的 增加 和 改进 . 第 6 章 未 尾 对 Heawood 公式 和 Robertson -Seymour 
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定理 进行 了 简要 的 讨论 . 7. 1 节 增 加 了 关于 边 - 色 数 的 Shannon 界 的 证 明 . 5. 3 节 给 出 了 一 个 有 关 单 
纯 顶 点 的 更 强 的 结论 ， 这 使 得 对 藤 图 的 特征 刻画 变 得 更 简单 明了 . 在 6.3 节 ， 删 掉 了 Birkhoff 3878 iy 
可 归 约 性 证 明 ， 增 加 了 有 关 印 载 问 题 的 讨论 . 定理 证 明 的 讨论 是 可 选 的 ， 目 的 是 在 没有 开始 详细 证 明 
之 前 给 出 关于 证 明 的 思路 . 从 这 个 观点 出 发 ， 可 归 约 性 证 明 似 乎 不 是 重点 . 

第 8 章 包 含 了 一 些 图 论 的 新 内 容 ， 这 些 内 容 不 适合 作为 本 科 生 的 教学 内 容 . 这 一 章 比 前 几 章 的 
内 容 更 复杂 而 且 撰写 得 更 简练 . 这 一 章 的 各 节 都 是 独立 的 ， 每 节 都 从 一 个 大 的 主题 中 选择 了 最 具 吸 
引力 的 研究 结果 . 某 些 节 越 接近 结束 理解 起 来 越 困 难 .在 讲授 这 部 分 内 容 时 ， 教 师 应 该 选取 某 些 节 
比较 靠 前 的 内 容 讲授 ， 而 不 要 讲授 全 部 内 容 . 

第 8 章 和 前 七 章 的 可 选 部 分 可 能 偶 有 相关 ， 但 一 般 都 有 交叉 引用 指出 这 些 联 系 ， 与 第 1 版 相 
He, 第 8 章 的 题材 没有 重大 的 改变 ， 只 是 改正 了 错误 并 且 许 多 地 方 的 叙述 更 加 清晰 . 

在 (The Art of Combinatorics) 一 书 中 将 更 全 面 地 讨论 高 级 图 论 . 其 中 ， 第 工 卷 介绍 极 值 图 论 ， 
第 卫 卷 介绍 图 的 结构 ， 第 出 卷 讨论 拟 阵 和 整数 规划 (包括 网 络 流 )， 第 W 卷 重点 介绍 组 合 学 中 的 方法 
并 讨论 图 特别 是 随机 图 的 各 个 方面 . 


课程 的 设计 


第 1 章 到 第 7 章 的 22 节 ， 每 节 可 占用 两 个 学 时 ， 跳 过 其 中 大 部 分 可 选 内 容 ( 即 标注 了 星 号 或 可 
选 小 节 ). 作者 讲课 时 ， 用 8 个 学 时 讲解 第 1 章 ; 用 12 个 学 时 讲解 第 4 章 和 第 5 章 ， 每 章 6 个 学 时 ， 
用 20 个 学 时 讲解 第 2 章 、 第 3 章 、 第 6 章 和 第 7 章 ， 每 章 5 个 学 时 . 于 是 ， 本 书 的 基本 内 容 可 以 用 
40 个 学 时 讲授 完毕 . 教师 也 可 以 在 第 1 章 花 更 多 的 时 间 ， 而 删 掉 后 面 章 节 的 部 分 内 容 . 

在 第 1 章 后 面 的 各 章 ， 最 重要 的 内 容 都 在 第 1 节 . 在 一 学 期 内 只 讲授 这 部 分 内 容 ， 也 能 使 学 生 
对 图 论 有 一 个 大 致 的 了 解 . 在 第 2、4、5、6、7 章 的 第 2 节 中 ， 分 别 讲授 Cayley AR, Menger 定 
理 、Mycielski 构造 、Kuratowski 定理 和 Dirac 定理 ， 这 对 学 生 是 有 益 的 . 

一 些 可 选 内 容 在 课堂 上 讲授 是 很 具有 吸引 力 的 . 例如 ， 作 者 经 常 讲授 2. 1 节 的 不 相交 生成 树 和 
3.2 节 的 稳定 匹配 等 内 容 .作者 也 讲授 3. 3 节 有 关 /- 因 子 的 可 选 子 节 . 前 七 章 的 某 些 子 节 标记 为 可 选 
内 容 ， 是 因为 以 后 不 再 涉及 这 些 内 容 ， 而 且 这 些 内 容 也 不 属于 图 论 的 基础 部 分 . 然而， 这 些 内 容 是 能 
够 引起 学 生 兴趣 的 很 好 的 应 用 . 对 学 生来 说 ， 可 选 内 容 在 期 末 考 试 时 不 会 出 现 ， 

跳 过 前 两 章 的 研究 生 课 程 应 该 包括 如 下 的 内 容 : 图 序列 、 有 向 图 的 核 、Cayley AR, EERE 
HHA Kruskal 算法 . 

如 果 在 每 年 四 学 期 制 的 一 个 学 期 中 讲述 图 论 课程 ， 需 要 突出 重点 . 这 里 建议 按照 下 面 的 大 纲 讲 
H: 1. 1， WREE, FHA Petersen A; 1. 2: 全 部 ; 1.3: 度 - 和 公式 和 大 二 部 子 图 ; 1.4: 讲授 
到 强 分 量 ， 加 上 竞赛 图 ， 2. 1: 讲授 到 树 中 心 ; 2. 2: 讲授 到 矩阵 树 定理 ;2.3: Kruskal 算法 ; 3. 1: 
几乎 全 部 ;3. 2: 不 讲 ; 3.3: Tutte 定理 的 叙述 以 及 Petersen 结论 的 证 明 ; 4. 1: 讲授 到 块 的 定义 ， 
忽略 Harary 图 ; 4.2: 讲授 到 开放 耳 分 解 ， 加 上 Menger 定理 ; 4.3: 流 和 分 割 的 对 偶 性 并 叙述 最 大 
流 与 最 小 割 之 间 的 相等 关系 ; 5. 1: 讲授 到 Szekeres-Wilf 定理 ;5. 2: Mycielski 构造 和 Turán 定理 ; 
5.3: 讲授 到 着 色 递 归 ， 加 上 弦 图 的 完美 性 ; 6. 1: Ks 和 K3.3 的 非 平面 性 、 对 偶 图 的 例子 以 及 欧 拉 
公式 及 其 应 用 ; 6. 2: Kuratowski 定理 和 Tutte 定理 的 叙述 和 例子 ;6. 3: 五 色 定理 和 交叉 数 的 思想 
7.1. 讲授 到 Vizing 定理 ;7. 2: 讲授 到 Ore 条 件 和 Chvátal -Erdos 条 件 ; 7. 3: Tait 定理 和 Grinberg 


定理 . 
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教学 方法 的 进一步 说 明 


在 这 一 版 中 ， 作 者 强调 可 以 自然 地 从 相关 材料 中 得 到 的 那些 结果 ， 讲 课时 强调 这 些 内 容 有 助 于 
内 容 的 融会 贯通 . 

本 书 更 多 地 强调 了 TONCAS 这 一 要 点 ， 即 “最 然 的 必要 条 件 也 是 充分 的 ”. 书 中 明确 指出 ， 很 
多 基本 结果 都 可 以 用 这 种 方式 来 理解 . 这 既 为 本 课程 提供 了 一 个 主题 ， 也 使 得 等 价 关系 中 简单 的 一 
面 和 复杂 的 一 面 之 间 的 区 别 更 加 明朗 . 

另外 ， 第 3 章 到 第 5 章 以 及 第 7. 1 节 中 强调 得 较 多 的 是 极 大 、 极 小 值 问题 间 的 对 偶 性 . 在 图 论 
课程 中 ， 没 有 人 想 深 入 钻 研 线性 最 优化 问题 中 对 偶 的 本 质 . 只 需 理解 构成 对 偶 对 的 两 个 最 优化 问题 
共有 如 下 性 质 即 可 ， 极 大 值 问 题 的 任意 可 行 解 的 值 不 超过 极 小 值 问 题 的 任意 可 行 解 的 值 . 如 果 两 个 
吾 为 对 倘 问 题 具 有 相同 皮 值 的 可 行 解 ， 则 由 对 偶 性 可 知 ， 这 两 个 可 行 解 都 是 最 优 的 . 有 关 线 性 规划 
的 讨论 在 8. 1 节 中 给 出 . 

其 他 的 要 点 均 属于 证 明 技 巧 . 其 一 是 用 极端 化 方法 来 简化 证 明 并 避免 使 用 归纳 法 . 其 二 就 是 用 
归纳 法 证 明 条 件 性 命题 ， 关 二 这 一 点 在 注 记 1. 3. 25 中 有 明确 的 说 明 . 

导出 Kuratowski 定理 的 过 程 有 些 长 . 尽管 如 此 ， 最 好 在 一 个 学 时 内 完成 其 证 明 , 为 了 节省 时 
间 ， 可 以 简单 处 理 将 该 问题 归 约 到 3- 连通 情况 的 那些 预备 引 理 . 注意 ， 用 归纳 法 可 以 很 自然 地 引出 
两 个 引 理 来 证 明 3 -连通 的 情况 . 此 外 ， 还 要 注意 证 明 使 用 了 5. 2 节 中 定义 的 S- 半 有 这 个 概念 . 

第 6 章 的 第 1 个 学 时 不 要 就 作 图 和 区 域 等 技术 定义 进行 元 长 的 讨论 . 最 好 将 这 些 概念 当做 直观 
生 何 起 它们 的 细节 . 正文 中 有 这 些 概念 的 精确 叙述 . 
内 容 中 不 青 涉及 ，1. 4 节 中 得 出 有 向 图 概念 的 应 用 例子 被 标记 为 选修 内 容 . 但 这 些 
例子 可 以 使 读者 更 清晰 地 认识 到 模型 ( 疼 或 有 向 图 ) 的 选取 是 依赖 于 应 用 的 . 

由 于 网 论 不 强调 数值 计算 而 强调 证 明 技巧 和 解释 的 清晰 ， 央 此 是 用 来 培养 学 生 书 面 和 口头 表达 
能 力 的 一 门 很 好 的 课程 . 除了 布置 一 些 书面 作业 并 要 求学 生 仔细 书写 其 论述 过 程 外 ， 作 者 发 现 组 织 
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第 1 章 基本 概念 


1.1 什么 是 图 


怎样 布线 才能 使 得 每 一 部 电话 都 互相 连通 ， 并 且 花 费 最 小 ? 从 首府 到 每 州 州 府 的 最 短路 线 是 什 
么 ? n 项 任务 怎样 才能 最 有 效 地 由 个 人 完成 ? 管道 网 络 中 从 源 点 到 汇集 点 的 单位 时 间 最 大 流 是 多 
D? 一 个 计算 机 芯片 需要 多 少 层 才 能 使 得 同一 层 的 线路 互 不 相交 ? 怎样 安排 一 个 体育 联盟 季度 赛 
的 日 程 表 使 其 在 最 少 的 周 数 内 完成 ? 一 位 流动 推销 员 要 以 怎样 的 顺序 到 达 每 一 个 城市 才能 使 得 旅 
行 时 间 最 短 ? 我 们 能 用 4 种 颜色 来 为 每 张 地 图 的 各 个 区 域 着 色 并 使 得 相 邻 的 区 域 具 有 不 同 的 颜 
色 吗 ? 

这 些 问 题 以 及 其 他 的 一 些 实际 问题 都 涉及 图 论 . 在 这 本 书 里 ， 我 们 将 介绍 赂 的 一 些 理论 并 将 其 应 
用 于 这 些 问 题 . 我 们 假定 读者 具有 附录 A 提供 的 数学 背景 ， 即 基本 的 数学 对 象 和 语言 . 
定义 

我 们 常 说 的 下 面 这 个 导致 图 论 诞生 的 问题 将 启示 我 们 给 出 图 的 基本 定义 . 

1.1.1 例 ( 哥 尼 斯 堡 (Konigsberg) 桥 问题 ) 背 尼 斯 保 城 坐落 于 普鲁士 的 普 莱 格 尔 河畔 ,城区 包 
插 Kneiphopf 岛 和 河 的 两 岸 区 域 . 这 四 个 地 区 通过 下 图 所 示 的 7 座 桥 连接 . 市 民 们 想 知 道 如 果 他 们 从 
家 出 发 ， 经 过 每 一 座 桥 恰好 一 次 ， 是 否 又 能 返回 家 . 这 个 问题 被 简化 为 遍历 右 侧 的 图 ， 图 中 的 黑 点 表 
示 陆 地 ， 曲 线 表示 桥 . 


由 右 侧 的 模型 易 知 这 样 的 遍历 是 不 存在 的 . 每 当 我 们 到 达 并 离开 一 块 陆地 时 ， 要 通过 两 座 连 接 
到 这 个 地 区 的 桥 , 我们 也 可 以 把 出 发 的 第 一 座 桥 和 返回 地 区 的 最 后 一 座 桥 作为 一 对 . 这 样 所 需 的 遍 
历 杰 求 每 块 陆地 与 偶数 座 桥 相连 . 这 个 必要 条 件 在 背 尼 斯 堡 问题 中 是 不 存在 的 . a 

在 1.2 节 当 我 们 说 明 哪 种 结构 具有 可 遍历 性 时 ， 训 尼斯 保 桥 问题 变 得 更 加 有 趣 Fe M. HEEN 
保 问 题 为 讨论 这 样 的 问题 提出 了 一 个 通用 模型 . 

1.1.2 定义、 一 个 图 G 是 一 个 三 元 组 ， 这 个 三 元 组 包含 一 个 顶点 集 V(G)， 一 个 边 集 E(G) 和 一 
个 关系 ， 该 关系 使 得 每 一 条 边 和 两 个 顶点 (不 一 定 是 不 同 的 点 ) 相 关联 ， 并 将 这 两 个 顶点 称 为 这 条 边 
的 端点 . 

在 纸 上 作 图 就 是 将 每 一 个 项 点 定位 到 一 个 点 上 并 将 边 用 连接 其 端点 的 曲线 来 表示 ~ 

LLIS 在 例 1.1.1 ROPE, HARALI ye z whe GR Wer, eoe eas es ess esr 
er}， 每 条 边 的 端点 如 图 所 示 . 

Hier He 具有 同样 的 端点 ， 边 cs 和 et 也 是 如 此 . 如 果 在 一 个 小 水 湾 上 有 一 座 桥 ， 那 么 桥 的 
两 端 将 在 同一 块 土地 上 ， 所 以 我 们 要 画 一 条 其 两 个 端点 在 同一 点 的 曲线 来 表示 它 - 我 们 有 确切 的 术 
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语 来 定义 图 中 的 这 一 类 边 . " 

1.1.4 定 义 —^Bbt—4i. CHAAR RE. 重 边 是 具有 同一 对 端点 的 多 条 边 . 

一 个 简单 图 是 不 含 图 和 重 边 的 图 . 我 们 用 点 的 集合 和 边 的 集合 来 确定 一 个 简单 图 ， 边 的 集合 被 
表示 为 一 组 无 序 点 对 的 集合 ， 我 们 用 e 二 wv( 或 e 一 vu) 来 表示 一 条 以 wu、 为 端点 的 边 。， 

当 & 和 局 是 一 条 边 的 两 个 端点 时 ， 那 么 它们 是 邻接 的 且 互 为 邻居 . 我们 用 uv RA Ru vk 
邻接 的 . 

许多 重要 的 应 用 并 不 涉及 圈 和 重 边 ， 所 以 我 们 只 研究 简单 图 . 这 样 ， 一 条 边 由 其 端点 来 确定 ， 
进而 可 以 用 端点 来 命名 边 ， 正 如 定义 1. 1. 4 所 描述 的 . 在 一 个 简单 图 里 我 们 把 一 条 边 视 为 一 个 无 序 
点 对 并 且 忽 略 边 和 端点 间 的 关联 关系 . 本 书 着 重 于 讲述 简单 图 . 

1.1.5 例 在 下 图 中 ， 左 侧 是 同一 个 简单 图 的 两 个 作 图 ， 该 简单 图 的 顶点 集 是 {u,v，w， oy 


yh» Midi (uv, uw, uz, vr, vw, rw, zy}. 


u x n" 

“顶点 "和 *“ 边 "这 两 个 术语 来 自立 体 几 何 . 一 个 立方 体 具有 多 个 顶点 和 多 条 边 ， 它 们 组 成 一 个 图 
的 顶点 集 和 边 集 . 这 个 图 如 右 侧 的 图 形 所 示 ， 图 中 忽略 了 顶点 和 边 的 名 称 

如 果 一 个 图 的 顶点 集 和 边 集 都 是 有 穷 的， 那么 该 图 就 是 有 穷 的 .除非 明确 指出 ， 我 们 约定 本 书 
中 的 每 一 个 图 都 是 有 穷 的 . 

“1.1.6 注 记 顶点 集 和 边 集 是 空 集 的 图 称 为 空 图 . 将 一 般 的 定理 推广 到 包含 空 图 的 情况 只 会 
引 来 不 必要 的 繁琐 ， 所 以 我 们 忽略 它 . 所 有 的 讨论 和 习题 都 假定 图 的 顶点 集 是 非 空 的 . 
图 模型 

图 以 多 种 形式 出 现 . 从 一 些 应 用 可 直接 得 到 有 关 图 的 结构 的 有 用 概念 和 术语 . 

1.1.7 例 (相识 关系 和 子 图 ) 任意 6 个 人 中 都 有 3 个 人 相互 认识 或 相互 陌生 吗 ? 因为 "认识 "是 
对 称 的 ， 我 们 可 以 用 一 个 简单 图 来 对 该 问题 建立 模型 ， 图 的 每 个 顶点 表示 一 个 人 ， 每 条 边 表示 一 对 
互相 认识 的 人 . 相同 集合 中 “不 相识 ”关系 产生 另 一 个 图 ， 其 边 集 是 前 一 个 图 的 边 集 的 “ 补 集 ”. 下面 
我 们 来 介绍 这 些 概念 的 术语 . 


x fw " 
LLSZEX 一 个 简单 图 G 的 补 图 G 也 是 一 个 简单 图 ， 其 顶点 集 为 V(G)， 且 uvE EC) SBR 
Suv E(G). 团 是 图 中 两 两 相 邻 的 顶点 组 成 的 集合 . 独立 集 (或 稳定 集 ) 是 图 中 两 两 互 不 相 邻 的 顶点 
组 成 的 集合 
在 例 1.1.7 的 图 G 中，{w， x， 小 是 一 个 大 小 为 3 的 团 ，{u，ww} 是 一 个 大 小 为 2 的 独立 集 ， 它 
们 分 别 是 最 大 团 和 最 大 独立 集 . 这 两 个 值 在 G 中 正好 调换 ， 因 为 在 补 图 的 定义 下 团 变 成 了 独立 集 
(反之 亦 然 ). 例 1. 1.7 中 的 问题 等 价 于 是 否 任意 6 顶点 图 都 有 一 个 大 小 是 3 的 团 或 独立 集 (习题 29). 


基本 概念 3 


从 G 中 删除 边 wz 就 产生 一 个 5 顶点 图 ， 其 中 没有 大 小 为 3 的 团 或 大 小 为 3 的 独立 集 . 

1.1.9 例 (任务 分 派 与 二 部 图 ) RMA m 项 任务 和 mn 个人, 但 不 是 所 有 的 人 都 能 胜任 所 有 的 任 
务 . 我 们 能 否 为 每 个 任务 找到 合适 的 人 选 ? 同样 ， 我 们 用 一 个 简单 图 H 来 对 这 个 问题 建立 模型 
其 中 的 顶点 表示 任务 和 人 . MRA p 可 以 胜任 任务 i， 那么 把 p 和 j 放 在 紧邻 位 置 . 

每 一 项 任务 将 恰好 由 一 个 人 完成 ， 每 一 个 人 最 多 可 以 执行 一 项 任务 . 这 样 我 们 需要 在 H 中 找 
到 m 条 相互 独立 的 边 ( 将 边 视 为 顶点 对 ). 第 3 章 将 讲解 怎样 对 此 进行 测试 . 对 下 面 的 图 来 说 ， 我 们 
找 不 到 这 样 的 边 . 

很 多 重要 的 应 用 都 可 以 用 图 来 对 两 个 互 不 相交 的 集合 建立 模型 . 在 有 些 图 中 ， 顶 点 集 可 以 被 划 
分 成 两 个 独立 集 ， 我 们 需要 给 这 些 图 起 个 名 字 . 


T 人 
VAN us a 
1.1.10 EX. 图 G 称 为 二 部 图 ， 如 果 V(G) 是 两 个 互 不 相交 的 独立 集 ( 可 以 是 空 集 ) 的 并 集 ， 这 
两 个 集合 称 为 图 G 的 部 集 . 
1.1.11 例 (日 程 表 与 图 的 着 色 ) ”假设 要 安排 参议 院 的 会 议 日 程 表 . 如 果 两 个 委员 会 有 相同 成 
员 ， 则 不 能 将 这 两 个 委员 会 的 会 议 安排 在 同一 时 间 . 我 们 需要 多 少 个 不 同 的 时 间 段 呢 ? 
我 们 为 每 一 个 委员 会 构造 一 个 顶点 ， 如 果 两 个 委员 会 有 相同 成 员 ， 则 相应 的 两 个 项 点 是 相 邻 
的 .我们 要 给 这 些 顶 点 分 配 标 记 ( 时 间 段 ) 使 得 每 条 边 的 端点 都 有 不 同 的 标记 . 下 面 的 图 有 3 个 独立 
集 ， 我 们 可 以 给 每 一 个 独立 集 分 配 一 个 标记 . 团 中 的 所 有 成 员 必 须 被 分 配 不 同 的 标记 ， 故 这 个 例子 
至 少 需要 3 个 时 间 段 
' 因 为 我 们 只 对 顶点 集 的 划分 感 兴趣 ， 且 标记 没有 数值 意义 ， 因 此 将 它们 称 为 颜色 会 更 方便 , 


1.1.12 定 义 图 G 的 色 数 ， 记 为 X(G)， 是 使 邻接 点 获得 不 同 颜色 所 需 颜 色 的 最 小 数目 .图 C 
是 有 分 的 ， 如 果 V(G) 可 以 表示 为 有 《可 以 为 空 ) 个 独立 集 的 并 . 

这 就 推广 了 二 部 图 的 思想 一 一 二 部 图 是 二 分 的 . 具有 相同 颜色 的 顶点 必 构成 一 个 独立 集 ， 所 以 
xX(O) 是 分 解 V(G) 所 和 需 独立 集 的 最 小 数目 . 一 个 图 是 所 分 的 当 且 仅 当 它 的 色 数 最 多 为 当 提 到 分 解 
成 独立 集 的 划分 中 的 一 个 集合 时 我 们 用 “部 集 " 来 指 代 它 . 

我 们 将 在 第 5 章 中 学 习 色 数 和 图 的 着 色 . 图 论 中 最 著名 的 (最 难以 对 付 的 ) 问 题 就 是 地 图 的 着 色 
问题 . 

1.1.13 例 (地 图 与 着 色 ) ”笼统 地 讲 ， 一 幅 地 图 就 是 将 一 个 平面 分 解 成 相连 的 区 域 . RITES 
用 最 多 4 种 颜色 来 为 每 幅 地 图 着 色 ， 并 使 得 相 邻 区 域 具有 不 同 颜色 ? 

为 了 将 地 图 着 色 与 图 的 着 色 联 系 起 来 ， 我 们 用 一 个 顶点 来 表示 一 个 区 域 ， 用 一 条 边 来 表示 两 个 
区 域 具有 公共 边界 . 四 色 问 题 即 是 否 所 得 的 图 的 色 数 最 多 为 4. 这 个 图 可 以 在 一 个 平面 中 画 出 ， 且 
它 没 有 互相 交叉 的 边 ， 这 种 图 称 为 可 平面 图 . 定义 1. 1. 12 前 面 的 那个 图 是 可 平面 图 ， 它 有 一 个 交 
叉 点 ,但 另 一 种 画 法 就 没有 . 我 们 将 在 第 6 章 中 学 习 可 平面 图 . " 

1.1.14 例 ( 公 路 网 中 的 路 线 问题 ) 我 们 可 以 用 图 来 表示 一 个 公路 网 ， 图 中 的 边 表示 点 间 的 一 
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BUR. 我 们 可 以 通过 给 边 加 权 来 衡量 距离 或 行进 时 间 . 在 这 里 边 表示 物理 上 的 连接 . 我 们 怎样 才能 
REM r Py 的 最 短路 线 ? 我 们 将 在 第 2 章 讲解 这 个 问题 . 

如 果 图 中 的 项 点 表示 我 们 的 家 和 其 他 要 去 的 地 方 ， 那 么 我 们 会 希望 在 行走 路 线 中 每 一 个 项 点 正 
好 经 过 一 次 . 我 们 将 在 第 7 章 研究 这 种 路 线 是 否 存在 . 

我 们 需要 一 些 术 请 来 描述 图 中 的 这 两 种 路 线 . a 

L1.15 定义 一 条 路 径 是 一 个 简单 图 ， 其 顶点 可 以 排序 使 得 两 个 顶点 是 邻接 的 当 且 仅 当 它们 
在 顶点 的 序列 中 是 前 后 相继 的 . 一 个 环 是 一 个 顶点 数 和 边 数 相等 的 图 ， 其 顶点 可 以 放置 于 一 个 轿 周 
上 使 得 两 个 顶点 是 相 邻 的 当 且 仅 当 它们 在 较 周 上 相继 出 现 . 


上 图 给 出 了 -- 条 路 径 和 一 个 环 ， 顶 点 序列 是 x. b. as z, y. 从 环 中 删除 掉 一 条 边 会 产生 一 条 
路 径 . 在 研究 公路 网 中 的 路 线 时 ， 我 们 仅 考虑 含 于 图 中 的 路 径 和 环 . 同时 ， 我 们 又 希望 交通 网 络 中 
的 每 一 个 顶点 都 可 以 到 达 其 他 任何 一 个 项 点 . 下 面 的 定义 精确 说 明了 这 些 概念 . 

1.1.16 定义 ”图 G 的 子 图 是 一 个 图 万， 它 满足 V(H)SEV(G),，E(H)CE(G) 且 H 中 边 的 端点 
的 分 配 和 G 中 的 一 样 . 我 们 用 万 SG 来 表示 *G 包含 用” 

如 果 G 中 的 每 一 对 顶点 都 属于 某 一 条 路 径 ， 图 G 是 连通 的 ; 否则 ， 称 G 是 非 连 通 的 . 

定义 1.1. 12 前 面 的 那个 图 有 3 个 子 图 是 环 ， 它 是 一 个 连通 图 . 但 例 1. 1. 9 中 的 图 不 是 连通 图 
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我 们 怎样 说 明 一 个 图 呢 ? 我 们 可 以 列 出 所 有 的 顶点 和 边 ( 带 上 端点 )， 当 然 还 有 其 他 一 些 有 用 的 
说 明 方法 ， 一 个 图 是 无 团 的 是 指 该 图 允许 出 现 重 边 但 不 允许 出 现 圈 . 

1.1.17 定义 4GX—AXEBB. X1 5E VQ) m (ws rms mh iE RE EQ m ln. ns 
en). GURRE, A AG, RHA nX n HHH, AH ui.j 是 以 vi do v; 为 端点 的 边 的 数目 .人 
的 关联 矩阵 M CC) — I nm HEH. UR v, 是 ej 的 端点 ， 元 素 mj 1. SMA 0. 

do A v Rid eds 、 则 称 v 和 e 是 美 联 的 . KA VHB AABB PARAM LE 

在 带 圈 的 图 中 ， 确 切 定义 邻接 矩阵 、 关 联 和 矩阵 和 顶点 度 的 方法 依赖 于 具体 的 应 用 . 1.2 节 和 1.3 
节 会 讨论 到 这 个 问题 . 

1.4.18 注 记 “邻接 矩阵 由 顶点 的 顺序 决定 . 任意 邻接 矩阵 都 是 对 称 的 (对 于 所 有 的 让 js aij 
aj... 简单 图 的 邻接 矩阵 的 元 素 是 0 或 1， 对 角 线 上 的 元 索 都 是 0. 的 度 是 A(G) 或 M(G) rP v XY hi 
行 中 的 元 素 的 和 a 

1.1.19 例 XSF if) ERA G REA T AEHUSPEROCIORPE. PE w r y z WY 
Fika, by cy d, e 通过 观察 图 G， 把 两 个 矩阵 中 任 一 矩阵 对 应 y 的 行 的 元 素 求 和 ， 得 到 y 的 度 是 4. 
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HAN 5 EB EK As — A PE th BR AE fc UB Pe rh £7 0008 OR ir PTs i 个 顶点 对 应 第 i 行 
和 第 i 列 . 将 一 个 图 存储 于 计算 机 中 需要 先 命名 图 中 的 顶点 . 

然而 ， 我 们 要 研究 的 性 质 (如 连通 性 ) 是 不 依赖 于 这 些 名 字 的 . 直观 地 讲 ， 如 果 我 们 用 万 中 的 
顶点 来 重新 命名 G 中 的 顶点 可 以 使 G 恰好 变 成 H， WA GA H 结构 上 的 性 质 将 是 一 样 的 . 下 面 我 
们 要 为 简单 图 精确 地 描述 这 一 . 重 命名 是 一 个 从 V(G) 到 V(H) 的 函数 ， 它 将 V(H) 中 的 每 个 顶 
点 分 配给 V(G) 中 的 一 个 顶点 ， 使 它们 配对 . 这 样 的 两 数 是 一 一 对 应 的 或 双 射 ( 见 附录 A). 重 命 名 使 
得 G 变 为 H， 即 顶点 上 的 双 射 保持 了 顶点 间 的 邻接 关系 . 

1.1.20 定 义 从 简单 图 G 到 简单 图 H 的 同 构 是 一 个 双 射 f: V(G)-V(H)， 使 得 uv€ EG) 3 
BRS fw) fv) € ECH). 如 果 存在 从 G 到 所 的 同 构 ， 我 们 说 *G F8 T H^. 363 GSH. 

1.1.21 例 下 图 中 的 G 秘 是 具有 4 个 顶点 的 路 径 . ELKA S VOV), JEH fw) = 
a. fé) 7d, (=b, f(D 为 了 证 明了 是 一 个 同 构 ， 我 们 只 需 验证 /保持 了 边 与 非 边 . 注意 
HAOTAINN w. ye z. x 排序， 就 会 得 到 ACH)， 如 下 所 示 ; 这 就 证 明了 了 是 一 个 同 构 ， 

另 一 个 同 构 将 w r, ys z 分 别 映射 到 c，b,d，a. 


w c d 
A "X 
x z a b 
wx yz wo, 2S. abed 
w/o 100 w/o 001 «(0001 
x[1010 »[oo11 bjlooili 
yļo101 z{0 100 c{o0 100 
z:\oo10 r\i 100 d\1100 " 


1.1.22 注 记 (寻找 同 构 ) 正如 例 1.1.21 所 示 ,， 将 邻接 矩阵 中 顶点 排序 使 得 两 个 邻接 矩阵 相同 
是 证 明 两 个 图 同 构 的 一 个 可 行 方法 . 将 一 个 省 换 o 应 用 到 A(G) 的 行 和 列 中 会 使 G 中 的 顶点 重新 排 
Jp. 如 果 新 的 矩阵 和 ACEH) 相 等 ， 那 么 这 个 普 换 就 产生 一 个 同 构 . 我 们 不 用 写 出 矩阵 就 可 以 验证 一 


个 邻接 关系 是 否 被 保留 . 
为 使 一 个 显 式 的 顶点 一 一 映射 成 为 一 个 从 G 到 日 的 同 构 ，G 中 的 顶点 v (EH. 中 的 像 的 特性 必 
Ji v 在 G 中 的 特性 保持 一 致 ， 例 如 它们 必须 具有 相同 的 度 . a 


4.1.23 注 记 ( 非 简单 图 的 同 构 ) 同 构 的 定义 可 以 推广 到 含有 环 和 重 边 的 图 中 ， 但 是 必须 使 用 

定义 1.1.2 的 诺言 对 其 进行 精确 的 叙述 . 
一 个 从 GG 到 上 H 的 同 构 是 一 个 双 射 /， 它 将 V(O) 映 射 到 VC(H)， 将 EE(G) 映 射 到 ECH) 

使 得 G 的 端点 为 u、v 的 每 一 条 边 映射 到 一 条 端点 为 /(u) 和 Ju) 的 边 . 

我 们 不 涉及 这 些 细节 ， 央 为 我 们 只 研究 简单 图 的 同 构 . a 

因为 只 要 GT HORA HO PG. 我 们 通常 说 "G A 是 同 构 的 “表示 相互 的 )， JE ia] 
“ 同 构 的 ”只 应 用 于 一 对 图 ;“G 是 同 构 的 ”没有 任何 意义 (我 们 会 问 * 同 构 于 什么 ?”). 同样 ， 我 们 可 以 
说 一 组 图 是 “成 对 同 构 的 "， 但 说 "这 组 图 是 同 构 的 "是 无 意义 的 . 

集合 S 上 的 一 个 关系 就 是 S 中 的 一 组 有 序 对 . 一 个 等 价 关系 就 是 一 个 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 
关系 ( 见 附 录 A). 例如 ， 一 个 图 中 顶点 的 邻接 关系 是 对 称 的 ， 但 不 是 自 反 的 ， 很 少 是 传递 的 . 然而 ， 
由 G 和 日 同 构 的 有 序 对 (G，H) 的 集合 组 成 的 同 构 关系 就 具有 这 三 种 性 质 . 


IA 


1.1.24 命题 简单 图 集合 的 同 构 关系 是 一 种 等 价 关系 . 

证 明 自 反 性 .V(G) 上 的 恒 等 置 换 是 从 G 到 其 自身 的 一 个 同 构 . TR, GG. 

对 称 性 . 如 果 f. VO) VCED REA GA H 的 一 个 同 构 ， 那么 SBM H SIG 的 一 个 同 构 ， 
FA “uve E(G) 当 上 且 仅 当 fC) fv) EE(H)” 可 以 得 到 “zy€ EMKA faf E 
ECHO". 3X, GSH 推出 HSG. 

传递 性 . 假设 /: VOD VOD Hg; VO — VCHO RAW. RNA uve ECP) 4A Y 
fG0 fv) € ECG) "Ail" zy€ KOHN gg) EEH)”. 因为 了 是 一 个 同 构 ， 对 于 每 一 个 rzyE 
E(G) 我 们 可 以 找到 uve EC(F) 使 得 /(u) =a, f C0) = y. 这 样 就 得 到 “xuE ECP) 4 ALY g CÁC) 
BC f(v)) € ECFD", BBA g f£ REIS PF 91 H 的 同 构 . 我 们 就 证 明了 F=G MGH 蕴涵 FH. 

E 

等 价 关系 把 一 个 集合 划分 成 一 些 等 价 类 ; 集合 中 的 两 个 元 素 满足 这 一 关系 当 且 仅 当 它们 在 同一 
个 类 中 ， 

1.1.25 定 义 图 的 一 个 同 构 类 是 在 同 构 关系 下 的 一 个 等 价 类 ， 

An 个 项 点 的 路 径 是 成 同 构 的 . 所 有 n 顶点 路 径 的 集合 是 一 个 同 构 类 . 

1.1.26 注 记 (“ 无 标记 ”图 与 同 构 类 ) ” 当 讨 论 某 个 图 G 时 ， 我们 有 一 个 固定 的 顶点 集 , 但 是 我 
们 对 于 结构 的 注释 也 适用 每 一 个 同 构 于 G 的 图 . 我 们 的 结论 是 独立 于 点 的 名 称 (标记 ) 的 .因此 我 们 
用 “无 标记 图 "来 表示 图 同 构 类 . 

作 图 时 ， 即 使 我 们 不 给 图 中 的 项 点 命名 字 ， 这 些 顶 点 也 已 经 由 其 物理 位 置 命名 了 . 因此， 图 的 

-种 画 法 就 是 其 同 构 类 中 的 一 个 成 员 ， 我 们 只 称 其 为 一 个 图 . 当 我 们 重 画 一 个 图 以 展示 其 结构 方面 


的 问题 时 ， 我 们 选择 同 构 类 中 一 个 更 方便 的 成 员 ， 讨 论 的 仍 是 同样 的 “无 标记 图 … a 
当 讨论 图 的 结构 时 ， 命 名 一 些 重要 的 同 构 类 会 带 来 方便 ， 因 为 我 们 需要 引用 同 构 类 或 这 些 同 构 
类 的 任意 代表 - 


1.1.27 定义 ”将 合 几 个 顶点 的 (无 标记 ) 路 径 和 环 分 别 记 为 Pn 和 Cn; m- 环 是 具有 个 点 的 环 . 
一 个 完全 图 是 简单 图 ， 其 任意 两 个 顶点 都 是 邻接 的 ; 将 含 n 个 顶点 的 (无 标记 ) 完 全 图 记 为 K，. 完全 
二 部 图 或 二 部 团 是 简单 的 二 部 图 ， 它 的 两 个 顶点 是 邻接 的 当 且 仅 当 它们 在 不 同 的 部 集 里 . 如果 两 个 
部 集 的 大 小 是 和 s， 则 将 (无 标记 ) 二 部 团 记 为 Krs 


Ks Kas 


“1.1.28 注 记 我 们 已 经 把 完全 图 定义 为 一 个 任意 项 点 都 对 邻接 的 图 ， 而 一 个 团 是 图 中 一 组 邻 
接 的 顶点 . 许多 作者 交替 地 使 用 这 两 个 词 ， 但 二 者 的 区 别 允 许 我 们 将 团 和 独立 集 相提并论 . 

在 二 部 图 中 ,我 们 用 “二 部 团 "来 表示 “完全 二 部 图 "“ 二 部 团 "就 是 提醒 我 们 一 个 完全 二 部 图 通 
常 不 是 一 个 完全 图 (习题 1). a 

1.1.29 注 记 (图 的 其 他 名 字 )” 当 我 们 为 一 个 图 命名 而 不 是 为 其 顶点 命名 时 ， 我 们 通常 指 它 的 
同 构 类 . MERER, "H REG 的 子 图 "表示 G 的 某 个 子 图 是 同 构 于 月 的 (我 们 说 “G 包含 H 的 一 个 
HER”). GEB G 是 Ks 的 一 个 子 图 (每 一 个 具有 5 个 顶点 的 完全 图 都 有 10 个 同 构 于 Cs 的 子 图 )， 
但 它 不 是 Kos MEER. 

同样 ， 当 问 G* 是 否 是 "C。 时 是 指 G 是 否 同 构 于 一 个 含 n 个 顶点 的 环 . a 


RARE a 


一 个 图 结构 上 的 性 质 是 由 其 邻接 关系 决定 的 ， 因 此 是 被 同 构 保持 的 . 通过 发 现 某 个 结构 性 质 的 
不 同 ,我 们 可 以 证 明 GAH 不 是 同 构 的 . 如 果 它 们 具有 不 同 数目 的 边 ， 或 不 同 的 子 图 ， 或 不 同 的 
补 图 等 等 ， 则 它们 不 是 同 构 的 . 

另 一 方面 ， 从 少数 的 结构 性 质 并 不 能 推出 GSH. WER G 衬 H， 我 们 必须 给 出 一 个 保持 邻接 
关系 的 双 射 /: V(G) 一 V(H). 

1.1.30 例 ( 同 构 与 否 ) 下 面 的 每 一 个 图 都 有 6 个 顶点 和 9 条 边 ， 且 都 是 连通 的 ， 但 这 些 图 不 是 
两 两 同 构 的 . 

要 证 明 G1 宇 G。， 我 们 要 给 顶点 命名 并 给 出 一 个 双 射 ， 然 后 验证 它 保持 邻接 关系 . 正如 下 面 标 
记 的 , 将 x，v，w，z，y，z 分 别 映射 到 1，3，5，2，4，6 的 双 射 就 是 从 Gi 到 Ge 的 一 个 同 构 . 将 
u, v. w, z, y, z 分 别 映射 到 6，4，2，1，3，5 的 双 射 是 另外 一 个 同 构 . 

Gi, G; 都 是 二 部 图 ; 它们 是 K3,3 的 不 同 画 法 ( 同 G4 一 样 ). 图 G3 包含 K3， 所 以 其 顶点 不 能 被 
划分 成 两 个 独立 集 . 因此 ，Gs 不 同 构 于 其 他 图 . 

有 时 ， 我 们 可 以 用 补 图 来 快速 检验 同 构 . 简单 图 G 和 H E Hg A È HCT Ah ER do E] H9 C33. 
Hi). 3X Gi. Gz, C. 都 包含 两 个 不 相交 的 3- 环 并 且 是 不 连通 的 ， 但 G3 是 一 个 6- 环 而 且 是 连 


通 的 . 
"vw & i » 
M OO DX DJ 
H B 3 
us G2 Gs Gs " 
1.1.31 8 Gi 8 6 440. 要 从 大 小 为 的 集合 中 选 两 个 顶点 ， 可 以 先 选 出 一 个 顶点 ， 然 后 
青 选 另 一 个 顶点 ， 但 不 考虑 选择 的 次 序 ， 所 以 这 样 的 选择 方案 的 数目 是 n(n 一 1)/2. A n PERE 
选 出 个 元 素 的 方案 数 是 (7). WE n in. 这 些 数 称 为 二 项 式 系数 ， 参 见 附录 A) 
在 顶点 集 X 的 大 小 为 的 简单 图 中 ， 每 一 对 顶点 都 可 能 是 一 条 边 ， 也 可 能 不 是 一 条 边 .对 每 一 


对 顶点 进行 一 次 这 样 的 选择 就 指定 了 一 个 图 ， 所 以 顶点 集 为 X 的 简单 图 的 数目 是 26, 
例如 ，4 个 固定 的 顶点 集 可 以 得 到 64 个 简单 图 . 这 些 图 仅仅 产生 11 个 同 构 类 . 下 面 出 现 的 类 


是 互补 的 对 ， 只 有 Pe 回 构 于 其 补 图 . 同 构 类 具有 不 同 的 大 小 ， 所 以 用 某 个 同 构 类 的 大 小 去 除 2(2) 
不 能 计算 出 含 个 项 点 的 简单 图 的 同 构 类 的 数目 . 


nn 
WAKON n 
分 解 和 特殊 图 


PSP, 引出 了 一 系列 关于 图 的 问题 . 

1.1.32 定 义 一 个 图 是 自 补 的 ， 如 果 它 同 构 于 其 补 图 . 图 G 的 一 个 分 解 是 其 一 系列 子 图 且 G 
的 每 条 边 出 现 且 只 出 现在 一 个 子 图 内 . 

— A n- RAH 基 自 补 的 当 且 仅 当 K， 的 某 个 分 解 包含 了 H 的 两 个 拷贝 . 


ao] 


mj 


(12] 


id RLF 


1.1.33 8]. 我 们 可 以 将 Ks 分 解 成 两 个 5- 环 . 于 是 ，5 - 环 是 自 补 的 . 任意 n- WAAR 
EK, 的 一 个 分 解 . Kis A K。- 1: 也 是 K。 的 分 解 ， 尽 管 其 中 的 一 个 子 图 少 了 一 个 顶点 . 在 下 面 右 
侧 的 图 中 ， 我 们 用 3 个 Ps 的 拷贝 表示 Ks 的 一 个 分 解 . 习题 31 一 39 是 关于 图 的 分 解 的 . 


@ [x . 


“1.1.34 例 组 合 设计 理论 中 的 一 个 基本 问题 是 哪些 完全 图 可 以 分 解 成 若 十 Ks 的 拷贝 ,在 下 
面 左 侧 的 图 中 ， 我 们 给 出 了 Ko 的 这 样 一 个 分 解 . 通过 7 个 位 置 旋转 图 中 的 三 角形 使 其 经 过 正好 将 
每 一 条 边 迪 历 一 次 . 

TEA MUI Pep. Ke 被 分 解 成 Pi 的 一 些 拷贝 . 将 一 个 顶点 置 于 中 心 就 将 边 分 成 三 类 : 外 面 的 
5- 环 ， 里 面 (交叉 ) 的 5- 环 和 包含 中 心 顶点 的 边 . 分 解 中 每 条 4- 顶点 路 径 用 到 了 每 类 边 中 的 一 条 ; 
我 们 旋转 右 侧 图 可 以 得 到 下 一 条 路 径 . 


Qd  . 


我 们 将 Ka 的 一 个 拷贝 称 为 一 个 三 角形 . 将 常 出 现 于 有 关 结 构 问 题 中 的 那些 图 用 短 名 字 来 命名 将 
非常 方便 . 

1.1.35 例 (图 展示 ) 图 能 吻 记 的 名 字 通 常 来 自 于 图 的 某 种 绘制 方式 . 我 们 也 将 这 种 名 字 用 到 
图 的 所 有 其 他 绘制 方式 上 ， 因 此 最 好 将 这 种 名 字 看 作 是 同 构 类 的 名 字 . 下 面 我 们 给 出 最 多 含 5 个 顶 
点 的 一 些 图 的 名 字 . 

在 这 些 名 字 中 ， 最 重要 的 是 三 角形 (Ks MMK 0. 我 们 有 时 也 讨论 掌 形 (K,.; +e) MAR 


形 (Ks ~e)s 其 他 图 则 很 少 在 讨论 中 出 现 
第 - 行 图 的 补 图 是 非 连通 的 . 房 形 的 补 图 是 Ps ， 公 牛 形 是 自 补 的 . 习题 39 的 问题 是 ， 哪 些 图 


AAAS 


三 角形 mÉ 掌 形 ARK 
ATE [2 突进 形 a 
为 将 日 分 解 成 G HEFEI., Gi BAU BR H 的 边 数 . 但 这 是 不 充分 的 ， 因 为 Ks 不 能 


被 分 解 成 两 个 风筝 形 的 拷贝 . 
1.1.36 定义 Petersen 图 是 一 个 简单 图 ， 其 项 点 集 是 一 个 5- 元素 集合 的 所 有 2- 元 素 子 集 构成 


的 集 族 ， 其 边 是 互 不 相交 的 2- 元 素 子 集 对 
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上 图 中 .我们 以 3 种 方式 画 出 了 Petersen 图 . 这 是 一 个 非常 有 用 的 例子 ， 因 此 也 有 专门 讨论 这 个 
问题 的 一 本 书 (Holton-Sheehan[1993]). 该 图 的 性 质 从 我 们 已 经 作为 定义 使 用 的 图 的 邻接 关系 推出 

1.1.37 例 (Petersen 图 的 结构 ) 用 [5]={1，2，3，4，5} 来 表示 5 -元素 集 ， 我 们 将 {e， 分 记 为 
ab ba. 因为 12 和 34 是 互 不 相交 的 ， 当 我 们 构成 图 时 ， 它 们 可 以 是 邻接 顶点， 但 12 和 23 却 不 
是 ,对 每 一 个 2- 元 素 集 abp， 都 有 三 种 方法 从 [5] 中 剩 下 的 3 个 元 素 中 选 出 一 个 2- 元 素 集 ， 所 以 每 个 
顶点 的 度 均 是 3. 

Petersen 图 包含 两 个 不 相交 的 5- 环 ， 以 及 与 两 个 5 - 环 上 的 顶点 配对 的 边 . 不 相交 的 定义 告诉 
我 们 12、34、51、23、45 依次 是 一 个 5 - 环 中 的 顶点 ， 同 样 ， 其 余 顶 点 13、52、41、35、24 依次 是 
另 一 个 环 的 也 此 外 ，13 同 45 邻接 ，52 同 34 邻接 ， 以 此 类 推 ， 正 如 上 面 左 侧 图 所 示 . 

即使 没有 指定 项 点 上 标记 ， 我 们 也 沿用 Petersen 图 这 个 名 字 . KRE, RH Petersen M” 
命名 一 个 同 构 类 . 为 了 证 明 上 面 的 三 个 图 是 两 两 同 构 的 ， 只 需 用 [5] 的 2- 元 素 子 集 命名 各 个 顶点 使 
得 每 一 个 例子 里 邻接 关系 都 是 指 两 个 互 不 相交 的 子 集 ( 习 题 24). m" 

1.1.38 命题 ”在 Petersen 图 中 ， 如 果 两 个 顶点 不 是 邻接 的 ， 则 它们 恰好 有 一 个 公共 的 相 邻 顶 点 

证 明 互 不 邻接 的 两 个 项 点 是 具有 一 个 公共 元 素 的 两 个 2- 元 子 集 ; 它们 的 并 集 S 的 大 小 是 3. 
与 这 两 个 顶点 都 相 邻 的 顶点 是 与 这 两 个 2- 元 子 集 都 不 相交 的 一 个 2- 元 子 集 . 由 于 这 两 个 2- 元 子 集 
都 是 从 (1，2，3，4，5} 中 选 出 来 的 ， 故 只 有 一 个 2- 元 子 集 与 S 不 相交 - a 

1.1.39 EM 含 环 的 图 的 围 长 是 该 图 中 最 短 环 的 长 度 . 无 环 图 的 围 长 为 无 穷 大 . 

1.1.40 Hti Petersen IB M KX 5. 

证 明 Petersen 图 是 简单 图 ， 所 以 它 没 有 1- 环 或 2- 环 . 一 个 3- 环 需要 3 个 互 不 相交 的 2- 元 子 集 ， 
这 在 5 个 元 素 中 是 不 可 能 的 . 如 果 没 有 3- 环 ， 一 个 4- 环 将 需要 具有 两 个 公共 相 邻 顶点 的 非 邻接 
这 在 命题 1. 1. 38 中 是 不 允许 的 . 最 后 ， 顶 点 12、34、51、23、45 产生 了 一 个 5 - 环 ， 故 围 长 是 5， NI 

Petersen 图 是 高 度 对 称 的 . {1，2，3，4，5} 的 每 个 排列 产生 2- 元 子 集 的 一 个 排列 并 保持 这 些 
2- 元 子 集 间 的 互 不 相交 的 关系 . 这 样 至 少 有 5! 一 120 个 从 Petersen 图 到 其 自身 的 同 构 . 习题 43 断 
言 这 样 的 映射 仅 有 这 些 . 

"1.1.41 定义 ”图 G 的 一 个 自 同 构 是 一 个 从 G 到 G 的 同 构 .如 果 对 任意 一 对 顶点 4，vEV(G) 
都 存在 的 一 个 自 同 构 将 u 映射 到 v. 图 G 是 顶点 传递 的 . 

人 @ 的 自 同 构 是 V(G) 的 一 些 排列 ， 这些 排 列 可 以 应 用 到 A(G) 中 的 行 和 列 上 而 无 需 改 变 ACG). 

+1142 例 ( 自 同 构 ) 令 G 是 顶点 集 为 (1，2，3，4}、 边 集 为 {12，23，34} 的 路 径 .该 图 有 两 
个 自 同 构 :人 恒 等 排列 以 及 将 1 与 4 对 换 、2 与 3 对 换 的 排列 . 顶点 1 与 2 的 对 换 不 是 G 的 一 个 自 同 
H, 尽管 G 同 构 于 顶点 集 {1，2，3，4)、 边 集 为 {(21，13，34} 的 图 . 

在 K,.. 中 ， 排 列 一 个 部 集 的 顶点 并 不 改变 邻接 矩阵 ; 这 就 产生 了 r! st 个 自 同 构 4 r=s h}, 


我 们 也 可 以 交换 部 集 ; KA 200? 个 自 同 构 . 
二 部 团 K,., 是 顶点 传递 的 当 且 仅 当 r 二 s. 如 果 n>2， WAP. 不 是 顶点 传递 的 ， 但 每 一 个 环 都 
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是 顶点 传递 的 . Petersen 图 是 顶点 传递 的 . a 
通过 证 明 一 个 顶点 处 的 情况 ,我 们 可 以 在 顶点 传递 图 中 证 明 一 个 关于 顶点 的 命题 成 立 . 顶点 传 
递 性 保证 图 从 每 一 个 顶点 “看 起 来 都 是 相同 的 ” 

习题 


l 


1. 


对 问题 的 解答 一 般 要 求 写 出 清楚 的 说 明 . 习题 符号 的 意义 如 下 : 

“( 一 )" 一 简单 或 短 . 

“(+)” = ERK - 

"CO" = 4B 8 A MARRA HE . 

“(*)" 二 涉及 书 中 选 学 部 分 的 概念 . 

各 个 习题 皆 以 比较 容易 的 问题 开始 ， 以 检验 对 课文 的 理解 ， 这 些 习 题 以 一 行 黑 点 结束 ， 其 余 习 
题 基本 上 按照 书 中 的 题材 的 次 序 安排 . 

1.1.1 


2 


o 0 xw 


.9 


S 


M 


.13 


(一 ) 确 定 哪 些 完全 二 部 图 是 完全 图 . 

(一 ) 为 3- 顶 点 路 径 写 出 所 有 可 能 的 邻接 矩阵 和 关联 和 矩阵. 同时 写 出 6- 顶点 路 径 和 6- 环 的 一 
个 邻接 矩阵 . 

(一 ) 用 所 有 元 素 都 相等 的 矩形 块 写 出 Kw," 的 邻接 矩阵 . 

(一 ) 根 据 同 构 的 定义 , 证明: GSH 4AM GSH. 

(一 ) 证 明 或 否定 ， 如果 简单 图 G 中 的 每 个 点 的 度 都 是 2， 则 G 是 一 个 环 ， 

(一 ) 确 定 下 面 的 图 是 否 可 以 分 解 成 Pt 的 若干 拷贝 ， 


bx] 


(一 ) 证 明 : 奇数 度 顶 点 多 于 6 个 的 图 不 能 分 解 成 3 条 路 径 . 
(一 ) 证 明 : 下 图 中 左 侧 的 8- 顶点 图 可 以 分 解 成 K1,3 的 拷贝 ,也 可 以 分 解 成 Pa 的 拷贝 


N 
y 
VAN 
(一 ) 证 明 : 上 图 中 右 侧 的 图 同 构 于 左 侧 图 的 补 图 . 
(一 ) 证 明 或 否定 :一 个 简单 非 连通 图 的 补 图 一 定 是 连通 的 . 


在 下 图 中 ， 确 定 团 大 小 的 最 大 值 和 独立 集 大 小 的 最 大 值 . 


Md 


确定 Petersen 图 是 否 是 二 部 图 ， 并 确定 其 最 大 独立 集 的 大 小 . 
令 G 表 示 一 个 图 ， 其 顶点 集 是 坐标 取 自 {0，1} 的 大 元 组 的 集合 ， 同 时 当 工 和 2? 恰好 有 一 个 
坐标 不 同时 zx 与 》 邻接 . 确定 G 是 否 是 二 部 图 . 
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CDER: 从 一 个 8X8 的 棋盘 中 去 掉 对 角 的 方 格 得 到 一 个 子 棋 盘 ， 它 不 能 被 分 解 成 1X2 
和 2X1 的 矩形 . 用 同样 的 论述 ， 对 所 有 的 二 部 图 给 出 一 个 一 般 的 结论 
考虑 下 面 4 类 图 : A 一 {路 径 }，B 一 { 环 } ，C={ 完 全 图 } ，D={ 二 部 图 }. 对 其 中 的 任意 两 
类 图 ， 确 定 所 有 属于 这 两 类 图 的 同 构 类 . 

确定 下 面 的 图 是 否 同 构 . 


jm D 


确定 任意 顶点 的 度 均 为 4 的 7- 顶 点 图 的 同 构 类 的 数目 . 


确定 下 面 哪 几 对 图 是 同 构 的 . 
d, a n 6, a 
} n 
8 d » 
| 3€ Ox 
Hi Y 
a -y t w € 6 
确定 下 面 哪 儿 对 图 是 同 构 的 . 


Sb fy G 


确定 下 面 哪 几 对 图 是 同 构 的 . 


ded 


确定 下 面 的 图 是 否 是 二 部 图 ， 它 们 是 否 同 构 ( 左 侧 的 图 就 是 Wilson -Watkins[ 1990]3X 4 B 
的 封面 上 的 那个 图 ). 


(1 确定 下 面 哪 几 对 图 是 同 构 的 ， 通 过 测试 最 小 数目 的 图 对 来 证 明 . 
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1.1.23 在 下 面 的 每 个 类 中 ， 找 到 最 小 的 ”使 得 对 这 个 ” 值 存在 不 同 构 的 两 个 n- 顶 点 图 ， 且 这 两 个 
图 具有 相同 的 顶点 度 的 序列 . 
(a) 所 有 图 WERA (c) 简 单 图 
GER: 每 一 个 类 都 包含 下 一 个 类 ， 答 案 组 成 了 一 个 非 递减 的 三 元 组 . XX TOS 用 
例 1. 1. 31 中 的 同 构 类 列表 . ) 

1.1.24 CGEM]: 下 面 的 图 是 Petersen 图 (定义 1.1.36) 的 多 种 画 法 . (提示 : 用 不 相交 的 邻接 性 的 
定义 .) 

1.1.25 (D iEBI; Petersen 图 不 含 长 度 为 7 的 环 . 

1.1.26 (1) 邻 G 是 围 长 为 4 的 一 个 图 图 中 每 个 顶点 的 度 是 证 明 : G 至 少 有 2k 个 顶点 ,确定 所 
有 恰好 有 Zk 个 顶点 的 这 样 的 图 . 

1.1.27 (1) 令 G 是 围 长 为 5 的 一 个 图 . HEA: 如 果 G 中 的 任意 顶点 的 度 至 少 是 k， 则 G 至 少 有 
?十 1 个 顶点 .对 于 k= 二 2 和 二 3， 找 出 一 个 正好 有 +1 个 顶点 的 这 样 的 图 . 

1.1.28 CHOE Or. 图 Os 中 的 顶点 是 (1，2，…，24 十 1} 的 所 有 人 元 子 集 . 两 个 顶点 是 邻接 的 当 
且 仅 当 它们 是 不 相交 集 . TUR. Oo 就 是 Petersen 图 . 证 明 ， 如 果 42-3. Op HMK 6. 

1.1.29. WEH: 任意 6 个 人 中 都 (至 少 ) 有 3 个 人 相互 认识 或 相互 不 认识 . 

1.1.30 令 G 是 邻接 矩阵 为 A、 关 联 矩 阵 为 M 的 一 个 简单 图 . 证 明 : vi 的 度 是 A? 和 MM" 中 对 角 
线 上 的 第 了 个 元 素 . A? 和 MMT 中 (Gi, 疙 位 置 上 的 元 素 说 明了 G 的 哪些 性 质 ? 

1.1.31 (DER: 存在 及 个 顶点 的 自 补 图 当 且 仅 当 或 n 一 1 可 以 被 4 整除 (提示 : 当 可 以 被 
4 整除 时 ， 通 过 把 顶点 分 为 4 组 来 推广 P 的 结构 . 对 于 n=l mod 4， 在 为 n 一 1 建立 的 图 
上 添加 一 个 顶点 . ) 

1.1.32 确定 哪些 二 部 财 可 以 分 成 两 个 同 构 子 图 . 

1.1.33 对 于 n=5,， n=7 M n—9, H Ky DNC, 的 若干 拷贝 . 

1.1.34 (DH Petersen 图 分 解 为 三 个 连通 子 图 且 要 求 这 些 子 图 两 两 同 构 ， 同 时， 把 Petersen 4 
解 为 Pi 的 拷贝 . 

1.1.35 (DEB. K, 可 以 分 解 成 3 个 两 两 同 构 的 子 图 当 且 仅 当 ”十 1 不 能 被 3 整除 (提示 : EO T 
以 被 3 整除 时 ， 将 顶点 划分 成 3 个 大 小 相等 的 集合 ). 

1.1.36 证明: UR K, 可 以 分 解 成 三 角形 ， 则 n 一 1 或 n 一 3 可 以 被 6 整除 . 

1.1.37 令 G 是 等 个 顶点 度 均 是 3 的 一 个 图 . ER. G 不 能 分 解 成 一 些 至 少 含 5 个 点 的 路 径 . 

1.1.38 (1) 令 G 是 每 个 顶点 度 均 是 3 的 图 . EH: G 可 以 分 解 成 爪 形 当 且 仅 当 G 是 二 部 图 ， 

1.1.39 十) 在 例 1.1. 35 的 图 中 ， 确 定 哪些 图 可 以 用 来 组 成 Ks 的 一 个 分 解 ， 将 Ks 分 解 为 两 两 同 
构 的 子 图 (提示 : 每 一 个 具有 可 分 解 性 的 图 都 可 以 ). 

1.1.40 COPIE Pas C, ALK, 的 自 同 构 数 . 

1.1.41 Cx ) 构 造 一 个 含 6 个 点 的 简单 图 使 它 只 有 一 个 自 同 构 . 构造 一 个 简单 图 使 其 正好 有 三 个 自 


同 构 (提示 : 考虑 用 附加 边防 止 其 翻转 的 三 角形 旋转 ). 


基本 概念 13 


.1.42 (x*) 验 证 G 的 自 同 构 具有 如 下 性 质 : 
a) 两 个 自 同 构 的 复合 是 一 个 自 同 构 . 
b) 恒 等 排列 是 一 个 自 同 构 . 
ec) 自 同 构 的 逆 还 是 自 同 构 . 
中 ) 自 同 构 的 复合 满足 结合 
QE. 这 样 ， 自 同 构 集 满足 对 于 群 所 定义 的 性 质 . ) 

1.1.43  ( x )Petersen 图 的 自 同 构 . 考虑 用 {1，2，3，4，5} 中 互 不 相交 的 2- 元 素 集 定义 的 Petersen 
图 . 证 明 : 任意 自 同 构 将 顶点 为 12，34，51，23，45 的 5 - 环 映射 到 顶点 为 ab，cd，ea， 
bey deli 5-98, JHEP a. b, co d, e &(1, 2, 3, 4, 5) f XE HESU QI; 这 意味 着 只 有 
120 个 自 同 构 ). 

1.1.44 Cx )Petersen 图 具有 不 局 限于 顶点 传递 性 的 对 称 性 . 令 Po (uos u, u, ww} 和 Q={w， 
vis vz, vi) Petersen 图 中 含 三 条 边 的 路 径 . VEI: 恰好 存在 Petersen 图 的 一 个 自 同 构 
将 ui 映射 到 v;，i 二 0，1，2，3( 提 示 : 利用 互 不 相交 性 来 描述 问题 ). 

1.1.45 十) 构造 一 个 含 12 个 顶点 的 图 使 其 任意 项 点 的 度 是 3 且 唯 一 的 自 同 构 是 恒 等 映 射 . 

1.1.46 COH ibd. 图 G 是 边 传递 性 的 ， 如 果 对 任意 e，/EE(G) 存 在 一 个 G 的 自 同 构 将 e 的 
端点 映射 到 三 的 端点 . 证 明 : 习题 1. 1. 21 中 的 图 是 顶点 传递 的 和 边 传递 的 .( 注 : 完全 图 、 
二 部 团 和 Petersen 图 是 边 传递 的 . ) 

1.1.47 Cm ) 边 传递 与 顶点 传递 . 

a) 将 K,(n 三 4) 中 的 任意 边 用 一 条 含 两 条 边 并 且 通 过 一 个 新 的 度 为 2 的 顶点 的 路 径 来 苦 换 ， 

得 到 图 G. 证 明 : G 是 边 传递 的 但 不 是 顶点 传递 的 ， 
bb 假设 G 是 边 传 递 的 但 不 是 顶点 传递 的 且 没 有 度 为 0 I SEMI IE 
c) 证 明 : 习题 1. 1.6 中 的 图 是 顶点 传递 的 但 不 是 边 传 递 的 . 


1.2 路 径 、 环 和 迹 

在 这 一 节 里 我 们 要 青 次 讨论 哥 尼斯 保 桥 问题 ， 确 定 怎样 才能 遍历 图 中 所 有 的 桥 . 我 们 同时 也 要 
研究 连通 性 、 路 径 和 环 的 一 些 有 用 的 性 质 . 

在 此 之 前 ， 我 们 要 复习 一 个 重要 的 证 明 方法 . 图 论 中 许多 结论 可 以 用 归纳 原理 来 证 明 . 不 熟悉 
归纳 法 的 读者 应 该 阅读 附录 A 中 的 有 关 材 料 . 这 里 ， 我 们 要 描述 一 下 常用 的 归纳 法 形式 并 使 读者 熟 
悉 一 个 证 明 的 模式 . 

1.2.1 定理 ( 强 归 纳 法 原理 ) 令 P(n) 是 一 个 以 整数 n 为 参数 的 命题 .如果 它 满足 如 下 两 个 条 
件 ， 则 PC(n) 对 于 任意 整数 n 均 成 立 . 

DPC) X3. 

2) 对 于 任意 >l, “PORMA 1 en KB POD) RE”. 

证 明 ”我 们 默认 正 整数 的 良 序 性 :任意 非 空 正 整数 集 都 有 最 小 元 素 . 在 此 基础 上 ， 假设 Pond 
对 于 某 个 不成立 . 根据 良 序 性 可 知 ， 有 一 个 最 小 的 ”使 得 POOR HE 条 件 (1) 保 证 了 这 个 数 不 
能 是 1. 条 件 (2) 保 证 这 个 值 不 能 大 于 1. 这 个 矛盾 推出 PCz) 对 于 每 个 正 整数 ”都 成 立 - a 

为 了 应 用 归纳 法 ， 我 们 对 待 证 结论 验证 (1) 和 (2) 是 否 成 立 验证 (1) 这 一 步骤 称 为 证 明 的 基本 
SMR: 验证 (2) 这 一 步 又 称 为 归纳 步骤 . 命题 *P(&) 对 所 有 k<n 成 立 " 称 为 归纳 假设 ， 内 为 它 是 在 归 


[18] 
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纳 步 骤 中 证 明 结论 所 需 的 假设 . 用 来 指示 命题 序列 的 变量 称 为 归纳 参数 

归纳 参数 可 以 是 问题 的 任意 实例 的 整数 函数 ， 例 如 图 中 项 乓 数 或 边 数 . 当归 纳 参 数 是 ”时 我 们 
说 “对 nn 作 归纳 得 ……”. 

有 很 多 方式 来 陈述 归纳 证 明 . 我 们 可 以 从 0 开始 来 证 明 - 一 个 有 关 非 负 整数 的 命题 .当归 纳 步 又 
中 对 P(n) 的 证 明 仅仅 用 到 归纳 假设 中 的 P(n 一 1) 时 ， 这 种 归纳 过 程 称 为 “普通 ”归纳 法 ; 当 用 到 所 
有 前 面 的 命题 时 ， 该 归纳 过 程 称 为 " 强 "归纳 法 . 对 强 归纳 和 普通 归纳 法 ， 我 们 几乎 不 加 以 区 分 ， 因 
为 它们 等 价 (参见 附录 AD. 

多 数学 生 初 学 普通 归纳 法 时 采用 如 下 陈述 方式 ，1) 验 证 当 »— 185, PORY, 2) 证 明 当 P) 
E n BERGE. W POD E mk) 时 也 成 立 . HEE, RL 时 由 P(A 证 得 P(k 十 1) 的 过 程 等 价 于 
在 n>1 时 由 P(n 一 1) 证 得 P(m) 的 过 程 . 

当 我 们 在 归纳 步 又 中 致力 于 证 明 关 于 归纳 参数 n 的 结论 时 ， 无 需 确定 是 用 强 归纳 还 是 普通 归 
纳 . 这 样 ， 书 写 起 来 会 更 简单 ， 因 为 我 们 可 以 避免 为 变量 引入 一 个 新 名 字 . 在 1. 3 节 中 我 们 会 解释 
这 种 方法 也 容易 出 错 的 原因 . 

图 的 连通 性 

正如 在 定义 1.1. 15 中 定义 的 那样 ， 路 径 和 环 都 是 图 ; 图 G 中 的 一 条 路 径 是 符合 路 径 定义 的 子 
图 ( 环 有 类 似 的 结论 ). 我 们 将 再 介绍 一 些 定义 来 对 图 中 其 他 的 动作 建立 模型 ， 一 位 徘徊 于 某 城市 的 
旅行 者 (或 哥 尼斯 保 行人 ) 可 以 重复 经 过 某 些 顶 点 但 要 求 避免 边 的 重复 . 一 名 邮差 要 给 街道 两 旁 的 房 
子 送信 ， 央 此 每 条 边 要 遍历 两 次 . 

1.2.2 定义 ”通道 是 由 顶点 和 边 构 成 的 一 个 序列 w, es v, mer ws RATIS, 
ej 的 端点 为 i- 1 和 vi, 迹 是 无 重复 边 的 一 条 通道 .一 条 u，v- 通 道 或 u，vv 迹 的 第 一 个 顶点 是 u， 最 
后 一 个 顶点 是 ui 它们 称 为 通道 或 迹 的 端点 . 一 条 zt，z- 路 径 是 一 条 路 径 ， 其 中 六 和 了 的 度 为 1( 是 
该 路 径 的 端点 ) ， 其 他 顶点 是 内 顶点 . 

通道 、 迹 、 路 径 或 环 的 长 度 是 指 其 中 的 边 的 数目 . 如 果 通 道 或 迹 的 端点 相同 ， 则 称 它 是 闭 
合 的 

1.2.3 例 在 哥 尼 斯 保 图 中 ( 例 1.1.1) FEE are ees We ess ys ess m. Cry w e, THE 
长 度 为 5 的 闭合 通道 ， 其 中 边 ez 是 重复 的 ， 故 它 不 是 一 条 迹 .去 掉 最 后 一 条 边 和 最 后 一 个 顶点 得 
到 一 条 长 度 为 4 的 迹 ; 它 有 重复 顶点 但 没有 重复 边 . CAM. es, e 和 顶点 +，w，y 的 子 图 是 一 
个 长 度 为 3 的 环 ， 去 掉 其 中 的 一 条 边 得 到 一 条 路 径 . 具有 相同 端点 的 两 条 边 (例如 el 和 ez ) 形 成 了 
一 个 长 度 为 2 的 环 . 圈 是 一 个 长 度 为 1 的 环 . a 

在 通道 中 列 出 所 有 边 是 为 了 区 分 非 简单 图 中 的 重 边 . 在 简单 图 中 ， 通 道 (或 迹 ) 完 全 由 其 有 序 的 
顶点 序列 来 确定 . 在 简单 图 中 ， 我 们 通常 仅 依次 列 出 其 中 的 顶点 来 命名 路 径 、 环 、 迹 或 通道 ， 尽 管 
它 既 包含 顶点 也 包含 边 . 当 讨论 环 时 ， 我 们 可 以 从 任意 一 个 顶点 开始 而 不 用 在 最 后 重复 第 一 个 顶 
点 ， 并 用 括号 来 表明 这 是 一 个 环 而 不 是 路 径 . 

1.2.4 例 下 面 说 明 如 何在 简单 图 中 使 用 简化 后 的 符号 . 在 下 面 的 图 中 , a, m. as m. us ys 
c, d, y, v, x. by a 确定 了 一 个 长 度 为 12 的 闭合 通道 . 省 略 前 两 步 得 到 一 个 闭合 的 迹 . 

该 图 有 5 个 环 : (as b, m). Cc. ys d), Gus rH y), (£, ys V), (us Z, Vs Ye ty vu, 
ys cs d, ys z, VER U, URE us y, z, UMM, ARMS us vu, y, vu PD. 


RAKES m 


a u c 
| i 4 
b v d a 


EAEAP, BL — RRA 到达 v， 再 沿 一 条 路 径 从 v Bik w, BEES RALIS — EE 
u，w- 路 径 ， 因 为 该 w， wv» 路 径 和 vw，w- 路 径 可 能 有 公共 的 内 顶点 . 但 是 ， 我 们 经 历 过 的 顶点 和 边 的 
序列 却 一 定 是 一 条 w，w- 通 道 . 下 图 中 ，u，w- 通 道 包含 了 一 条 uw，w- 路 径 . 一 条 通道 W 包含 一 条 
路 径 P 是 指 ，P 的 顶点 和 边 是 作为 W 的 顶点 和 边 的 子 序列 而 出 现 的 ， 并 且 与 已 具 有 相同 的 顺序 ， 
但 在 W 中 不 必 是 连续 的 . 


1.2.5 引 理 ku, vitt- ku, vi. 

证 明 RÜ u v W 的 长 度 ! 作 归 纳 来 证 明 这 个 定理 . 

基本 步骤 : 1—0. 没有 边 ，W 只 包含 一 个 单独 的 点 (u=v). 它 是 一 条 长 度 为 0 的 wu， 路 径 ， 

归纳 步骤 ， /三 1. 假设 引 理 对 长 度 小 于 的 通道 均 成 立 . 如 果 W 没有 重复 顶点 ， 则 其 顶点 和 边 
就 是 一 条 wx，z- 路 径 . 如 果 W 有 一 个 重复 顶点 w， 则 去 掉 出 现在 ww 之 间 的 所 有 顶点 和 边 ( 只 剩 一 个 
w) 就 得 到 一 条 较 短 的 含 于 W Piju, vikið W. dd BUE. WE Rus v 路径 P， 这 条 路 径 
P 呈 也 含 于 W 中 . 


习题 13b 给 出 了 一 个 更 短 的 证 明 . 讨论 连通 的 性 质 时 ， 我 们 将 用 到 这 个 引 理 . 

1.2.6 定 义 图 G 是 连通 的 ， 如 果 对 任意 zx，uEV(G) 都 存在 一 条 u, vE, f G 是非 
连通 的 ). 如 果 G 中 存在 uw， 路 径 ， 则 称 u 连通 到 v.V(G) 的 连通 关系 包含 所 有 有 序 对 (u，v)， 其 
中 以 是 连通 到 vv 的. 

“连通 的 "仅仅 用 来 形容 图 以 及 图 中 的 顶点 对 (若是 一 个 顶点 ,我们 不 会 说 "vw 是 不 连通 的 ”). 
证 明 过 程 中 ，“u 是 连通 到 v 的 ”这 种 说 法 非常 有 用 ， 但 在 使 用 它 时 必须 区 分 连通 和 邻接 . 


CH Feu, VE | we ECG) 

x 和 v 是 连通 的 uw 和 vw 是 邻接 的 

wu 连通 到 v uw 是 连接 到 v 的 
u EBET 的 


1.2.7 注 记 由 引 理 1. 2.5， 可 以 通过 说 明 从 任意 项 点 都 有 一 条 到 某 特定 顶点 的 通道 来 证 明 图 


是 连通 的 . 
由 引 理 1.2.5 可 知 ， 连 通关 系 是 传递 的 : 如 果 G 有 一 条 u，v- 路 径 和 一 条 v，w- 路 径 ， 则 G 必 
有 一 条 uw，w- 路 径 . 它 也 是 自 反 的 (长 度 为 0 的 路 径 ) 和 对 称 的 (路 径 是 可 北 的 ). 因此 连通 关系 是 等 
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下 一 个 定义 描述 了 连通 关系 的 等 价 类 . G 的 极 大 连通 子 图 是 G 的 一 个 连通 子 图 ， 且 该 子 图 不 包 
AF G 的 其 他 任何 一 个 连通 子 图 内 . 

1.2.8 定义 ”图 G 的 连通 分 量 是 其 最 大 的 连通 子 图 . 如 果 一 个 连通 分 量 (或 图 ) 没 有 边 ， 那 么 它 
是 平凡 的 ; 否则 它 就 是 非 平凡 的 . MLAHA Ot 

V(G) 上 的 连通 关系 的 等 价 类 是 G 中 连通 分 量 的 顶点 集 构成 的 集 族 . 孤立 点 是 一 个 平凡 连通 分 
量 ， 它 仅 包含 一 个 顶点 而 不 包含 边 . 

1.2.9 例 下 面 的 图 有 四 个 连通 分 量 ， 其 中 一 个 是 孤立 点 . 连通 分 量 的 顶点 集 分 别 是 {p}，{g,r)}， 
{ss ty uy vs WHA, y, zh. 它们 也 就 是 连通 关系 的 等 价 类 . 

ros u vow yg? 
ST : 

1.2.10 注 记 连通 分 量 之 间 两 两 互 不 相交 . 任意 两 个 连通 分 量 均 没有 共同 项 点 . 在 位 于 不 同 连 
通 分 基 内 的 顶点 之 间 加 一 条 边 将 使 得 这 两 个 连通 分 支 合 并 成 一 个 . 于 是 ， 增 加 一 条 边 将 使 得 连通 分 
址 的 数目 减少 0 或 1， 删除 一 条 边 将 使 得 连通 分 量 的 数目 增加 0 或 1. = 

1.2.11 命题 en Wok 条 边 的 图 至 少 有 7 一 人 个 连通 分 量 

证 明 含 ， 个 顶点 而 没有 边 的 图 恰好 有 ) 个 连通 分 支 . 由 注 记 1. 2. 10 可 知 ， 每 添加 一 条 边 将 
使 得 连通 分 量 的 数目 最 多 减少 1， 所 以 添加 4 条 边 后 ， 连 通 分 量 的 数目 至 少 是 ”一 人 a 

删除 顶点 或 边 会 增加 连通 分 量 的 数目 . 虽然 删除 一 条 边 ( 最 多 译 者 注 ) 只 能 将 连通 分 址 的 数 
目 增加 1， 但 删除 一 个 顶点 却 可 以 使 连通 分 量 的 数目 增加 很 多 (考虑 二 部 团 Kin). 如 果 想 通过 删除 
一 个 点 来 获得 图 的 一 个 子 图 ， 必 须 确保 所 得 结果 是 一 个 图 ， 因 为 删除 顶点 的 同时 也 删除 了 所 有 与 之 
关联 的 边 , 

1.2.12 定 义 图 的 割 边 或 齐 点 是 一 条 边 或 一 个 顶点 且 删 除 它 会 增加 连通 分 支 的 数目 . 我们 用 
G—e 和 G 一 M 来 分 别 表示 从 G 中 删除 一 条 边 e 和 删除 一 个 边 集 M 所 得 到 的 子 图 ， 用 G 一 v 和 (一 S 
分 别 表 示 从 G 中 删除 一 个 顶点 也 和 删除 一 个 顶点 集 S 所 得 到 的 子 图 . 诱导 子 图 是 从 图 中 删除 一 个 顶 
点 的 集合 后 得 到 的 一 个 子 图 . 我 们 用 (汇丰 来 表示 G- T. X T-V() 一 T， 这 就 是 由 全 诱导 的 G 的 
TH. 

如 果 TGEV(G)， 诱导 子 图 GCT 包含 了 及 端点 位 于 工 中 的 所 有 边 . 完全 图 是 其 自身 的 一 个 诱导 
子 图 ， 这 个 诱导 子 图 是 许多 单独 的 顶点 . 顶点 集 S 是 一 个 独立 集 当 且 仅 当 由 它 诱导 的 子 图 没有 边 . 

1.2.13 例 例 1.2.9 中 的 图 有 割 点 v 和 y. CHAHE qr, vw, zy 和 yz( 删 除 边 时 其 端点 仍然 
保留). 

该 图 含有 C 和 Ps 这 两 个 子 图 ， 但 它们 不 是 诱导 子 图 . 由 {s，t，u，v} 诱 导 的 子 图 是 一 个 风 第 
图 . 含有 这 些 顶 点 的 4- 顶 点 路 径 不 是 诱导 子 图 . P, 是 一 个 诱导 子 图 . 它 是 由 {s，/，v，w} 诱 导 的 子 
图 (也 可 以 由 {s，u，v，w} 诱 导 得 到 ). a 

下 面 我 们 用 环 的 形式 来 刻画 割 边 . 

1.2.14 定理 ”一 条 边 是 害 边 当 且 仅 当 它 不 属于 任何 一 个 环 . 

证 明 令 。 是 图 G 中 的 一 条 边 (其 端点 为 zx，?)， 万 是 包含 e 的 连通 分 量 . 因为 删除 “ 不 影响 其 
他 连通 分 量 ， 故 只 需 证 明 : H 一 e 是 连通 的 当 且 仅 当 。 含 于 某 个 环 中 

dk. BUR H 一 。 是 连通 的 . 这 意味 着 H 一 e。 有 一 条 zx，y 路 径 ， 这 条 路 径 加 上 就 构成 一 个 环 . 
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RE, 假设。 位 于 某 个 环 C 中 . 取 uw，vEV(H). 由 于 日 是 连通 的 ，H 有 一 条 u， vik P. 如 
果 呈 不 包含 e， 则 了 存在 于 HH 一 e 中 . 如 果 己 包含 ec， 由 对 称 性 ， 不 妨 假设 了 在 已 上 位 于 vx 和 y 之 
fal. 由 于 及 ~e。 有 一 条 沿 P 行进 的 xu， zx- 路 径 、 一 条 沿 C 行进 的 z，y- 路 径 以 及 一 条 沿 P 行进 的 y， 
人 路 径 ， 由 连通 关系 的 传递 性 可 知 H 一 。 有 一 条 xz， 六 路 径 . 我 们 上 述 的 论证 对 所 有 u, vE VOD S 


Ji. M He Red. 


二 部 图 

我 们 的 下 一 个 日 标 是 用 环 来 刻画 二 部 图 的 特点 . 刻画 的 结果 就 是 像 定理 1.2. 14 那样 的 等 价 命 
题 ， 当 两 个 条 件 等 价 时 ， 验 证 其 中 一 个 条 件 的 同时 也 验证 了 另 一 个 . 

用 条 件 尸 来 刻画 类 G 的 特征 也 就 是 要 证 明 “GE G 当 且 仅 当 G WE P". 换言之 ， 对 于 类 G 成 员 
的 成 员 资 格 ，P 是 充分 必要 条 件 . 


必要 性 充分 性 
GEG 仅 当 G WEP GEG 如 果 G MRP 
GEGSG WEP GME P>GEG 


前 面 讲 过 ， 圈 就 是 长 度 为 1 的 环 ; 有 相同 端点 的 两 条 不 同 的 边 形成 一 个 长 度 为 2 的 环 . 一 条 通 
道 是 奇 的 还 是 偶 的 取决 于 其 长 度 是 奇数 还 是 偶数 . 由 引 理 1. 2. 5 可 知 ， 当 环 C 的 顶点 和 边 作为 闭合 
通道 W 的 子 序列 出 现时 ， 则 闭合 通道 W 包含 环 C， 其 中 C 的 顺序 是 循环 的 ， 但 不 一 定 是 连续 的 ， 
我 们 可 以 认为 闭合 通道 或 环 开始 于 它 的 任意 一 个 顶点 . 下面 的 这 个 引 理 需要 这 个 观点 . 

1.2.15 引 理 任何 闭合 的 奇 通道 包含 一 个 奇 环 . 

证 明 我 们 对 闭合 奇 通道 W WKE EHR. 

基本 步骤 : /二 1. 长 度 为 1 的 闭合 通道 就 是 一 个 长 度 为 1 的 环 . 

归纳 步骤 : (> 1. 假设 引 理 对 较 W 短 的 闭合 奇 通道 成 立 . 如 果 W 没有 重复 顶点 (除了 第 一 个 顶 
点 = 最 后 一 个 项 点)， 则 W 本 身 形成 了 一 个 长 度 为 奇数 的 环 . 如 果 顶 点 v 在 W 中 重复 出 现 ， 则 我 们 将 
W 看 成 是 起 始 于 v 的 并 将 W 分 裂 成 两 个 vw，r 通 道 . 由 于 W 的 长 度 是 奇数 ， 其 中 的 一 个 vv 通道 的 
长 度 是 奇数 ， 另 一 个 是 偶数 . 长 度 为 奇数 的 v. volle W 短 . 由 归纳 假设 ， 它 包含 一 个 奇 环 ， 这 个 
环 的 顶点 和 边 依次 出 现 于 双 中 


a 


1.2.16 iig 闭合 偶 通道 不 一 定 包含 环 ， 因 为 它 可 以 是 顶点 和 边 的 简单 重复 尽管 如 此 ， 如 
果 有 一 条 边 。 在 闭合 通道 W 中 恰好 出 现 一 次 ， 则 W 必 包 含 一 个 通过 。 的 环 . 设 +，y 是 。 的 端点 
KW 中 删除 e 得 到 一 个 不 经 过 e Mr, BIB. 由 引 理 1. 2. 5 可 知 ， 这 个 通道 包含 一 条 ns y FEES 
这 条 路 径 加 上 。 就 是 一 个 包含 e 的 环 (参见 习题 15. 160. LJ 

388 1. 2. 15 有 助 于 我 们 对 二 部 图 特征 的 刻画 . 

1.2.17 定义 图 G 的 二 部 剂 分 是 指 该 图 的 两 个 互 不 相交 的 和 独立 集 ， 且 这 两 个 独立 集 的 并 集 是 
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V(G).“G 是 二 部 冲 分 为 六，Y 的 二 部 图 "这 个 说 法 明确 地 指出 了 这 样 的 一 个 剖 分 .一 个 X，Y- 二 部 
图 是 二 部 剖 分 X 和 了 的 二 部 图 . 

构成 二 部 剖 分 的 两 个 集合 就 是 部 集 ( 定 义 1. 1. 10). 非 连 通 的 二 部 图 有 多 个 二 部 剖 分 . 连通 二 部 
图 只 有 一 个 二 部 剖 分 ， 除 非 将 交换 次 序 后 的 这 两 个 集合 看 成 另 一 个 剖 分 (习题 7). 

1.2. 18 定理 (Konig[1936]) 一 个 图 是 二 部 图 当 且 仅 当 它 不 包含 奇 环 。 

ER 必要 性 . 设 G 是 一 个 二 部 图 . 每 条 通道 往返 于 一 个 二 部 剖 分 形成 两 个 集合 ， 故 任意 一 次 
回 到 出 发 的 那个 部 集 都 要 经 过 偶数 步 . 因此 ，G 没有 奇数 环 . 

充分 性 . 设 G 是 一 个 不 包含 奇 环 的 图 . 我 们 通过 为 每 一 个 非 平凡 分 量 建立 一 个 二 部 剖 分 来 证 明 
G 是 二 部 图 . $ u BEERA H WAA. 对 于 任意 vEV(H)， 让 f(v) 表 示 u，v- 路 径 的 最 短 长 
E. 由 于 日 是 连通 的 ，f(v) 对 于 任意 vEV(H) 均 有 定义 . 

设 X={ vEV(H): (VEM), Y={ vEV(H)，f(vw) 是 奇数 }. 如 果 有 一 条 边 v 位 于 X 或 
Y 中 ， 则 最 短 的 一 条 u,v BEES. vo 以 及 最 短 的 xu，v -路 径 的 逆 就 构成 了 一 个 闭合 的 奇 通道 ,由 引 
理 1.2.15 可 知 ， 这 条 通道 必 包 含 奇 环 ， 这 与 我 们 的 假设 矛盾 . 因此 ，X 和 了 是 独立 集 . 同时 XUY= 
VOD, Alt 有 H 是 一 个 X，Y- 二 分 图 . 


v 
ae m 
1.2.19 注 记 (二 部 图 的 判定 ) 定理 1.2. 18 说 明 ， 只 要 图 G 不 是 二 部 图 ， 就 可 以 在 G 中 找到 一 
AAR. 相对 于 证 明 所 有 可 能 的 二 部 剖 分 均 不 成 立 来 说 ， 这 要 容易 得 多 . 如 果 我 们 要 证 明 G 是 二 部 
图 ， 需要 定义 一 个 二 部 剖 分 并 且 证 明 两 个 集合 是 独立 的 ; 这 比 检查 所 有 环 的 奇偶 性 要 容易 . a 
下 面 ， 我 们 来 看 一 个 应 用 , 
1.2.20 定 义 HG.) G HH, AGAU UG, HARA U VG), BRA U EG) 
的 一 个 图 ， 
1.2.21 例 在 下 图 中 ， 我们 把 Ks 表示 为 两 个 4- 环 的 并 , 如果 图 G 被 表示 为 两 个 或 多 个 子 图 的 
Jt. RI G 的 一 条 边 可 能 属于 其 中 的 多 个 子 图 . 这 一 点 是 分 解 与 并 的 区 别 所 在 ， 因 为 在 分 解 中 图 的 每 
条 边 只 能 属于 一 组 子 图 中 的 一 个 子 图 . 


1.2.22 例 考虑 一 个 有 上 条 航线 的 空中 交通 系统 . 假设: 

1) 两 个 城市 间 的 直接 服务 表示 往返 的 直接 服务 ; 

2) 任 意 两 个 城市 至 少 有 一 条 航线 提供 直接 服务 . 

同时 ， 假 设 任意 航线 中 不 能 包含 由 奇数 个 城市 形成 的 环 . 那么 如 何 用 上 将 该 系统 中 的 最 大 城市 
数 表示 出 来 呢 ? 

由 定理 1. 2. 18 可 知 ， 我 们 要 找到 最 大 的 nE K, 可 以 被 表示 为 k 个 二 部 图 的 并 ， 每 个 二 部 
图 对 应 一 条 航线 . 答案 是 24. E 

1.2.23 定理 ”完全 图 K, pr AUR kb LAE ES ARS n2. 
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证 明 RUT EAM. BADR. b= 1. 因为 Ks 有 一 个 奇 环 而 Kz 没有 ， 所 以 K, 本 身 是 一 
个 二 部 图 当 且 仅 当 ” 委 2. 

归纳 步骤 : 1. 我 们 用 归纳 假设 来 证 明 等 价 关系 的 每 一 个 方向 . 首先 假设 KG U- UG, 
所 有 Gi 都 是 二 部 图 . 我 们 把 (K。 的 ) 顶 点 集 划分 为 两 个 集合 X、Y 使 得 Ge 没有 边 在 X 或 了 中 . 其 
余 k& 一 1 个 二 部 图 的 并 必然 包含 了 由 X 或 了 诱导 的 完全 子 图 . 应 用 归纳 假设 ， 可 以 得 到 
|X|sc2t-t n [Y [sc257! , 所 以 nsc2t-! 2671 = 2k, 

反 过 来 ,假设 n<2*. 我 们 将 (K， 的 ) 顶 点 集 划 分 成 子 集 X、Y 使 得 每 个 子 集 的 大 小 至 多 为 2 
由 归纳 假设 ， 可 以 分 别 用 k 一 1 个 二 部 图 来 覆盖 由 X MY 诱导 的 完全 子 图 . X 上 第 i 个 二 部 子 图 和 Y 
上 的 第 i 个 二 部 子 图 的 并 仍然 是 一 个 二 部 图 . 因此 ， 我 们 得 到 一 1 个 二 部 图 ， 它 们 的 并 包含 了 由 X 
和 YY 诱导 的 完全 子 图 . 其 余 的 边 构成 部 集 为 X，Y 的 二 部 团 ， 令 这 个 二 部 团 为 第 个 二 部 子 图 ， 就 
完成 了 并 的 构造 . a 

该 定理 的 证 明 也 可 以 不 用 归纳 法 ， 将 顶点 用 二 进 制 的 上 元 组 编码 也 可 以 完成 证 明 ( 习 题 31). 
欧 拉 回 路 

我 们 回顾 对 哥 尼 斯 堡 桥 问题 的 分 析 . 哥 尼 斯 堡 人 想 要 的 是 包含 图 中 所 有 边 的 闭合 的 迹 . 正如 我 
们 已 经 看 到 的 ， 这 种 迹 存在 的 必要 条 件 是 所 有 顶点 的 度 为 偶数 . 同时 ， 所 有 边 必 须 属于 图 的 同一 个 
分 量 . 

瑞士 数学 家 欧 拉 [1736] 断 言 这 两 个 条 件 也 是 充分 的 . 由 于 他 所 做 的 贡献 ， 这 种 图 被 命名 为 欧 拉 
P. 欧 拉 的 论文 出 现 于 1741 年 ， 但 没有 证 明 这 些 显 然 的 必要 条 件 也 是 充分 的 . 第 一 个 正式 发 表 的 
完整 证 明 是 Hierholzer[1873] 给 出 的 . 例 1. 1. 1 中 用 来 建立 城市 模型 的 图 直到 1894 年 才 以 书面 形式 
出 现 (参见 Wilson[1986] 对 历史 记录 的 讨论 ). 

1.2.24 定义 ”一 个 图 是 欧 拉 图 ， 如 果 它 有 一 个 闭合 迹 包 含 所 有 的 边 .如 果 我 们 不 关心 闭合 迹 
的 第 一 个 顶点 是 什么 而 仍然 保持 边 的 循环 顺序 ， 则 称 之 为 回路 . 一 个 图 中 的 一 个 欧 拉 回 路 或 欧 拉 迹 
是 一 个 包含 所 有 边 的 回路 或 迹 . 

侦 图 是 所 有 顶点 的 度 均 为 偶数 的 图 . 如 果 一 个 顶点 的 度 是 亲 [ 偶 ] 数 ， 则 称 它 是 厅 [ 偶 ] 的 

我 们 对 于 欧 拉 回路 的 讨论 也 可 以 应 用 到 带 有 图 的 图 ;在 带 有 图 的 图 中 令 每 个 圈 对 顶点 度 的 贡献 
为 2， 可 以 将 顶点 度 的 概念 扩展 到 带 圈 的 图 中 . 这 不 改变 度 的 奇偶 性 ， 并 且 轿 的 出 现 不 影响 一 个 图 
是 否 有 欧 拉 回路 ， 除非 它 是 只 有 一 个 顶点 的 分 量 中 的 圈 . 

刻画 欧 拉 图 的 特点 时 ， 我 们 要 用 到 一 个 引 理 . 图 G 中 的 一 条 极 大 路 径 P 是 G 中 一 条 不 含 于 更 
长 路 径 的 路 径 . 对 于 有 穷 图 ， 没 有 路 径 可 以 无 限 扩展 ， 故 必 存 在 极 大 (不 可 扩展 的 ) 路 径 . 

1.2.25 318 RAG 中 的 每 一 个 点 的 度 至 少 是 2， 则 G 含有 一 个 环 ， 

证 明 SPRG 中 的 一 条 极 大 路 径 且 u 是 P 的 一 个 端点 . 因为 尸 不 能 再 扩展 ， 的 所 有 相 邻 顶 
点 必然 已 经 出 现在 P 中 . AH u 的 度 至 少 是 2， 它 在 V(P) 中 必 有 一 个 相 邻 顶点 v， uw Mv 通过 一 条 
不 在 P 中 的 边 相 连 . 边 uv 以 及 P 中 从 vwv Bu 的 部 分 就 构成 一 个 环 . 

—————À 
a 


u v 
注意 有 穷 性 的 重要 性 . ME VG) —Z i EQ — js |i—jl —1). W G 的 每 个 顶点 的 度 都 是 
2， 但 是 G 没 有 环 ( 也 没有 不 可 扩展 的 路 径 ). 本 书 的 图 都 是 有 限 的 ， 从 而 避 兔 了 这 种 例子 的 出 现 ， 


我 们 对 此 不 再 说 明 . 


Ea] 


[28] 
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1.2.26 定理 图 G 是 欧 拉 图 当 且 仅 当 它 最 多 有 一 个 非 平 凡 的 分 量 并 且 其 顶点 的 度 都 是 偶数 . 

证 明 必要 性 . 假设 G 有 一 个 欧 拉 回 路 C. 每 经 过 C 的 一 个 顶点 要 用 到 与 之 关联 的 两 条 边 ， 并 
且 回 路 的 第 一 条 边 和 最 后 一 条 边 在 第 一 个 顶点 处 配对 . 因此 ， 每 个 顶点 的 度 都 是 偶数 . 同时 ， 两 条 
边 能 够 出 现在 一 个 迹 里 当 且 仅 当 它们 属于 同一 个 分 量 ， 所 以 ,该 图 至 多 有 一 个 非 平凡 分 量 . 

充分 性 . 设 条 件 成 立 ， 我们 对 边 数 m 作 归 纳 来 获得 欧 拉 回路 . 

基本 步骤 : m=0. 仅 包含 一 个 顶点 的 闭合 迹 . 

归纳 步骤 ， m0. 由 于 每 个 顶点 均 有 偶数 度 ， 因 此 G 的 非 平凡 分 量 中 的 每 个 顶点 的 度 至 少 是 
2. 由 引 理 1. 2. 25 可 知 ， 该 非 平凡 分 量 有 一 个 环 C. 令 G' 是 从 G 中 删除 E(C) 后 得 到 的 图 . 

由 于 C 在 G 的 每 个 顶点 处 有 0 条 边 或 2 条 边 ，G“ 的 每 个 分 量 均 是 偶 图 . 又 由 于 每 个 分 景 是 连通 
的 并 且 包 含 的 边 少 于 m 条 ， 由 归纳 假设 可 知 G 的 每 个 分 量 有 一 个 欧 拉 回 路 . 为 了 使 这 些 欧 拉 回 路 
组 合成 G 的 一 个 欧 拉 回 路 ， RIA C. 但 当 G 的 某 分 量 被 第 一 次 访问 时 我 们 遍 访 该 分 量 的 欧 拉 回 
路 . 对 这 个 回路 的 遍 访 结 束 于 遍历 的 开始 点 . 完成 了 对 C 的 遍历 ， 就 得 到 了 G 的 欧 拉 回 路 . 


证 明 方法 中 ， 有 关 偶 图 特征 的 表征 与 欧 拉 图 特征 的 表征 一 样 重要 . 

1.2.27 命题 任意 偶 图 均 可 以 分 解 成 若干 个 环 . 

TEAR 在 定理 1. 2. 26 的 证 明 中 ,我 们 已 经 看 到 每 个 非 平凡 偶 图 均 含有 环 ， 且 删除 一 个 环 仍 得 
到 -个 倘 图 . 这样， 对 边 数 进行 归纳 ， 即 可 得 知 这 个 命题 是 正确 的 . a 

在 欧 拉 回路 的 特征 中 ， 条 件 的 必要 性 是 显而易见 的 . 描述 二 部 图 的 特征 时 ， 二 部 图 中 不 存在 奇 
环 也 是 显然 的 . 在 其 他 许多 特点 刻画 中 ， 条件 的 必要 性 也 是 很 显然 的 . Nash-Williams 和 其 他 的 一 些 
人 为 这 样 的 定理 归纳 了 -- 个 普遍 的 印象 ，TONCAS， 即 “显然 的 必要 条 件 也 是 充分 的 ” 

引 理 1.2. 25 的 证 明 过 程 是 一 个 很 好 的 例子 ， 它 说 明了 图 论 中 的 一 种 重要 的 证 明 方法 ， 我 们 称 
之 为 极端 化 方法 . 当 考虑 某 种 特定 的 结构 时 ， 选 择 在 某 些 方面 处 于 极端 情况 的 例子 可 能 会 得 到 有 用 
的 附加 信息 . 例如 ， 由 于 极 大 路 径 P 不 能 被 扩展 ， 我 们 就 得 到 了 这 样 的 信息 ; 与 尸 的 端点 相 邻 的 
任意 顶点 都 属于 VCP). 

在 某 种 意义 上 ， 对 极端 情况 做 出 选择 ， 处 理 的 恰好 是 重要 情况 . 在 引 理 1. 2. 25 中 ， 我 们 可 以 
从 任何 一 条 路 径 开始 . 如 果 它 是 可 扩展 的 ， 则 扩展 它 . 如 果 它 是 不 可 扩展 的 ， 说 明 出 现 了 重要 情 
W. 我 们 用 用 个 例子 来 前 明 这 个 方法 ， 习 题 37 一 42 也 用 到 了 极端 化 方法 . 下 面 ， 我 们 针对 简单 图 
首先 从 加 强 引 理 1. 2. 25 开始 . 

1.2.28 命题 如 果 G 是 简单 图 且 其 任意 顶点 的 度 至 少 为 &， 则 G 包含 一 条 长 度 至 少 为 上 的 路 径 。 
如 果 kt>>2， 那 么 G 还 包含 一 个 长 度 至 少 为 人 十 1 的 环 - 

PINE SS 是 G 中 的 一 条 极 大 路 径 P 的 一 个 端点 . 由 于 了 不 能 扩展 ，v 的 任意 相 邻 顶点 都 在 
VCP) 中 . 因为 wx 至少 有 个 相 邻 顶点 且 G 是 简单 图 因此 PP HRT u 外 至 少 还 有 上 个 顶点 故 其 长 度 
至 少 是 如 果 R2. WX uvo 是 沿路 径 P 距离 最 远 的 u 的 相 邻 顶点 ) 和 了 上 从 v 到 w 的 部 分 就 
构成 了 一 个 足够 长 的 环 . 


RAKES zi 


SS 
u v " 


1.2.29 命题 ”如果 一 个 图 含有 一 条 不 是 环 的 边 ， 则 它 至 少 有 两 个 顶点 不 是 割 点 . 

证 明 设 u 是 G 中 一 条 极 大 路 径 P 的 一 个 端点 ， 那么 的 相 邻 项 点 都 位 于 PP 上. 由 于 Pu 在 
G 一 u 中 是 连通 的 ，u 的 相 邻 顶点 必 位 于 G 一 u 的 一 个 单独 的 分 量 内 ， 因 此 u 不 是 割 点 . a 

1.2.30 注 记 我们 要 注意 “ 极 大 "和 “最 大 "的 区 别 . 作为 形容 词 ， 最 大 表示 “大 小 (或 规模 ) 达 到 
最 大 值 "， 极 大 表示 "* 子 被 更 大 的 包含 每 条 最 大 路 径 均 是 一 条 极 大 路 径 , 但 是 极 大 路 径 不 必 具 有 
RAKE. 同样 ， 二 部 团 K,., 有 两 个 极 大 独立 集 ， 但 如 果 rA 则 它 只 有 一 个 最 大 独立 集 . 当 描 述 数 
量 而 不 是 包含 关系 时 ， 它 们 的 意义 是 相同 的 . 最 大 项 点 度 一 极 大 项 点 度 . 

除了 最 大 或 极 大 路 径 或 独立 集 之 外 ， 其 他 的 极端 情况 还 包括 具有 最 大 度 的 顶点 或 具有 最 小 度 的 
顶点 ， 两 条 路 径 的 第 一 个 分 叉 点 ， 极 大 连通 子 图 (分 支 ) 等 等 . 在 一 个 连通 图 G 中， MRS, TC 
VC , 则 可 以 获得 一 条 从 S SIT. 的 路 径 使 得 该 路 径 仅 有 两 个 端点 位 于 SUT 中 ， 这 只 需 选择 一 条 从 
S 到 了 的 最 短路 即 可 ; 习题 40 应 用 了 这 一 点 . 习题 37 用 极端 化 方法 以 较 短 的 形式 证 明了 连通 关系 
的 传递 性 . a 

许多 用 到 归纳 法 的 证 明 都 可 以 用 极端 化 方法 来 表述 ， 而 许多 用 到 极端 化 方法 的 证 明 也 可 以 用 归 
纳 法 来 完成 . 为 了 强调 这 两 种 方法 的 相互 关系 我 们 用 极端 化 方法 重新 证 明 欧 拉 图 的 特征 . 

1.2.31 引 理 在 偶 图 中 ， 每 一 条 不 可 扩展 的 迹 均 是 闭合 的 . 

证 明 令 工 是 任意 一 个 偶 图 中 的 不 可 扩展 的 迹 ， 设 其 起 始 顶 点 为 w 了 每 次 通过 v 之 外 的 一 个 
顶点 vw， 都 要 用 到 v 点 处 的 两 条 仍 未 使 用 过 的 边 ， 没 有 重复 的 . 于 是 ， 每 次 到 达 顶 点 w， 工 用 到 了 奇 
数 条 关联 到 v 的 边 . 由 于 v 有 偶数 条 边 ， 必 然 还 存在 一 条 边 使 得 工 可 以 继续 . 

因此 工 只 能 结束 于 其 起 始点 ww. 在 有 限 图 中 ，T 必 定 会 结束 . 因此 了 一 定 是 闭合 的 . at 

1.2.32 定理 1. 2. 26 的 第 二 个 证 明 ”我 们 来 证 明 TONCAS. 在 满足 条 件 的 图 GH, 令 了 是 长 度 
最 大 的 迹 ; 本 也 必 是 一 个 不 可 扩展 的 迹 . 由 引 理 1.2.31 AT, TRA AY 

fu TÓC KG DUAE Le. 因为 G 只 有 一 个 非 平凡 分 量 ，G 有 从 e 到 了 的 顶点 集 的 一 条 最 短 
路 径 . 因此 ， 某 条 不 在 工 中 的 边 * 关联 到 了 的 某 个 顶点 v 

因为 工 是 闭合 的 ， 因 此 存在 一 个 迹 T. JUR. iE USUS v 且 用 到 的 边 同 了 用 到 的 边 - 样 , 
现在 ， 我 们 沿 “扩展 T' 可 以 得 到 一 个 比 了 更 长 的 迹 . 这 与 工 的 选择 相 矛 盾 . UC. TG 中 


的 所 有 边 . " 
这 个 证 明 以 及 由 此 得 到 的 构造 过 程 (习题 12) 是 同 Hierholzer[1873] 的 结果 相 类 似 的 . 习题 35 给 
出 了 另 一 种 证 明 . 


对 于 每 个 连通 偶 图 必 存 在 一 个 欧 拉 回 路 这 个 结论 ， 后 续 的 几 个 章节 中 包含 了 它 的 几 个 应 用 . 这 
里 ， 我 们 给 出 一 个 简单 的 例子 . 要 在 纸 上 画 出 图 G， 我 们 必须 停顿 并 移动 多 少 次 笔 呢 ? 作 图 过 程 
中 ,不 允许 重复 任何 一 个 线段 ， 故 每 次 将 笔 落 到 纸 上 就 画 出 一 个 迹 . 这 样 ， 我 们 要 将 图 G 分 解 为 一 
迹 使 得 它们 的 个 数 最 小 . 我 们 将 这 个 问题 简化 到 连通 图 的 情况 ， 央 为 画 出 图 G 所 需 迹 的 数目 是 画 
出 其 各 个 分 基 所 需 的 迹 的 数目 的 和 ~ 

如 下 所 示 . 图 G 有 4 个 奇 顶点 进而 可 以 被 分 鲜 成 两 个 迹 . 加 入 虚线 边 ， 它 就 变 成 了 欧 拉 图 . 


kom 


(29) 
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1.2.33 定理 对 于 恰好 有 2k 个 坷 顶点 的 非 平凡 连通 图 ， 分 解 它 至 少 需 maxf&，1} 个 迹 . 

证 明 除了 非 闭 合 的 迹 使 其 端点 的 度 增加 奇数 之 外 ， 每 个 迹 对 图 中 每 个 顶点 的 度 的 贡献 均 为 偶 
数 . 因此 ， 要 将 所 有 边 划分 成 若干 条 迹 ， 必 须 有 一 些 非 闭合 的 迹 起 、 止 于 奇 顶点 . 由 于 每 条 迹 只 有 
两 个 端点 ， 至 少 杰 用 上 条 迹 才能 满足 2k 个 奇 顶点 . 当然， 至少 需 要 一 个 迹 才能 分 解 G， 因 为 G 中 
AAW. 定理 1. 2. 26 意味 着 当 k 一 0 时 一 个 迹 就 足够 了 . 

我 们 还 需 证 明 当 E70 时 4 个 迹 足 以 分 解 G. 给 定 满足 题 设 的 一 个 图 G， 我 们 将 G 中 的 奇 顶点 配 
对 (以 任何 方式 ) 并 在 每 一 对 顶点 之 间 添 加 一 条 边 把 它们 连接 起 来 ， 将 这 样 得 到 的 图 表示 为 G， 如 
上 图 所 示 . 所 得 到 的 图 G' 是 连通 的 而 且 是 偶 图 ， 所 以 由 定理 1. 2. 26 可 知 它 有 一 条 欧 拉 回路 C. 在 
GMN C 时 ， 每 次 遇 到 G 一 E(G) 中 的 一 条 边 时 我 们 就 新 开始 了 G 中 的 一 条 的 迹 . 这 就 得 到 了 
条 可 以 分 解 G 的 迹 . m 

在 证 明定 理 的 过 程 中 ， 我 们 采用 对 前 、 后 内 容 最 具有 一 般 性 的 证 明 过 程 ， 以 减少 工作 量 . 定理 
1.2.33 展示 了 这 一 点 . 通过 将 G 转化 为 另 一 个 图 以 便 应 用 定理 1.2.26， 这 样 就 避免 了 对 定理 
1.2.26 中 的 基本 论证 过 程 的 重复 . 习题 33 要 求 直 接 用 归纳 法 对 定理 1. 2. 33 进行 证 明 . 

注意 ， 定 理 1. 2. 33 仅 考虑 了 含有 偶数 个 度 为 奇数 的 顶点 的 图 . 下 一 节 的 第 一 个 结论 将 对 此 做 
nes. 
习题 

本 书 中 ， 绝 大 多 数 问题 均 需 要 证 明 .“ 构 造 ”"、“ 给 出 ”、“ 得 出 ”、 “确定” 等 等 这 些 词 就 是 明确 地 
要 求 给 出 证 明 . 通过 举 反例 来 否定 一 个 问题 时 ， 需 要 确定 所 给 的 是 一 个 反例 . 

1.2.1 〈 一 ) 确 定 下 列 命题 的 真 假 . 
a) 任 意 非 连通 图 都 有 一 个 孤立 顶点 . 
b) 一 个 图 是 连通 的 当 且 仅 当 它 的 某 个 顶点 与 其 他 所 有 顶点 是 连通 的 . 
c) 任 意 闭合 迹 的 边 集 可 以 划分 成 若干 个 环 的 边 集 . 
中 如 果 图 中 有 一 个 极 大 迹 不 是 闭合 的 ， 则 其 端点 的 度 是 奇数 . 

1.2.2 (OME K 是 否 包含 以 下 情况 (给 出 一 个 例子 或 证 明 不 包含 ) : 
a) 一 个 不 是 迹 的 通道 、 
b) 一 个 不 是 路 径 的 非 闭 合 迹 . 
c) 一 个 不 是 环 的 闭合 迹 . 

1.2.3 (一 ) 令 G 是 顶点 集 为 (1，…，15} 的 图 ， 其 中 Mj 邻接 当 且 仅 当 它们 的 最 大 公 因 数 大 于 1. 
计算 G 的 分 量 数 并 确定 G 中 路 径 的 最 大 长 度 . 

1.2.4 (一 ) 令 G 是 一 个 无 圈 图 . 对 于 vEV(G) 和 eEE(G)， 用 G 的 相应 矩阵 来 描述 G 一 和 G 一 v 
的 邻接 矩阵 和 关联 矩阵 . 

12.5 (一 ) 令 v 是 连通 的 简单 图 G 中 的 一 个 顶点 . 证 明 : 在 G 一 "的 每 个 分 量 中 ， 都 有 一 个 相 邻 
顶点 . 由 此 得 出 ， 任 何 图 均 没有 度 为 1 的 割 点 

1.2.6 (一 ) 下 图 ( 掌 形 ) 中 ， 找 出 所 有 极 大 路 径 、 极 大 连通 分 量 和 极 大 独立 集 . 同时 ， 找 出 所 有 最 
大 路 径 、 最 大 连通 分 量 和 最 大 独立 集 
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一) 证明: 一 个 二 部 图 具有 唯一 的 二 部 剖 分 (除非 将 两 个 部 集 交换 顺序 后 看 成 男 一 个 二 部 剖 

分 ) 当 且 仅 当 它 是 连通 的 . 

(OME m A n 的 值 使 得 Km,, 是 欧 拉 图 . 

(一 ) 分 解 Petersen 图 所 需 迹 的 最 小 个 数 是 多 少 ? 用 同样 数量 的 路 径 可 以 完成 分 解 吗 ? 

(一 ) 证 明 或 否定 : 

a) 每 个 欧 拉 二 部 图 有 偶数 条 边 . 

b) 含 偶数 个 项 点 的 每 个 欧 拉 简 单 图 有 偶数 条 边 . 

(一 ) 证 明 或 否定 ， 如果 G 是 一 个 欧 拉 图 ， 其 边 e， 了 有 一 个 公共 顶点 ， 则 G 有 一 个 欧 拉 回 

路 使 得 e 和 /在 回路 中 以 相继 的 次 序 出 现 . 

(一 ) 将 1.2. 32 中 的 证 明 转 换 为 在 连通 偶 图 中 找 出 一 个 欧 拉 回 路 的 过 程 . 

对 "每 条 u， 通道 都 包含 一 条 u,v 路径 "( 引 理 1.2.5) 的 另 一 种 证 明 . 

20 (普通 归纳 ) 假 定 每 条 长 为 /一 1 的 通道 包含 一 条 从 其 第 一 个 顶点 到 最 后 一 个 顶点 的 路 径 ， 
证 明 每 条 长 度 为 /的 路 径 也 满足 这 一 结论 . 

b) (极端 化 方法 ) 给 定 一 条 us voll W， 考 虑 包含 于 W 中 的 一 条 最 短 4，v- 通 道 

证 明 或 否定 下 面 有 关 简 单 图 的 命题 ( 注 :“ 不 同 "不 是 “不 相交 ”): 

a) 不 同 的 w，vw- 通 道 的 边 集 的 并 集 一 定 包 含 一 个 环 . 

b) 不 同 的 w，v- 路 径 的 边 集 的 并 集 一 定 包含 一 个 环 . 

(DA W 是 长 度 至 少 为 1 且 不 包含 环 的 闭合 通道 . 证 明 : W 的 一 些 边 直接 重复 (每 一 个 方 


向 一 次 ). 
设 。 是 一 条 边 ， 它 在 闭合 通道 W 中 出 现 了 奇数 次 . 证 明 : W 中 有 一 些 边 构成 通过 e 的 一 个 环 . 
(Dit G, 是 一 个 图 其 顶点 是 (1，…， nn) 的 所 有 排列 ， 两 个 排列 a1，…，an Albis os 


bn 是 邻接 的 如 果 它 们 互 换 了 某 两 个 邻接 位 置 上 的 元 素 (Gs 如 下 图 所 示 ). EH: G 是 连 
通 的 . 
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(DEG RTE, 其 顶点 集 是 分 量 元 素 位 于 {0，1) 中 的 所 有 -元 组 的 集合 ， 如 果 工 和 > 
恰好 在 两 个 位 置 上 不 同 则 z 邻接 于 y. 确定 G 的 分 量 数 . 

(十 ) 令 = 和 * 是 自然 数 . 令 G 是 一 个 简单 图 ， 其 顶点 集 是 模 n 的 同 余 类 ，i 和 j 邻接 当 且 仅 
当 二 者 各 有 一 个 元 素 使 得 它们 的 差 为 或 s. 证 明 : GRADAR, 是 {n, r s WRK 
ZAR. 

(D4 v EMA G 的 一 个 割 点 . 证 明 G 一 "是 连通 的 . 

设 G 是 一 个 自 补 图 . 证 明 : G 有 割 点 当 且 仅 当 G 有 度 为 1 的 顶点 . (Akiyama -Harary 
[1981]) 

证 明 : 一 个 图 是 连通 的 当 且 仅 当 将 其 顶点 集 任意 划分 成 两 个 非 空 集合 后 ， 均 有 一 条 边 使 其 
端点 分 别 位 于 这 两 个 集合 中 - 


p 


32 


gi* 


«24 


. 25 


26 


27. 


.28 


. 29 


30 


.31 


. 32 


.33 


. 34 


在 一 个 不 是 完全 图 的 连通 简单 图 中 ， 考 察 下 面 的 每 个 命题 是 否 成 立 . 
DG 的 每 个 顶点 属于 一 个 同 构 于 Ps 的 诱导 子 图 . 
b)G 的 每 条 边 属于 一 个 同 构 于 Ps 的 诱导 子 图 . 
设 G 是 一 个 简单 图 ， 且 G 既 没有 独立 点 也 没有 只 含 两 条 边 的 诱导 子 图 . 证 明 : G 是 一 个 完 
全 图 . 
(1) 对 边 数 或 者 顶点 数 用 普通 归纳 法 证 明 : 没有 奇 环 是 图 成 为 二 部 图 的 充分 条 件 . 
(DER: 图 G 是 二 部 图 当 且 仅 当 G 的 任意 子 图 H 都 有 一 个 独立 集 包含 了 V( 有) 中 的 至 少 
一 半 顶 点 . 
EG, 是 一 个 图 ， 其 顶点 是 {1，…，nn)} 的 所 有 排列 ， 两 个 排列 a1 rs as Mors s by 是 
邻接 的 如 果 它 们 互 换 了 某 两 个 位 置 上 的 元 素 . WEH: G 是 二 部 图 (Gs 如 下 图 所 示 ). (提示 : 
对 每 一 个 排列 a， 对 满足 i<j 而 ai 二 ai Wi j 对 计数 ; 这 种 数 对 称 为 逆序 . ) 
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(0 在 下 面 的 每 个 图 中 ， 找 出 边 最 多 的 一 个 二 部 子 图 并 进行 证 明 . 确定 它 是 否 是 唯一 的 具 


有 最 多 边 的 二 部 图 . 


(Dl G 是 一 个 连通 简单 图 上 且 其 诱导 子 图 中 不 包含 P, 和 Cs. 证明: G 是 一 个 二 部 团 (完全 


二 部 图 ). 

设 G 是 顶点 为 v1，…，w 的 一 个 简单 图 . 令 At 表示 其 邻接 矩阵 在 矩阵 乘法 意义 下 的 人 次 
HEA, At 中 i，j 位 置 上 的 元 素 是 G 中 长 度 为 的 vi， vw 通道 的 条 数 . 证 明 : G 是 二 
部 图 当 且 仅 当 对 于 {n 一 1， 四 中 的 奇数 rs An 的 对 角 线 元 家 全 是 0( 提 示 一 条 通道 是 顶点 
和 边 的 一 个 有 序 序列 ). 


(1 定理 1. 2. 23 的 非 归纳 法 的 证 明 (参见 例 1. 2. 21). 

DAE nx<24， 将 Ky 的 顶点 编码 为 互 不 相同 的 二 进 制 的 -元 组 . 由 此 构造 个 二 部 图 使 得 
它们 的 并 恰好 是 Ka 

b) 假 定 Ky 是 二 部 图 G1 = G 的 并 ,将 Ky 的 顶点 编码 为 互 不 相同 的 二 进 制 的 大 元 组 . 由 此 
DI 

下 面 的 命题 是 错误 的 . 添加 一 个 假设 使 它 正确 ， 并 证 明 改正 后 的 命题 . 

“ 偶 图 中 的 每 个 极 大 迹 都 是 一 个 欧 拉 回路 .” 

分 别 对 万 和 边 数 用 普通 归纳 法 证 明 : 如 果 上 0， 则 含有 2k 个 奇 顶点 的 一 个 连通 图 可 以 分 

Hk dk. 如 果 没 有 连通 这 个 假设 ， 命 题 还 正确 吗 ? 

对 于 两 个 欧 拉 回 路 ， 如 果 所 有 由 相继 的 两 条 边 构成 无 序 对 是 相同 的 ， 则 称 它们 等 价 ， 其 中 

两 条 边 是 否 相继 要 以 循环 顺序 来 看 (与 起 点 和 方向 无 关 ). 例如 ， 一 个 环 只 包含 一 个 欧 拉 回 
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路 的 等 价 类 . 下 图 中 有 多 少 欧 拉 回路 的 等 价 类 ? 


Tucker 算法 . 设 G 是 一 个 连通 偶 图 . 对 于 每 个 顶点 ， 将 其 关联 边 划分 成 若干 对 (每 一 条 边 

均 出 现 于 其 两 个 端点 的 某 对 边 中 ), 从 给 定 的 一 条 边 。 出 发 ， 沿 着 当前 边 对 中 的 另 一 条 边 离 

开 当 前 项 点， 最 后 在 与 e 配 对 的 边 处 结束 . 这 样 可 以 将 G 分 解 成 一 些 闭合 的 迹 . 只 要 分 解 

中 存在 至 少 两 个 迹 ， 则 找到 两 个 具有 公共 点 的 迹 ， 并 在 公共 点 修改 边 的 配对 将 它们 合并 成 

一 个 更 长 的 迹 . 证 明 : 这 个 过 程 可 行 并 且 最 后 得 到 的 迹 是 一 个 欧 拉 回 路 . (Tucker[1976]) 

(十 ) 欧 拉力 的 另 一 种 特征 刻画 . 

a) 证 明 ， 如 果 G 是 欧 拉 图 且 G' 二 G 一 wv， 则 G' 有 奇数 个 4，v- 迹 仅 在 最 后 访问 v. 同时 证 
Bl. 在 这 一 序列 u,vv 迹 中 ， 不 是 路 径 的 迹 的 条 数 是 偶数 . (Toida[1973]) 

b) 令 是 图 中 的 一 个 具有 奇数 度 的 顶点 . 对 于 关联 到 v 的 每 一 条 边 e， 令 c(e) 表 示 包 含 e 的 
环 的 个 数 . 利用 > ' CO EL: 对 于 关联 到 的 某 条 边 e，c(e) 是 偶数 . (McKee[1984]) 


c) 由 (a) 和 (b) 推 出 结论 : 一 个 非 平 凡 连 通 图 是 欧 拉 图 当 且 仅 当 它 的 每 条 边 属于 奇数 个 环 . 
(1) 用 极端 化 方法 证 明 : 连通 关系 是 传递 的 (提示 : 给 定 一 个 4，v- 路 径 P 和 一 个 v，w- 路 
BQ, HE PHLF 中 的 第 一 个 项 点). 

(DER: 具有 至 少 n 条 边 的 n- 顶 点 图 含有 一 个 环 . 

设 无 圈 图 G 中 的 每 个 顶点 的 度 至 少 是 3. EH: G 有 一 个 长 度 是 偶数 的 环 (提示 : 考虑 一 条 
极 大 路 径 ). (P. Kwok) 

(DF P füQ 是 连通 图 G 中 长 度 最 大 的 两 条 路 径 . EW: 已 和 Q 有 一 个 公共 顶点 . 

令 G 是 至 少 有 3 个 顶点 的 一 个 连通 图 . 证 明 : G 有 两 个 点 +，y 满足 ，1)G 一 {+，y) 是 连通 
的 ; 2x, y 是 邻接 的 或 有 一 个 公共 的 相 邻 顶点 (提示 : 考虑 一 条 最 长 的 路 径 ). (Chung 
[1978a]) 

令 G 是 一 个 连通 的 简单 图 且 Ps 或 Cs 不 是 它 的 诱导 子 图 . 证 明 : G 有 一 个 顶点 邻接 于 其 他 
所 有 顶点 (提示 : 考虑 具有 最 大 度 的 顶点 ). (Wolk[1965]) 

CHOI ERA, WER: 具有 偶数 条 边 (24) 的 任意 一 个 连通 简单 图 可 以 分 解 成 一 些 长 度 为 
2 .的 路 径 . 如 果 连 通 这 个 假设 被 省 略 ， 这 个 结论 还 成 立 吗 ? 


1.3 项 点 度 和 计数 


各 顶点 的 度 是 图 的 基本 参数 . 我 们 重复 这 个 定义 来 引入 一 个 重要 的 概念 . 

1.3.1 定 义 图 G 中 顶点 的 度 ， 记 为 dc(z) 或 dO. ARKH vi ibd ed. dE v EIS 
在 计算 度 时 要 计算 两 次 . 最 大 的 顶点 度 记 为 A(G)， 最 小 的 顶点 度 记 为 AG). 如 果 AGSK, M 
称 G 是 正则 的 . 如 果 所 有 顶点 度 是 上 则 称 G 是 -正则 的 .的 邻 域 ， 记 为 NoGOX NO). X do 
的 邻接 顶点 构成 的 集合 . 

1.3.2 定 义 图 G 的 阶 , 记 为 mn(G)， 是 G 中 的 顶点 数 . 一 个 灌顶 点 图 是 一 个 阶 为 n 的 图 . AG 
的 大 小 ， 记 为 e(G)， 是 G 中 边 的 条 数 . 对 于 REN. Xn og Re b. ons n). 
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由 于 我 们 的 图 是 有 限 的 ， 因 此 n(G) 和 eC(G) 是 非 负 整数 . 我 们 也 通常 用 “e” 本 身 来 表示 一 条 边 . 
当 。 表 示 一 条 特定 的 边 时 ， 它 后 面 并 没有 跟 一 个 带 括号 的 图 的 名 字 ， 因 为 上 下 文 可 以 表明 其 含义 . 
RH m TERREA n 个 顶点 的 环 ， 这 和 “n- 顶 点 图 "的 用 法 是 一 致 的 
计数 和 双 射 

我 们 从 图 中 的 某 些 子 图 的 计数 问题 开始 . 第 一 个 问题 就 是 边 的 计数 ， 我 们 用 项 点 的 度 来 完成 计 
数 ， 所 得 公式 是 图 论 中 的 一 个 重要 工具 ， 有 时 称 之 为 “图 论 第 一 定理 "或 者 "握手 引 理 ”. 

1.3.3 命题 ( 度 - 和 公式 ) 如 果 G 是 一 个 图 ， 则 J) d(v)=2e(G). 


E 


证 明 将 所 有 顶点 的 度 求 和 会 使 每 条 边 计数 两 次 ， 因 为 每 条 边 有 两 个 端点 并 且 在 其 每 个 端点 处 
都 会 被 计数 一 次 ， n 

即使 G 含有 图 ， 上 述 证 明 也 是 成 立 的， 因为 每 个 图 对 它 的 端点 的 度 的 贡献 为 2 对 于 无 图 图 ， 
公式 的 两 边 分 别 计算 了 对 (v，e) 的 数目 (其 中 必 是 的 一 个 端点 )， 其 中 一 端 按 顶 点 分 组 来 计数 ， 
另 一 端 按 边 分 组 来 计数 .“ 以 两 种 方式 计数 "是 证 明 整 数 恒 等 式 的 一 种 极 好 的 方法 ( 参 多 习题 31 和 
附录 AD. 

度 - 和 公式 有 几 个 显然 的 推论 . 推论 1. 3. 5 可 以 用 到 习题 9~13 中 ， 而 且 后 续 章节 中 的 许多 论 
述 也 要 用 到 它 ， 

1.3.4 推论 在 图 G 中 ， 顶 点 的 平均 度 为 ZO, ta aco IO ea). 


1.3.5 推 论 任意 图 含有 偶数 个 度 为 奇数 的 顶点 . 阶 为 厅 数 的 图 不 会 以 奇数 度 成 为 正则 图 . 

1.3.6 推论 含有 nn 个 顶点 的 -正则 图 有 mk/2 Hid. 

下 面 ， 我 们 将 引入 一 族 重要 的 图 . 

1.3.7 定义 人 - 维 立方 体 或 超 方 体 Qt 是 一 个 简单 图 ， 其 顶点 是 分 量 取 自 {0，1) 的 所 及- 元 组 ， 
边 是 恰 在 一 个 位 置 上 取 不 同 值 的 上 元 组 对 .Qs 的 Sh eck id id HQ. HFA. 


oe 


上 图 是 Q. 超 方 体 是 一 种 很 自然 的 计算 机 结构 . 如 果 处 理 器 对 应 于 Qu 中 的 邻接 项 点 ， 则 它们 


之 间 可 以 直接 通信 . 用 来 命名 顶点 的 元 组 可 以 视 作 处 理 器 的 地 址 - 
1.3.8 例 ( 超 方 体 的 结构 ) Qu 中 顶点 的 奇偶 性 是 由 该 顶点 的 名 字 中 包含 的 1 的 个 数 的 奇偶 性 而 


决定 的 . Qt 中 每 条 边 有 一 个 偶 端点 和 一 个 奇 端 点 . 因此 ， 偶 顶点 构成 一 个 独立 集 ， 奇 顶点 也 构成 一 
个 独立 集 ， 进 而 Q, 是 一 个 二 部 图 . 

大 元 组 的 每 个 分 量 可 以 取 两 个 值 ， 所 以 n(QO 二 24. 对 于 一 个 顶点 ， 取 定 其 名 字 中 的 一 个 位 置 并 
将 该 位 置 的 值 修改 成 另 一 个 值 ， 就 可 以 得 到 它 的 一 个 相 邻 顶点 . FE, Q 是 大 正则 的 . 由 推论 1. 3.6 
YF, eC Qe) 一 人 2 人 

上 图 中 ,加 粗 的 边 组 成 了 Qs 的 两 个 同 构 于 Q 的 子 图 ， 这 两 个 子 图 的 形成 正好 是 保持 顶点 的 
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最 后 一 位 的 值 为 0 或 1 而 得 到 的 . 为 了 得 到 一 个 广 维 的 子 立 方 体 ， 可 以 固定 一 ) 个 位 置 的 值 并 让 其 
余 了 个 位 置 上 的 值 取 自 2; 个 可 能 的 六 元 组 . 这 样 得 到 的 子 立方 体 同 构 于 G. HAA (^) 种 方法 来 
J 


确定 j 个 位 置 并 且 有 2*“; 种 方法 来 指定 其 他 位 置 的 值 ， 这 就 得 到 Q 24 一 个 子 立 方 体 . 事实 上 , 不 
存在 其 他 的 广 维 子 立 方 体 ( 习 题 29). 

Q 的 拷贝 就 是 Q 中 的 那些 边 . 令 j=1， 我 们 的 公式 等 于 24: ， 这 是 另 一 种 计算 e(Qu) 的 方法 . 

令 j=k 一 1， 下 面 的 讨论 引出 了 对 Q 的 递归 定义 . 在 Q-1 的 一 个 拷贝 中 ， 在 每 个 顶点 的 名 字 
后 加 一 个 0; 在 另 一 个 拷贝 里 ， 加 一 个 1. 在 这 两 个 拷贝 中 ， 如 果 两 个 顶点 的 前 一 1 个 位 置 的 值 相 
等 ， 则 在 它们 之 间 加 一 条 边 . 最 后 的 结果 就 是 Qu. 这 种 构造 方法 的 初始 是 1- 顶 点 图 Qo. 这 种 递归 
定义 可 以 帮助 我 们 对 立方 体 的 很 多 性 质 进行 归纳 证 明 ， 包 括 (Qe) — 421 1 (习题 23). a 

一 个 超 方 体 是 一 个 正则 二 部 图 . 一 个 简单 的 计数 方法 证 明了 这 种 图 的 一 个 重要 的 基本 性 质 . 

1.3.9 命题 如 果 k>0， 则 -正则 二 部 用 的 部 集 含有 相同 个 数 的 顶点 ， 

证 明 令 G 是 一 个 人 正则 X，Y- 二 部 图 . 对 端点 在 X 中 的 边 进行 计数 可 以 得 到 e(G)=A1X1. 
对 端点 在 Y 中 的 边 进行 计数 可 以 得 到 e(G) 一 上 | Y |, Buts e| X| =k | Y| >O. W 

另 一 种 对 集合 进行 计数 的 方法 是 建立 一 个 双 射 将 该 集合 映射 到 另 一 个 大 小 已 知 的 集合 上 . 下 一 
个 例子 用 到 这 种 方法 . 附录 A 中 是 用 组 合 (学 ) 方 法 讨论 计数 问题 的 其 他 例子 ,习题 18 一 25 将 涉及 
计数 . 

1.3. 10 (Petersen 图 有 10 个 6- 环 ) 令 G 是 Petersen 图 .G 是 3- 正 则 的 ， 包 含 了 10 个 爪 形 图 
(Ki,s 的 拷贝 ). 我 们 建立 6- 环 和 爪 形 间 的 一 一 对 应 - 

因为 G 的 围 长 是 5， 因此 每 个 6- 环 F 均 是 一 个 诱导 子 图 .下 中 的 每 个 顶点 在 F 之 外 有 一 个 相 邻 
顶点 . 因为 非 邻接 的 两 个 顶点 在 下 之 外 只 有 一 个 公共 的 相 邻 顶点 (命题 1. 1. 38)，F 中 的 对 顶点 有 一 
个 在 下 外 的 公共 相 邻 顶点 . 由 于 G 是 3- 正则 的 ,下 外 找到 的 这 3 个 顶点 是 互 不 相同 的 . 因此 ， 删 除 
V(F) 后 剩 下 由 3 个 度 为 1 的 顶点 和 1 个 度 为 3 的 顶点 构成 的 子 图 ， 这 即 是 一 个 扑 形 ， 


下 面 ， 我 们 要 证 明 在 这 种 方式 下 G 中 每 个 爪 形 H 恰好 出 现 一 次 . SUR H PEX I 的 顶点 
集 ;，S 是 一 个 独立 集 . 刀 的 中 心 顶点 已 经 是 (S 中 项 点 的 ) 一 个 公共 的 相 邻 顶点 了 ， 所 以 从 S 出 发 的 
其 他 6 条 边 必 到 达 不 同 的 顶点 . 这 样 G 一 VCH) 是 2- 正 则 的 . 因为 G 的 围 长 是 5，G 一 V(HH) 必 是 一 
个 6- 环 . 当 这 个 6- 环 的 顶点 被 删除 后 即 可 得 到 H. a 
我 们 再 给 出 一 个 关于 计数 的 论述 过 程 ， 它 与 一 个 由 来 已 久 的 猜想 有 关 - 删除 一 个 顶点 后 得 到 的 
子 图 称 为 顶点 删除 子 图 . 这 些 子 图 不 一 定 是 不 同 的; 例如 ，C, Hin THAME ABA FT P i- 


G—vi) 
“1.3.11 命题 ”对 于 顶点 为 n.o. w 的 简单 图 G， 如 果 n3. N «c = 2 且 


De(G—w) 


dg (y= Gy) 
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证 明 G 的 边 e 出 现 于 Gv 中 当 且 仅 当 u 不 是 e 的 端点 . FE, Xe(G—vOoff iik BIT RK 
n-2K. 
- 旦 知道 <(G) ， 的 度 就 可 以 计算 为 删除 v; 得 到 G 一 vj 时 丢失 的 边 的 条 数 . 图 

通常 ， 顶 点 删除 子 图 是 以 无 标记 图 的 形式 给 出 的 ; 我 们 仅仅 知道 (顶点 删除 子 图 所 属 的 ) 同 构 类 
序列 ， 并 不 知道 G— v; 中 的 哪个 点 对 应 于 G 中 的 哪个 这 导致 很 难 由 这 些 子 图 来 断定 G 是 哪 种 
A. Ail, Ko 和 它 的 补 图 有 相同 的 顶点 删除 子 图 序列 . 对 于 大 一 些 的 图 ， 我 们 有 重 构 猜想 ， 这 是 
由 Kelly 和 Ulam 在 1942 年 提出 的 . 

“1.3. 12 猜想 ( 重 构 猜想 ) 如 果 G 是 至 少 有 三 个 顶点 的 简单 图 ， 则 G 由 它 的 顶点 删除 子 图 (的 
同 构 类 ) 序 列 唯一 确定 . m 

G 的 顶点 删除 子 图 序列 有 nn(G) 个 元 素 . 命题 1. 3. 11 说 明 e(G) 和 顶点 度 的 序列 可 以 被 重新 确 
5E . 后 者 说 明 可 以 对 正则 图 进行 重 构 ( 习 题 37). 我 们 也 可 以 确定 G 是 否 是 连通 的 (习题 38);， 由 此 
可 知 ， 非 连通 图 可 以 被 重 构 (习题 39). 还 有 其 他 一 些 可 重 构 性 的 充分 条 件 也 是 已 知 的， 但 是 一 般 性 
的 重 构 猜想 仍然 是 一 个 开放 的 问题 . 

极 值 问 题 
极 值 问题 是 指 在 某 类 对 象 上 的 函数 的 最 大 值 或 最 小 值 . 例如 ， 在 含有 个 顶点 的 简单 图 中 ， 边 


n 
的 最 大 条 数 是 (7). 

13.1368 在 含有 nn 个 顶点 的 连通 图 中 ， 边 的 最 小 条 数 是 n 一 1. 

证 明 “由 命题 1.2.11 可 知 ， 每 个 含有 个 顶点 和 条 边 的 图 至 少 有 n ASE. 因此， 每 个 具有 
少 于 一 1 条 边 的 m 顶点 图 至 少 有 两 个 分 量 ， 这 是 非 连 通 的 . 这 个 命题 的 倒置 命题 是 ， 每 个 连通 的 TRE 
点 图 至 少 有 一 1 条 边 ， 下 界 可 在 路 径 P, LOU " 

1.3.14 注 记 “在 某 一 类 图 G 中 ， 证 明 有 是 /(CG) 的 最 小 值 需要 证 明 如 下 两 项 ， 

了 D 对 于 所 有 的 GEG, f(G2g. 

2) 对 于 某 个 GEG，1(G) = 及 

对 于 下 界 的 证 明 必须 适用 于 任意 GE C. 对 于 等 号 的 成 立 ， 需 要 在 G 中 找 出 一 个 特例 使 得 / 取 
AUR 

MET OL "BEAL TE RK CERE IU AE " 

下 面 ， 我 们 解决 一 个 求 最 大 值 的 问题 ， 求 值 过 程 比较 复杂 

1.3.15 命题 如 果 G 是 一 个 简单 n- 18H EU 008027 (1772, 则 G 是 连通 的 . 

证 明 到 w，vEVCG). 只 需 证 明 ， 如 果 w， "是非 邻接 的 ， 则 它们 有 一 个 公共 的 相 邻 顶点 ， 由 
于 G 是 简单 图 ， 因 此 有 | NGO | X) 21/2, H v AIDE. MR upo WA | NDU 
NC) | 一 2， 因 为 和 wv 不 在 这 个 并 集中 .由 附录 A 中 的 注 记 A. 13， 可 以 得 到 


| NGo N NOW |=| NGO |+1 NOD 17] NGO U N@) tpt aD ES | 

我 们 说 一 个 结果 是 最 优 的 或 者 灵敏 的 ， 如 果 在 命题 不 变 成 假 的 情况 下 ， 它 的 某 些 方面 不 能 被 加 
38. 如 下 例 所 示 ， 命 题 1. 3. 15 具有 这 样 的 性 质 ， 如 果 3(G) 小 于 (n(G) 一 1)/2， 则 不 能 断定 G 一 定 
是 连通 的 . 

1.3.16 例 令 G 是 一 个 六 顶点 图 ， 共 两 个 分 量 分 别 同 构 于 KM Kors r RFR La) RRE 
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超过 工 的 最 大 的 整数 ，z 的 上 限 [zx 表示 不 小 于 z 的 最 小 整数 . 因为 3(G) =[n/2| 一 1 并 且 G 是 非 连通 
的 ， 命 题 1. 3. 15 中 的 不 等 式 是 灵敏 的 . 
这 里 我 们 用 上 限 函 数 和 下 限 函数 是 为 了 描述 一 个 简单 的 族 图 ， 族 图 中 针对 每 个 值 给 出 了 一 个 


Bt. 
a 


通过 给 出 一 族 例子 来 证 明 边界 最 佳 ， 我 们 解决 了 极 值 问 题 . 命题 1. 3.15 和 例 1. 3. 16 证 明了 
“使 得 一 个 六 顶点 简单 图 G 连通 需要 的 最 小 边 数 8(G) 是 |n/2 了 "或者" 非 连通 -顶点 简单 图 中 6(G) 的 
最 大 值 是 |n/2| 一 1”. 

我 们 引入 一 些 简洁 的 符号 来 描述 例 1. 3. 16 中 的 这 种 图 . 

1.3.17 定义 将 顶点 集合 互 不 相交 的 两 个 图 G 和 甩 的 并 称 为 非 交 并 或 者 和 ， 记 为 GHH. 通 
常 ，mG 表示 由 G 的 站 个 两 两 互 不 相交 的 找 贝 构成 的 图 . 

1.3.18 例 WME GA HJERM. W G+ H r3 G AL, MAW 1.3.16 中 的 图 是 Koo] 
Kiw2l， 当 我 们 没有 为 顶点 命名 时 ， 这 个 符号 非常 方便 .注意 Km 十 K, =K m.n 

图 mK 由 m 条 互 不 相交 的 边 构成 . a 

在 图 论 中 ,“ 极 值 问题 "表示 要 在 一 族 图 中 寻求 最 优 . 如 果 在 某 一 个 图 中 寻求 极限 ， 如 独立 集 的 
最 大 规模 ， 或 二 部 图 子 图 的 最 大 规模 等 ， 我 们 对 各 个 图 要 解决 的 问题 各 不 相同 . 为 了 与 前 一 种 问题 
相 区 别 ， 我 们 称 这 种 问题 为 最 优化 问题 . 

由 于 一 个 最 优化 问题 针对 每 个 图 都 产生 了 一 个 实例 ， 因 此 通常 不 能 列 出 所 有 的 解 . 我 们 可 以 寻 
求 一 个 求解 过 程 或 者 用 输入 图 的 其 他 参数 给 出 答案 的 一 个 界限 . 在 这 种 意义 下 ， 我 们 来 考虑 寻找 一 个 
图 的 最 大 二 部 图 这 个 问题 . 它 允 许 我 们 引用 构造 性 证 明 或 者 用 "算法 "证 明 ( 一 个 算法 就 是 一 个 能 够 完 
成 某 项 任务 的 过 程 或 程序 ). 

证 明 某 个 事物 存在 的 一 种 方法 就 是 将 它 构造 出 来 . 可 以 把 这 些 证 明 看 作 算法 . 为 了 完成 一 个 算 
法 证 明 ， 必 须 证 明 算 法 会 终止 并 产生 所 需 的 结果 . 这 可 能 涉及 归纳 法 、 反 证 法 和 穷 举 法 ， 等 等 . 我 
们 给 出 一 个 算法 并 用 它 找 出 图 中 的 一 个 二 部 子 图 来 证 明 任意 图 均 有 一 个 较 大 的 二 部 子 图 . 习题 
45 一 49 也 与 这 个 问题 相关 . 

1.3.19 定理 每 个 无 图 图 G 都 有 一 个 二 部 子 图 至 少 包含 了 e(G)/12 kit. 

证 明 我 们 先 将 V(G) 随 意 划 分 为 两 个 集合 X 和 Y. 利用 端点 分 别 位 于 这 两 个 集合 中 的 那些 边 
就 得 到 一 个 二 部 前 分 为 X AY WORT AH. MRA PARTY. CE G 中 的 关联 边 只 有 一 
半 以 下 含 于 H 中， 这 说 明 在 它 所 在 的 集合 中 的 相 邻 顶点 比 它 在 另 一 个 集合 中 的 相 邻 顶点 要 多 ， 
如 下 图 所 示 . 把 移动 到 另 一 个 集合 后 新 增加 的 边 将 会 多 于 被 删除 的 边 . 

只 要 在 当前 的 二 部 图 中 发 现 这 样 的 点 ， 我 们 就 将 其 移动 到 另 一 个 集合 中 . 每 一 次 这 样 的 操作 必 
然 使 得 子 图 的 大 小 增加 ， 因 而 这 个 过 程 必定 会 终止 。 当 它 终 止 后 ， 对 任意 vEV(G), di du G0 
da Co) /2. 对 所 有 的 顶点 求 和 后 由 度 - 和 公式 得 到 e( H) > e(G)/2. 
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算法 证 明 通常 相当 于 归纳 法 证 明 或 极端 化 方法 的 证 明 . 但 是 归纳 法 证 明 或 极端 化 方法 的 证 明 更 
加 简短 易 得 ， 所 以 我 们 可 以 找到 一 个 这 样 的 证 明 ， 然 后 再 将 它 转化 为 算法 . 例如 ， 下 面 是 对 定理 
1. 3. 19 用 极端 化 方法 和 反 证 法 得 到 的 证 明 . 事实 上 ， 对 H 的 极端 化 选择 正好 是 上 述 算法 的 输出 : 

令 刀 是 G 的 边 最 多 的 二 部 子 图 .如果 对 所 有 mvEV(G) 有 du(v)>de(v)/2, M h k- 

和 公式 得 到 e(H)>elG)/2. SM, HRA VEVGA du(v)<do(v)/2, WHAM DP 

调换 vu 的 位 置 即 得 到 一 个 更 大 的 二 部 子 图 ， 这 与 万 的 选择 相 矛 盾 . 

1.3.20 例 (局 部 最 大 ) 定理 1. 3. 19 中 的 算法 不 一 定 产生 边 数 最 大 的 二 部 子 图 ， 而 输出 的 仅仅 
是 至 少 包含 一 半边 的 一 个 二 部 子 图 . 下 面 的 图 是 5 -正则 的 ， 它 有 8 个 点 ， 进 而 有 20 条 边 . 二 部 剖 
分 X={a, b, c, d), Y 二 {e，/，g，h}) 产 生 了 一 个 有 12 条 边 的 3- 正 则 二 部 子 图 . 算法 终止 于 此 ， 
因为 调换 任何 一 个 顶点 的 位 置 会 在 产生 两 条 边 的 同时 失去 三 条 边 . 

R, MBB X— (a. b, g, AB Ym (es d, es PEETA 16 条 边 的 4- 正则 二 部 子 
图 . 通过 局 部 修改 来 寻找 极 大 值 的 算法 最 终 得 到 的 可 能 是 一 个 局 部 最 大 值 . 


Doe 
PACA CES 
A 


D d a 
1.3.20 注 记 在 图 G 中 ， 二 部 子 图 的 (全 局 ) 最 大 边 数 是 <(C) 减 去 从 每 个 奇 环 中 抽取 一 条 边 所 需 的 
最 少 边 数 . a 


下 一 个 极限 问题 的 出 发 点 不 是 二 部 图 ， 但 是 它 最 终 与 二 部 图 相关 . 在 政治 和 战争 中 ， 两 个 敌对 
的 人 很 少 会 有 一 个 共同 的 敌人 ; 通常 的 情况 是 ， 三 方 中 有 两 方 联合 对 付 第 三 方 .给 定 TR M 
果 任意 敌对 双方 没有 共同 的 敌对 方 ， 最 终 可 能 有 多 少 对 敌对 派系 呢 ? 

用 图 的 语言 来 说 ， 就 是 指 在 不 包含 三 角形 的 六- 顶点 的 简单 图 中 最 大 边 数 是 多 少 . 二 部 图 不 包含 
三 角形 ， 但 其 他 的 很 多 非 二 部 图 (如 Petersen 图 ) 也 没有 三 角形 .用 极端 化 方法 (通过 选择 一 个 度 最 
大 的 点 )， 可 以 证 明 上 述 最 大 值 实际 上 在 完全 二 部 图 上 取得 . 
1.3.22 定 义 图 G 是 甩 - 无 关 的 ， 如 果 它 没有 同 构 于 有 H 的 庄 导 子 图 、 
1.3.23 EB (Mantel [1907]) 在 六 顶点 的 三 角形 无 关 的 简单 图 中 ， 最 大 边 救 是 lm2/4|， 
证 明令 G 是 一 个 六 顶点 的 三 角形 无 关 的 简单 图 . 令 是 一 个 具有 最 大 度数 的 顶点 ，k 一 d(zz). 
由 于 G 没 有 三 角形 ，z 的 相 邻 顶点 之 间 没 有 边 . 因此 ， 对 z 及 其 非 邻 接 顶 点 的 度 求 和 将 使 得 每 条 边 
至 少 有 一个 端点 被 计数 一 次 ，Y d( 臣 之 e(G). 我 们 对 n 一 上 个 顶点 求 和 ， 每 个 顶点 的 度 最 多 是 人 ， 


Be) 1) 


由 于 (n 一 人 Dk 表示 Ky ex 中 边 的 条 数 ， 我 们 证 明了 eC ERE FUR ne o MES — BAK 
所 限制 . E K .中 ,将 一 个 顶点 从 大 小 为 的 部 集 转移 至 大 小 为 nok 的 集合 将 会 新 增 k 一 1 条 边 同 


所 以 eG) S Ov- lk. 
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时 丢失 n—k fili. 这 样 净 增 量 为 2k 一 1 一 条 边 . 如 果 24>z 二 1， 净 增 量 是 正 数 ， 如果 <+, 净 
增 量 是 负数 . 于 是 ， 当 & 取 |z/2| 或 Ta/21 时 ，e(CK。 ee) 取得 最 大 值 . 对 于 偶数 ">， 乘 积 是 到 /4;， 对 于 
奇数 w， 乘 积 是 (到 一 1)/4. 因而 e(G)< [n /4]. 

为 了 证 明 上 界 是 最 优 的 ， 我 们 给 出 一 个 具有 ln? /外 条 边 的 三 角形 无 关 的 图 : Kio pum a 

尽管 通过 微 积分 方法 知道 (n 一 &)k FER 上 可 以 达到 最 大 值 ， 从 某 些 方面 来 说 离散 方法 更 具有 优 
势 . 它 直接 将 4 限制 到 某 个 整数 上 ， 并 且 可 以 很 容易 推广 到 多 变量 的 情况 . 所 用 的 局 部 调换 思想 与 
定理 1. 3. 19 中 的 思想 一 致 只 不 过 ， 我 们 是 用 它 来 找 出 K。 中 的 最 大 二 部 子 图 . 在 定理 5. 2.9 中 ， 
我 们 将 把 定理 1. 3. 23 推广 到 Kr+t 无 关 的 图 中 . 

芒 泰 尔 (Mantel) 的 结果 给 了 我 们 另 一 个 理由 来 解释 为 什么 要 用 另 一 种 形式 来 表述 归纳 法 . 这 个 
理由 就 是 安全 性 . 

1.3.24 例 (一 个 错误 的 证 明 ) ”让 我 们 试 着 对 n 进行 归纳 来 证 明定 理 1. 3. 23. BAR, n2. 
这 时 ， 完 全 图 K。 的 边 最 多 并 且 没 有 三 角形 . 

BAER: n2. 我 们 试图 进行 如 下 的 证 明 “ 假 设 n=k 时 论断 成 立 ， 所 以 Kuwajfw 引 是 最 大 的 具 
有 十 1 个 顶点 的 三 角形 无 关 的 图 . 我 们 增加 一 个 顶点 x 来 得 到 一 个 有 十 1 个 顶点 的 三 角形 无 关 
的 图 . 如 果 使 zx 同 时 邻接 于 两 个 部 集中 的 顶点 就 会 产生 三 角形 . 因此 ， 我 们 让 c 只 邻接 于 较 大 的 
部 集中 的 那些 项 点， 这 样 新 增 的 边 达到 最 多 . 通过 这 种 方法 得 到 了 TTD SD 
了 证 明 .” 

这 个 论述 是 错误 的 ， 因 为 我 们 没有 考虑 所 有 含 十 1 个 顶点 的 三 角形 无 关 的 图 . 我 们 仅仅 考虑 了 
以 极 值 -顶点 图 为 诱导 子 图 的 那些 图 (证 明 过 程 中 得 到 的 ). 这 个 图 确实 是 含 k 十 1 个 顶点 的 极 值 图 ， 
但 是 我 们 不 能 在 证 明 一 个 结论 之 前 就 使 用 它 . 也许 添加 一 个 具有 很 大 度数 的 顶点 到 某 个 含 个 顶点 
的 非 极 值 图 中 也 可 以 产生 一 个 具有 上 十 1 个 顶点 的 极 值 图 . a 

习题 51 对 n 进行 归纳 ， 提 出 一 个 新 的 证 明 . 

例 1. 3. 24 的 错误 在 于 ， 归 纳 步骤 没有 考虑 到 具有 更 大 参数 值 的 所 有 实例 . 我 们 称 这 种 错误 为 
归纳 陷阱 . 如果 归纳 步骤 用 一 个 较 小 的 实例 为 新 参数 构造 得 到 了 一 个 实例 ， 那 么 必须 证 明 在 新 参数 
下 的 所 有 实例 都 已 经 被 考虑 到 了 . 

如 果 对 于 每 个 归纳 参数 的 值 仅 存在 一 个 实例 (例如 在 求 和 公式 中 )， 则 (上 面 的 论证 ) 不 会 造成 麻 
烦 . 如 果实 例 多余 一 个 ， 一 种 安全 简便 的 方法 就 是 以 新 参数 下 的 任意 实例 作为 出 发 点 这 就 明确 地 
考虑 了 新 参数 值 的 每 个 实例 G， 因 此 不 必 青 去 证 明 我 们 已 经 考虑 了 所 有 的 实例 . 

然而 ， 当 我 们 由 G 得 到 一 个 较 小 的 实例 时 ， 必 须 确认 归纳 假设 对 它 是 成 立 的 . 例如 ， 在 用 归纳 
法 证 明 欧 拉 回 路 的 特征 时 (定理 1. 2. 26) ， 删 除 环 的 边 之 后 得 到 一 个 含 多 个 连通 分 量 的 图 ， 此 时 我 
们 必须 确保 归纳 假设 对 每 个 连通 分 量 成 立 而 不 是 确保 归纳 假设 对 整个 图 成 立 . 

1.3.25 注 记 (归纳 模式 ) ”我 们 在 ”上 作 归 纳 需 要 证 明 的 命题 通常 是 一 个 荀 涵 关 系 : ACW > 
BGD. 我 们 必须 证 明 每 个 满足 A(m) 的 实例 G 都 满足 B(n). 归纳 步骤 遵循 一 个 典型 的 形式 . HG, 我 
们 得 到 某 个 (小 一 些 的 )G'. 如 果 能 证 明 G' 满 足 A(n 一 1)( 对 于 普通 归纳 )， 则 由 归纳 假设 推出 G' 满 足 
B(n 一 1). 剩 下 的 就 是 用 G' 满 足 B(n 一 1) 来 证 明 G 满 足 B(m). 

G 满 足 A(n) G 满 足 B(n) 
V ft 
GiRRAG-D > — G 满 足 B(n 一 1) 


a 
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在 如 上 所 示 的 关系 中 ， 中 间 的 推理 过 程 就 是 归纳 假设 ， 其 他 的 推理 过 程 即 是 我 们 要 做 的 工作 . 我 们 
已 有 的 归纳 证 明 遵循 了 这 个 模式 . a 

"1.3, 26 例 (归纳 陷阱 ) 归纳 陷阱 可 能 导致 错误 结论 . 我 们 试 着 对 项 点 数 作 归 纳 来 证 明 每 个 
3- 正 则 连通 简单 图 没有 割 边 . 

由 度 - 和 公式 知 ， 每 一 个 具有 奇数 度 的 正则 图 的 阶 为 偶数 ， 所 以 我 们 考虑 具有 2m 个 顶点 的 图 
最 小 的 3- 正 则 简单 图 K， 是 连通 的 并 且 没 有 割 边 ;这 就 证 明了 m—2 的 情况 ， 即 基本 步骤 . 现在 考 
虑 归纳 步 又 . 

给 定 一 个 具有 2k 个 项 点 的 3- 正 则 简单 图 ， 我 们 将 它 “ 扩 张 "成 一 个 具有 2(A 十 1) 个 顶点 的 3- 正 
则 简单 图 G“( 即 阶 的 下 一 个 取 值 ): 取 G 的 两 条 边 ， 用 通过 新 顶点 的 两 条 长 度 为 2 PH A e 
它们 ， 并 添加 一 条 边 连接 这 两 个 新 顶点 . 如 下 所 示 ，K3.3 是 由 Ks 扩张 得 到 的 . 


[IEH K- 


MR G 是 连通 的 ， 则 扩张 得 到 的 图 G' 也 是 连通 的 . 因为 ， 对 于 连接 原 有 的 某 两 个 顶点 的 路 径 ， 
如 果 它 通过 了 一 条 被 替换 掉 的 边 ， 则 该 路 径 仅 仅 是 长 度 发 生 了 变化 ， 而 到 达 某 新 顶点 的 路 径 可 以 由 
原来 的 一 条 到 达 该 顶点 的 相 邻 顶点 的 路 径 获 得 . 

如 果 G 没有 割 边 ， 则 其 每 条 边 都 在 一 个 环 上 (定理 1. 2. 10. 这 些 环 仍然 存在 于 “中 (那些 用 到 
被 替换 的 边 的 环 的 长 度 增加 ). G' 中 ， 连 接 两 个 新 点 的 边 也 位 于 一 个 环 上 ， 这 个 环 用 到 了 G 中 介 于 被 
替换 的 边 之 间 的 一 些 边 . 现在 ， 由 定理 1. 2. 14 推出 C 没有 制 边 . 

我 们 已 经 证 明了 : 如 果 G 是 连通 的 且 没 有 割 边 ， 那 么 G' 也 如 此 . 或 许 我 们 认为 通过 对 m 作 归 
纳 已 经 证 明了 每 个 含 2m 个 顶点 的 3- 正 则 连通 简单 图 没有 割 边 ， 但 是 下 面 的 图 就 是 一 个 反例 . 证 明 
失败 的 原因 是 不 能 通过 对 Ka 的 扩张 得 到 所 有 的 3- 正 则 简单 连通 图 ， 更 无 法 通过 这 种 方法 得 到 所 有 
没有 制 边 的 图 ， 关 于 这 一 点 见习 题 66. 


> 


附录 A 给 出 了 归纳 陷阱 的 另 一 个 例子 . 


图 序列 

下 面 ， 我 们 同时 考虑 所 有 项 点 的 度 . 

1.3.27 定 义 ” 一 个 图 的 度 序列 是 所 有 项 点 度 的 一 个 列表 ， 通 常 表示 为 一 个 非 递增 序列 ， 
di 之 之 dn 

每 个 图 均 有 一 个 度 序列 ， 但 是 究竟 哪些 序列 可 能 成 为 度 序 列 呢 ? 即 对 于 给 定 非 负 整数 dis s dn» 
是 否 存在 一 个 图 以 这 些 数 作为 顶点 的 度 呢 ? 度 - 和 公式 表明 马 少 必须 是 偶数 . 只 要 人 允许 轿 和 重 边 ， 
W TONCAS( 即 这 个 显然 的 必要 条 件 也 是 充分 的 一 一 译 者 注 ). 

1.3.28 命题 ARB dL, =, dy 是 灶 个 图 的 所 有 顶点 度 当 且 仅 当 di 是 偶数 . 

证 明 必要 性 . 如 果 某 个 图 G 以 这 些 数 作为 其 所 有 顶点 的 度 ， 则 度 - 和 公式 di 一 2e(G) 表 明 这 
些 数 的 和 必 为 偶数 . 

充分 性 . 假设 六 di 是 偶数 . 我 们 用 wm ，…，az 为 顶点 来 构造 一 个 图 使 得 d(w) 一 d; 对 所 有 i 成 
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Xn. 由 于 之 必 是 偶数 ， 则 奇数 的 数目 必 是 偶数 . 首先 ， 将 集合 {vi: di 是 奇数 } 中 的 顶点 任意 配对 . 
对 于 上 述 每 个 顶点 对 ， 构 造 一 条 边 使 其 端点 就 是 这 两 个 顶点 . 余下 的 每 个 顶点 还 需要 的 度数 是 偶数 
而 且 是 非 负 的 ; 对 于 每 一 个 i， 在 vi 放置 [d;/2| 个 圈 即 可 满足 这 一 条 件 . m 

这 个 证 明 是 构造 性 的 . 我 们 还 可 以 用 归纳 法 来 证 明 (习题 56). REIER, Hut ve e rtt 
容易 的 . 如 果 不 允 许 使 用 网， 就 不 能 为 序列 (2，0，0) 构 造 出 一 个 图 来 ， 央 此 条 件 就 不 青 是 充分 的 
T. 习题 63 刻 癌 了 无 峰 图 的 度 序列 的 特征 . 下 面 ， 我 们 用 一 个 递归 条 件 米 刻 郴 简 单 图 的 度 序 列 的 
特征 ， 由 此 可 以 很 容易 得 到 一 个 算法 . 现在 ， 还 存在 许多 其 他 的 刻画 方法 ，Sierksma-Hoogeveen 
[1991] 给 出 了 其 中 的 7 种 . 

1.3.29 定义 一 个 图 解 序列 是 一 系列 非 负 整 数 ， 这 些 数 可 以 构成 某 个 简单 图 的 度 序列 .我们 
称 度 序列 为 d 的 一 个 简单 图 "实现 "了 d. 

1.3.30 例 (递归 条 件 ) 序列 2，2，1，1 ALL, 0. 1 足 图 解 序列 . 图 Ks 十 Ki KAT 0. L 
添加 一 个 顶点 使 其 邻接 于 度 为 1 和 0 的 所 有 项 点 可 以 得 到 度 序列 为 2，2，1，1 的 一 个 图 ， 如 下 所 
R. 反之 ， 如 果实 现 序 列 2，2，1，1 的 某 个 图 中 有 一 个 点 也 使 其 相 邻 顶点 的 度 是 2 和 1， 则 删除 ww 
会 产生 一 个 度 序列 为 1，0，1 的 图 . 


同样 ， 为 了 说 明 33333221 是 图 解 序 列 ， 要 找到 该 序列 的 一 个 实现 使 其 中 一 个 度 为 3 的 顶点 有 3 
个 度 为 3 的 相 邻 顶点 . 这 样 的 实现 存在 当 且 仅 当 2223221 是 图 解 序列 ,我 们 记录 这 个 条 件 并 测试 
3222221. 我 们 不 断 地 删除 和 记录 ， 直 到 可 以 判断 剩 下 的 序列 是 否 是 可 实现 的 ,如 果 是 ， 则 回 过 头 米 
逐个 顶点 使 其 具有 所 需 的 度 ， 最 终 得到 原始 序列 的 一 个 实现 .实现 不 是 唯一 的 . 

下 -个 定理 表明 这 个 递归 方法 是 可 行 的 . 


33333221 3222221 221111 ,1110 
2223221 111221 10111 
w v u 
u ue 
ag Ps em 
— — -一 a 


1.3.31 定理 (Havel[1955]，Hakimi[1962]) 对 于 n1. Ab An MERA d 是 图 解 序列 当 
且 仅 当 d 是 图 解 序列 ， 这 里 d 是 删除 d 中 最 大 元 素 人 (4 一 四 并 且 将 紧 跟 的 人 个 最 大 元 素 依次 减 ] 得 
到 的 序列 . 含 1 个 元 素 的 图 解 序列 只 有 是 中 一 0. 

证 明 ”对 于 n=1, 命题 是 平凡 的 . 对 于 n0. 首先 证 明 这 个 条 件 是 充分 的 .给 定 满足 条 件 
di 2d, 的 序列 d 和 度 序列 为 巡 的 一 个 简单 图 GC! RIE (中 添加 一 个 项 点 使 其 邻接 于 (中 度 为 
di—l, n. daa 7d 的 那些 顶点 . 这 些 d; 是 d 中 紧 跟 人 4 之 后 的 4 个 最 大 的 数 , 但 是 dz — d. ns 
dasa+1 一 1 不必 是 dP A 个 最 大 的 数 . 

为 证 明 必要 性 ， 由 实现 的 一 个 简单 图 G 开始 并 构造 一 
为 4 的 一 个 顶点 . 令 S 是 一 个 大 小 为 4 的 顶点 集合 ， 其 中 的 


果 N(w) 二 S， 则 删除 w HOT ESI. 
否则 ，S 中 的 某 个 顶点 不 在 N(w) 中 . 这 时 ， 我 们 修改 G 以 增加 | NC 1S | 并且 不 改变 任何 


实现 d 的 简单 图 G. G wG 中 度 
具有 “所 需 的 度 "d2，…，dat1. 如 


ag 
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点 的 度 . 因为 | N(w) 门 S| 最 多 可 以 增 大 4A 次 ， 因 此 重复 这 个 过 程 就 会 将 G 转变 成 d 的 另 一 个 实 
AG, 并且 其 中 S 是 zw 的 邻 域 . 在 G* 中 删除 w， 则 得 到 所 需 的 实现 d ARG’. 

当 N( 四 天 S 时 为 了 找 出 G* ,我 们 选择 TES MES KB wee Hwer. 我 们 想 添加 wz 并 删 
除 wz， 但 是 必须 保持 各 顶点 的 度 不 变 . 由 于 dO dCOD Bw GEHE z 的 一 个 相 邻 顶点 而 非 x 的 相 
邻 顶点 ， 因 此 必 存 在 一 个 顶点 y 邻接 于 x 但 不 邻接 于 =. ME, RMR w ry HRM wr, yz) 
以 增 大 | Nons1. 


L] 

定理 1. 3. 31 通过 检验 有 n 一 1 个 数 的 序列 来 检验 一 个 有 个 数 的 序列 是 否 是 图 解 序列 ;由 此 得 
到 一 个 递归 算法 . KIRE d EMBORA H: Ddi = (X40 一 24 RH Dd; 和 也 的 奇偶 性 
相同 . 

算法 证 明 通过 “局 部 修改 "将 中 间 目 标 逐 步 通 近 所 求 条 件 . 这 样 的 证 明 也 可 以 改写 成 归纳 法 证 
明 ， 归 纳 参数 就 是 到 所 求 条 件 的 “距离 ” 在 定理 1. 3. 31 中 ， 这 个 距离 就 是 S 中 不 在 N(w) 中 的 顶点 
的 个 数 . 

我 们 用 了 调换 边 的 办 法 将 度 序列 为 d 的 任意 一 个 图 变 成 了 符合 所 求 条 件 的 一 个 图 下面 ， 我 们 
证 明 每 个 度 序列 为 d 的 简单 图 均 可 以 用 这 种 转换 方法 转换 为 其 他 的 任何 图 . 

1.3.32 定 义 在 一 个 简单 图 中 ， 一 个 2- 调 换 是 将 一 对 边 Ty 和 zw HRM yz wr, MR yz 
和 wx 并 不 出 现 于 原始 图 中 . 


上 图 的 虚线 表明 了 非 邻接 顶点 对 . 如 果 y*z 或 tm**z， 则 不 能 实现 2- 调换 这 个 操作 ， 因 为 由 此 
得 到 的 图 不 是 简单 图 .2- 调 换 保持 了 所 有 顶点 的 度 . 如 果 某 个 2- 调 换 将 H 变 成 日 "， 则 在 相同 的 4 
个 顶点 上 的 2- 调 换 将 H * 变 成 H. 下 图 给 出 了 两 个 连续 的 2- 调 换 操作 . 


u vw vw u v w 
xy? xy i *oy 


*1.3.33 Æ (Berge (1973, p153-154) ”如果 GG 和 H E 5 43128 V 的 两 个 简单 图 ， 则 do G0 — 
du (vw) 对 每 个 vEV 成 立 当 且 仅 当 有 一 个 2- 调 换 的 序列 将 G EROR H. 

证 明 每 个 2- 调 换 都 保持 了 所 有 项 点 的 度 ， 所 以 这 个 条 件 是 充分 的 . 相反 ， 如 果 do Co 一 
du Co) I A ve V 成 立 ， 则 通过 对 顶点 数 作 归 纳 将 获得 一 个 恰当 的 2- 调换 序列 . 如果 nea. DU 
每 个 序列 d1 ，…，d，， 最 多 有 一 个 简单 图 满足 d(w) 二 di. 因此 ， 我 们 可 以 用 "一 3 作为 基本 步骤 . 

AE nz4 的 情况 ， 并 令 岂 是 具有 最 大 度 A 的 一 个 顶点 . S— {wi ，…，va} 是 一 个 固定 的 顶 
点 集 ， 它 由 除了 zg 之 外 的 其 他 A 个 度 最 大 的 顶点 构成 . 正如 定理 1. 3. 31 的 证 明 ， 一 系列 2- 调 换 可 
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以 将 G 转换 成 G* 使 得 Nos (w) 二 S， 另 一 个 这 样 的 序列 将 H SER TH * 使 得 Nut (0 =S. 


y T 
SB K 
g ED ED 
s | ~ s 
e 
G a H 


由 于 Ne Cu) = Nut (w), MER ww 将 得 到 简单 图 GG* —w AH! =H 一 w, H delw) = 
dm'(v) 对 每 个 顶点 成 立 . 由 归纳 假设 知 ， 某 个 2- 调 换 序列 将 G' 转 换 为 H'. 由 于 调换 过 程 不 涉及 
w How fEG* B LH" 中 具有 相同 的 相 邻 顶点， 这 个 序列 将 G^ 转换 为 H. 故 先 将 GG 转换 为 G6"， 然 
后 将 G* 转换 为 H* ， 再 (用 逆序 的 2- 调 换 序列 ) 将 H* 转换 为 HH， 这 样 就 完成 了 G 到 所 的 转换 ， NI 

对 于 这 个 问题 ， 我 们 也 可 运用 如 下 的 归纳 法 . 对 恰好 出 现在 G 或 日 中 的 边 数 目 作 归纳 ， 这 个 
值 是 0 当 且 仅 当 这 两 个 图 已 经 相同 . 在 这 种 方法 中 ， 只 需 找 出 G 的 一 个 2- 调换 使 得 G 更 接近 于 万 ， 
或 找 出 H 的 一 个 2- 调换 使 得 H 更 接近 于 CC. 
习题 

对 于 带 有 参数 的 命题 ， 必 须 证 明 该 命题 对 所 有 参数 成 立 ， 而 不 能 仪 通过 举例 来 证 明 , 对 某 个 集 
合 进 行 计数 也 要 给 出 证 明 . 

.3.1 (一 ) 证 明 或 反 证 : 如 果 uw 和 wv 是 图 G 中 位 有 的 具有 奇数 度 的 顶点 ， 则 包含 一 条 u,v 路 径 . 
1.3.2 (一 ) 某 班 有 9 个 学 生 ， 每 个 学 生 给 其 他 3 个 人 送 情人 卡 . 确定 能 和 否 使 得 从 个 学 生 收 到 的 卡 均 
来 自 其 送 过 卡 的 那 3 个 相同 的 人 . (47] 
1.3.3 (4% u Al v RRA G 中 的 邻接 顶点 . 证明 :vv 至 少 属于 G 中 的 dG0 +dv) OSEE « 
1.3.4 (一 ) 证 明 : 下 面 的 图 同 构 于 Q. 


1.3.5 (一) 计算 Q 中 Ps 和 C 的 的 拷贝 数 . 
1.3.6 (一 ) 给 定 图 G AL. 确定 G+ 日 的 连通 分 量 数 和 最 大 度数 ， 并 用 G AL 的 参数 来 表示 . 
1.3.7 (一 ) 分 别 确定 Pay C, AK, 中 二 部 子 图 的 最 大 边 数 . 
1.3.8 (一 ) 下 面 哪些 序列 是 图 解 序列 ? 给 出 一 个 构造 或 者 证 明 它 不 是 . 
a)(5, 5, 4, 3, 2, 2, 2, 1) b)(5, 5, 4, 4, 2, 2, 1, D 
c)(5, 5, 5, 3, 2, 2, 1, D d)(5, 5, 5, 4, 2, 1, 1. 1) 


1.3.9 在 一 个 运动 联盟 中 ,将 所 有 运动 队 组 织 成 两 个 赛区 ， 每 个 赛区 有 13 个 队 . 能 否 恰当 安排 比 
赛 使 得 每 个 队 在 其 所 在 赛区 中 进行 9 场 比赛 而 与 另 一 个 赛区 中 的 运动 队 进 行 4 场 比赛 ? 
1.3.10 BEL, m, nJEAE GR MBC man. 找 出 有 关 1，m，n 的 充 要 条 件 以 保证 存在 一 个 连通 的 
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具有 nn 个 顶点 的 简单 图 ， 使 其 有 /个 顶点 具有 偶数 度 且 m 个 顶点 具有 奇数 度 . 

令 W 是 图 G 中 的 一 条 闭合 通道 . $ HERG 的 子 图 ，H 由 W 中 使 用 了 奇数 次 的 那些 边 构 
成 . 证 明 : HEE VEG, dV EMK. 

(DEH: MARARA. 对 任意 二 1， 构 造 具有 一 条 割 边 的 2k 十 1- 正 则 简单 图 . 

(十 ) 一 个 山区 是 上 半 部 平面 上 从 (a，0) 到 (5，0) 的 一 条 多 边 形 曲 线 . 旅行 者 A 和 B 分 别 从 
(a, OHC, ORR. 证 明 : 如 果 AM B 在 山区 内 行走 时 始终 保持 地 平面 以 上 的 高 度 一 
致 ， 他 们 仍然 能 够 相遇 (提示 : 定义 一 个 图 来 模拟 旅行 者 的 移动 ， 然 后 应 用 引 理 1. 3. 5)( 本 
Wih D. G. Hoffman 提供 ). 
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证 明 ， 至 少 有 两 个 项 点 的 任意 简单 图 有 两 个 顶点 具有 相同 的 度 .对 于 无 疾 图 这 个 结论 还 成 

PALM 

MRSS, PAE HAY nif. 

a) 存 在 一 个 具有 个 顶点 的 简单 -正则 图 . 

b) 存 在 若干 个 具有 个 顶点 的 简单 -正则 图 且 彼此 间 互 不 同 构 . 

CHOX F R> 和 g 宇 2, 证明: 存在 一 个 用 长 为 g 的 k- 正 则 图 (提示 : 用 归纳 法 构造 出 这 

种 图 ， 利 用 一 个 围 长 为 g 的 一 1- 正 则 图 H 和 一 个 围 长 为 [g/ 引 的 nCH)- 正 则 图 . iE: 阶 

最 小 的 这 样 一 个 图 称 为 一 个 (&，g) - 9). (Erd6s-Sachs[1963]) 

CDA G 是 至 少 有 两 个 顶点 的 图 . 证 明 或 反 证 : 

DWR 1 E28. A(G) 的 顶点 不 会 增加 度 的 平均 值 . 

bb 删除 一 个 度 为 3(G) 的 顶点 不 会 碱 小 度 的 平均 值 . 

(1 对 于 人 二 2,， 证明: 一 个 上 正则 二 部 图 没有 割 边 . 

令 G 是 一 个 非 爪 形 的 简单 图 . 证 明 ， 如 果 ACG) 5. 则 G 有 一 个 4- 环 . 对 所 有 的 HEN, 

构造 一 个 阶 至 少 为 ”的 非 爪 形 的 4- 正则 图 并 要 求 它 没有 4- 环 . 

(0 计算 Ku 中 长 度 为 n 的 环 的 个 数 ， 以 及 KK。 中 长 度 为 2n 的 环 的 个 数 . 

计算 Kina ft 6- 环 的 个 数 . 

(1D 令 G 是 一 个 非 二 部 图 ， 其 顶点 个 数 为 n 且 最 小 度 为 k. LIEG 中 奇 环 的 最 小 长 度 . 

DF CEG PREA! 的 一 个 环 . 证 明 : 每 个 不 在 VCC) 中 的 顶点 最 多 在 VL(C) 中 有 两 个 相 
邻 顶 点 . 

b) 用 两 种 方法 对 连接 VOR V(G) 一 V(C) 的 边 进行 计数 来 证 明 nz 4/2 Of Hh Iib ES 2n/ 
k). (Campbell-Staton[1991]) 

Ok 是 偶数 时 ， 证 明 : b) 中 的 不 等 式 是 最 优 的 (提示 : 构造 一 个 含 W/2 个 互 不 相交 的 L-I). 

用 Q 的 递归 定义 ( 例 1. 3. 8) 来 证 明 <(Qe) 一 上 2 |. 

EH: Kz.3 不 含 于 任何 一 个 Q 中 . 

(b 证 明 ， 超 方 体 中 的 每 个 长 度 为 2r 的 环 都 含 于 一 个 维 数 最 多 为 的 子 立方 体 中 .一 个 长 

度 为 2r 的 环 能 否 含 于 一 个 维 数 小 于 r 的 子 立 方 体 中 ? 

(D 计 算 Qs 中 6- 环 的 个 数 ER: Qe 中 的 每 个 6- 环 恰好 含 于 一 个 3- 维 的 子 立方 体 中 . 由 


RARE 37 


3.33 


此 对 ADS 时 Qe 中 6- 环 进行 计数 . 

给 定 AEN,， 令 G 是 Qzt+1 的 一 个 诱导 子 图 ， 诱 导 集 合 是 由 1 的 个 数 和 0 的 个 数 相差 1 的 那 

些 顶 点 构成 的 . 证 明 G 是 正则 的 ， 并 计算 n(G)，e(G) 和 G 的 围 长 . 

令 V 是 二 进 制 k- 元 组 的 集合 . 以 V 为 顶点 集 ， 设 we*v HHNH u 和 vw 恰好 有 一 个 坐标 相 

同 ， 这 样 就 定义 了 一 个 简单 图 Q. EM: Oe 同 构 于 超 立 方 体 Qk 当 且 仅 当 上 是 偶数 . 

(D. G. Hoffman) 

Cx Hk- ADI Qu 的 自 同 构 . 

a) 证 明 : Q 中 Qi 的 每 个 拷贝 是 一 个 诱导 子 图 ， 诱 导 集 合 有 V 个 顶点 并 且 其 中 所 有 项 点 
在 固定 的 k 一 j 个 坐标 上 具有 定 值 (提示 : 证 明 Qi 的 一 个 拷贝 有 两 个 顶点 在 了 个 坐标 上 
不 同 ). 

DHEDHE Qu 的 自 同 构 数 . 

VEU]: 在 Petersen 图 中 ， 每 条 边 恰 好 属于 4 个 5- 环 ， 由 此 证 明 Petersen 图 恰好 有 12 个 5- 

环 (提示 :对 于 第 一 部 分 ， 将 边 扩展 为 P 的 一 个 拷贝 并 应 用 命题 1. 1. 38). 

《1 用 完全 图 和 计数 方法 (不 是 代数 方法 ) 证 明 : 


"m n—k 
»()-Q) ko) ( B ). ocn. 
: my pn 
b) UR Yn =n wx(7)«C)- 
(9 证明 ， 顶 点 集 为 [ 妇 的 简单 偶 图 的 个 数 是 a"r) (提示 ， 建立 一 个 双 射 到 顶点 集 为 [一 1 


的 所 有 简单 图 构成 的 集合 上 》. 
(+ ) 令 G 是 一 个 三 角形 无 关 的 简单 六 顶点 图 ， 并 且 每 一 对 非 邻 接 项 点 恰 有 两 个 公共 的 相 邻 


顶点 
signi: ote (777 1). stot re VEG). 由 此 得 出 结论 ， (7 是 正则 的 ， 


bU R=5 Rf. HEU]. 从 G 中 删除 任何 一 个 顶点 及 其 相 邻 顶点 后 得 到 Petersen AQE: 
ME. G 实际 上 是 在 Qa 上 添加 一 些 连接 互补 顶点 的 边 而 得 到 的 ). 
(+ ) 令 G 是 一 个 风筝 形 无 关 的 简单 六 顶点 图 ， 并 且 每 一 对 非 邻接 项 点 恰好 有 两 个 公共 的 相 


邻 顶 点 . 证 明 : G EWH C Galvin). 
(十 ) 令 nn 和 是 整数 且 Ln 1. 令 G 是 一 个 简单 4- 顶 点 图 ， 且 GG 的 每 个 k- 顶 点 诱导 子 


IE m OR - 
: 172 
2) G' 是 G AE AINE TIR. e 证 明 : «ce» (a) 


DHGOEB GE (Ky. Ka) (提示 : 用 (a) 来 证 明 以 u,v 为 端点 的 边 的 条 数 不 依 赖 于 ， 


v 的 选择 ). 
令 G 是 一 个 4- 顶 点 图 删除 其 中 的 一 个 点 后 得 到 的 子 图 系列 如 下 ， 试 确定 G 
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设 G 是 一 个 无 峰 正 则 图 且 n(G) 宇 3. 4 HERR G 的 一 个 顶点 后 得 到 的 图 . 描述 (并 证 
明 ) 一 个 由 H SIG 的 方法 . 

令 G 是 一 个 至 少 有 3 个 顶点 的 图 . 证 明 : G 是 连通 的 当 且 仅 当 至 少 有 两 个 通过 删除 G 中 
的 一 个 顶点 而 得 到 的 子 图 是 连通 的 (提示 : 用 命题 1. 2. 29). 

Cr +). 证 明 : 每 个 至 少 有 3 个 顶点 的 非 连通 图 G 是 可 重 构 的 (提示 ， 用 习题 1. 3. 38 来 确 

定 G 是 非 连通 的 ， 用 G s G 来 找到 G 的 一 个 分 量 M， 它 在 顶点 最 多 的 所 有 分 量 中 出 

现 的 次 数 最 多 ， 用 命题 1. 2. 29 来 选择 v 使 得 1 一 M 一 v 是 连通 的 ， 并 且 通 过 找到 某 个 G 一 

vi( 其 中 M 的 一 个 拷贝 变 成 二 的 一 个 拷贝 ) 来 重 构 G). 

(0D) 令 G 是 一 个 n- 顶 点 简单 图 ， 其 中 n2. 在 下 面 的 每 个 条 件 下 ， 确 定 G 中 边 数 的 最 大 可 

能 值 . 

a)G 有 一 个 大 小 为 a 的 独立 集 . 

DG ffi k 个 连通 分 支 . 

c)G 是 非 连通 的 . 

(1 证 明 或 反 证 : ME G 是 一 个 n- 顶 点 简单 图 ， 且 其 最 大 度 是 [a/2]、 最 小 度 是 |n/2| 一 1， 

W G 是 连通 的 . 

令 G 是 一 个 k- 正 则 图 ， 其 中 互 不 邻接 且 没 有 公共 相 邻 项 点 的 那些 顶点 构成 集合 S. IOS E 

原理 证 明 |S| 志 In(G)/(k 十 1 省 . 证 明 该 上 界 对 Qs 最 可 能 达到 ( 注 ; 该 上 界 对 Qi 不 大 可 能 

达到 ). 

(十 ) 令 GG 是 一 个 没有 孤立 点 的 简单 图 ， 并 令 a = 260) /n(G) J& G MY PIE. G oE v y 

相 邻 顶点 的 平均 度 . 证 明 : (o) Sa 对 某 个 vEV(G) 成 立 . 构造 一 个 由 无 限 个 连通 图 构成 

的 图 族 使 得 :Cw 二 a 对 每 个 v 成立 ( 提 示 : 对 于 第 一 部 分 ， 计 算 kw) 的 平均 值 ， 当 ry yO 

时 利用 z/y+ y/ 3222). (Ajtai-Komles-Szemeredi[1980]) 

CDA G 是 一 个 平均 度 为 a 二 2e(G)/n(G) 的 无 圈 图 . 

adie]: z 的 平均 度 至 少 为 a HH d GO <a/2. 

bb) 用 (a) 给 出 一 个 算法 来 证 明 : 如 果 a0, WI G 有 一 个 最 小 度 大 于 a/2 的 子 图 . 

NEM: 不 存在 大 于 1/2 的 常数 使 得 G 一 定 有 一 个 最 小 度 大 于 ca 的 子 图 . 这 也 证 明了 
(b) 中 的 边界 是 可 能 达到 的 (提示 : JH Kiai). 

确定 Petersen 图 的 二 部 子 图 的 最 大 边 数 . 

证 明 或 否定 : 只 要 定理 1. 3. 19 中 的 算法 应 用 于 一 个 二 部 图 ， 它 就 会 找到 具有 最 多 边 的 二 

部 子 图 (整个 图 ). 

对 (GEA, ER: 每 个 非 平凡 无 冉 图 G 均 有 一 个 二 部 子 图 H 使 得 H 的 边 数 多 于 

e(G)/2. 

HER G, Gos (Gr 有 2n e USO FE limfa = 1/25 JEP /是 Gn 中 最 大 二 部 子 图 的 

边 数 E(G,) 所 占 的 比例 . 

对 每 个 kEN 和 每 个 无 圈 图 G， 证 明 : G 有 一 个 k- 部 子 图 月 (定义 1.1.12) 使 得 e(H) 之 (1 一 

1/k) eG). 

(+ ) 对 wn 过 3， 在 每 条 边 均 属于 某 个 三 角形 的 顶点 图 中 ， 确 定 连通 + 顶点 图 的 最 小 边 数 . 

CErdos[ 1988) 
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(十 ) 令 G 是 一 个 简单 -顶点 图 ， 其 中 n3. 

a) 用 命题 1.3. 11 证 明 : 如 果 G 的 边 多 于 n?/4 R, W G 有 一 个 顶点 使 得 删除 它 之 后 得 到 一 
个 边 数 多 于 (n 一 1)?/4 的 图 (提示 : 在 每 个 图 中 ， 边 数 是 一 个 整数 ). 

b) 由 (a)， 用 归纳 法 证 明 : WME e(G) 二 只/4， 则 G 有 一 个 三 角形 . 

证 明 : 每 个 边 数 最 大 的 wn- 顶 点 三 角形 一 无 关 的 简单 图 均 同 构 于 Kipp: 扩展 定理 

1.3. 23 的 证 明 ). 

(1) 每 局 桥牌 比赛 有 两 个 队 ， 每 队 有 两 个 人 搭档 . 在 某 俱乐部 中 ， 某 晚 他 们 规定 如 果 4 个 

人 中 的 任意 2 人 在 当晚 的 比赛 中 曾 做 过 搭档 ， 则 这 4 个 人 不 能 再 一 起 进行 比赛 ,假设 有 15 

个 人 来 到 俱乐部 ， 但 是 其 中 一 人 决定 去 学 习 图 论 ， 其 他 14 人 打牌 ， 直 到 每 一 个 人 都 已 经 

参与 了 4 局 比赛 ， 然 后 他 们 又 成 功 地 玩 了 6 局 比赛 (12 组 搭档 ). 现在 这 14 个 人 无 法 再 进 

行 比赛 了 . 证 明 : 如 果 他 们 可 以 说 服 那个 学 习 图 论 的 人 来 参与 比赛 ， 则 至 少 还 可 以 玩 一 局 

比赛 ( 选 自 Bondy-Murty[1976，pl11]). 

(十 ) 令 G 是 一 个 有 个 顶点 的 简单 图 ，!(C) 是 G 和 G 中 三 角形 的 总 数 . 

sus. «o- (7) -e-n«o« D (7 etas. 分 别 考虑 任意 二 个 项 上 
对 每 一 面 的 贡献 ). 

昌 证 明 ，((G)>>n(n 一 DC 一 5)/24( 提 示 : 用 平均 度 来 表示 J) (的 FD. 


e n— 1 可 以 被 4 整除 时 ， 构 造 一 个 图 使 (b) 中 的 等 号 成 立 (Goodman [1959 ]) 

(十 ) 不 请 导 Pi 的 最 大 大 小 

a) 令 G 是 一 个 非 连 通 简单 图 的 补 图 . 证 明 : (OAG? 且 等 号 仅 对 于 Kaco aco RSL « 

bS G 是 一 个 简单 连通 的 P4 -无 关 的 图 ， 其 最 大 度 为 证 明 e(G)<k?. CSeinsche[ 1974], 
Chung-West[1993]) 

BUR CORE n ik EX VENE. 如 果 di1，…，d， 是 非 负 整数 且 >d; 是 偶数 ， 则 存在 一 个 

顶点 图 使 其 顶点 的 度 为 di s s d, GE: 这 就 给 出 了 命题 1. 3. 28 的 另 一 种 证 明 ). 

(Den RESH. 今 d 是 mn 个 非 负 整数 的 序列 ， 其 和 是 偶数 且 最 大 元 率 小 于 并 且 与 最 小 

元 素 的 差 最 多 为 1. 证 明 : d 是 一 个 图 解 序列 (提示 : 用 Havel-Hakimi 定理 . PF: 443333 

是 这 样 一 个 序列 ，33333322 thE). 

Havel-Hakimi 定理 的 推广 . 给 定 一 个 非 递增 的 非 负 整数 序列 d. 删除 d. 并 将 剩 下 的 du 个 

最 大 元 素 分 别 减 1， 将 这 样 得 到 的 序列 记 为 4'. 证 明 : d 是 图 解 序列 当 且 仅 当 vd 是 图 解 序 

列 (提示 : 模仿 定理 1. 3. 31 的 证 明 ). (Wang-Kleitman [1973]) 

SX d—(i, =, da), Jh dzi 一 dz;-1 一 i 对 1<i<k 成 立 . 证 明 : d 是 图 解 序列 (提示 : 

不 要 使 用 Havel-Hakimi ££ I). 

(44 d 是 一 个 整数 序列 ， 它 包含 个 a 和 nn 一 k 个 b， 其 中 a 宇 b 宇 0. 确定 d 成 为 图 解 序 

列 的 充 要 条 件 . 

(0 假设 G&G H n(G)=1 mod 4. 证 明 : G 至 少 有 一 个 顶点 的 度 为 (n(G) 一 1)/2. 


假设 BLA 的 余数 为 0 或 1. 构造 一 个 有 y (7) 条 边 的 点 简单 图 G 使 得 AOZKO 


ig 
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1.3.63 (D$ dis c. d, ARR di 4,270. 证 明 : FEIER A ID EEA 
Adi, ry d, 4AM Didi EARI H di <d t + dq. (Hakimi [1962]) 

1.3.64 (D di «d, 是 一 个 简单 图 G 的 所 有 顶点 的 度 . 证 明 : 如 果 dj 在 j 入 "一 1 一 几时 
成 立 ， 则 CG 是 连通 的 (提示 : 考虑 删除 某 个 度 最 大 的 顶点 后 的 一 个 连通 分 基 ). 

1.3.65 (+) ai xa, 是 互 不 相同 的 正 整数 . 证 明 : 存在 一 个 有 at+1 个 顶点 的 简单 图 使 得 其 
互 不 相同 的 顶点 度 构成 的 集合 是 ci ，…，w (提示 : 对 上 用 归纳 法 来 构造 这 样 一 个 网). 
(Kapoor-Polimeni-Wall[ 1977 ]) 

1.3.66 (* )3- 正 则 图 的 扩张 (参见 例 1.3. 260. 对 于 "一 4k， 其 中 &22, HI A Rl n 个 顶点 的 连 
通 3- 正 则 简单 图 使 得 它 没有 割 边 ， 并 且 它 不 能 由 一 个 更 小 的 3- 正 则 简单 图 通过 扩张 得 到 ( 提 
R: 所 需 的 图 必须 不 具有 这 样 的 边 ， 应 用 “删除 "操作 删除 这 条 边 可 得 到 一 个 更 小 的 简单 图 ). 

1.3.67 (*)3- 正 则 简单 图 的 构造 . 

a) 证 明 : 一 个 2- 调 换 可 以 通过 一 系列 扩张 和 删除 来 实现 ; 这 些 操作 在 例 1. 3. 26 中 定义 过 
GER: 若 删除 操作 会 导致 重 边 ， 则 它 是 不 被 允许 的 ). 

DAWEH: 每 个 3- 正 则 简单 图 均 可 以 由 Ky 通过 一 系列 扩张 和 删除 操作 来 得 到 . (Batagelj 
[1984]) 

1.3.68 (>x) 令 G 和 月 是 两 个 简单 二 部 图 ， 每 个 赂 的 二 部 剂 分 均 为 X，Y. WEH, del) = dy} 
所 有 ve XUY 成 立 当 且 仅 当 存在 2- 调 换 的 一 个 序列 将 G 转换 为 H 并 且 该 序列 不 改变 二 部 
剖 分 (每 一 个 2- 调换 将 两 条 连接 XX 和 Y 的 边 替换 为 另外 两 条 连接 X 和 YY RUD. 


1.4 有 向 图 

前 面 我 们 用 图 为 一 些 对 称 关系 建立 了 模型 . 关系 不 必 是 对 称 的 ; 通常 S 上 的 一 个 关系 可 以 是 
SXS 中 有 序 对 的 任意 集合 (参见 附录 A). 对 于 这 些 关 系 ， 我 们 需要 一 个 更 一 般 的 模型 ， 
定义 和 例子 

为 S 上 的 一 个 普通 关系 寻找 图 表示 的 过 程 导致 了 有 向 图 模型 的 产生 . 

1.4.1 例 对 于 自然 数 *，>， 如 果 y/z 是 一 个 素数 ， 则 称 工 是 y 的 一 个 “ 极 大 约 数 ”. 对 于 
N， 集 合 R={(r，yES :7 是 y 的 一 个 极 大 约 数 } 是 S 上 的 一 个 关系 . 为 了 用 图 将 它 表示 出 来 ， 
我 们 为 S 中 的 每 个 元 素 指 定 坐 标 系 中 的 一 个 点 ， 并 且 只 要 (z+，y) ER 就 夯 一 个 从 x 到 y 的 箭头 .下 
而 我 们 给 出 了 S=[12] 时 的 结 
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1.4.2 定 义 一 个 有 向 图 G 是 一 个 三 元 组 ， 其 中 包含 一 个 项 点 集 V(C) 、 一 个 边 集 E(C) 和 一 个 
为 每 条 边 分 配 一 个 有 序 顶 点 对 的 函数 . 有 序 对 的 第 一 个 顶点 是 边 的 尾部 ， 第 二 顶点 是 头 部 ; 它们 统 
称 边 的 端点 .我们 说 一 条 边 就 是 指 一 条 从 其 尾部 到 头 部 的 边 . 

术语 “ 头 部 "和 * 尾 部 ”来自 有 向 图 中 使 用 的 箭头 . 与 绘图 一 样 ， 我 们 为 每 个 顶点 分 配 平面 上 的 一 
个 点 ， 为 每 条 边 分 配 一 条 曲线 来 连接 其 端点 . 如 果 绘制 的 是 有 向 图 ， 我 们 给 曲线 一 个 方向 ， 从 尾部 
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指向 头 部 . 

如 果 用 一 个 有 向 图 模拟 一 个 关系 ， 每 条 边 最 多 对 应 一 个 有 序 对 (尾部 ， 头 部 ). 这 样 ， 与 处 理 简 
单 图 时 相同 ， 我 们 往往 忽视 为 每 条 边 分 配 端点 的 那个 函数 ， 而 仅仅 把 每 条 边 看 做 一 个 有 序 项 点 对 . 

1.4.3 定义 ”在 一 个 有 向 图 中 ， 一 个 团 是 端点 相同 的 一 条 边 . 重 边 指 的 是 具有 相同 有 序 端点 对 
的 所 有 边 . 一 个 有 向 图 是 简单 的 ， 如 果 每 个 有 了 序 对 至 多 是 一 条 边 的 头 部 和 尾部 ， 每 个 顶点 处 可 以 有 
一 个 图 . 

在 一 个 简单 有 向 图 中 ， 我 们 将 尾部 为 x、 头 部 为 vu 的 边 记 为 uv. 如 果 有 一 条 从 4 到 的 边 ， 则 
称 v 是 u 的 后 继 ，v 是 v 的 前 驱 . MM uv RR" AA KAM u Hy HL”. 

1.4.4 应 用 一 个 有 穷 状态 机 (也 称 作 有 穷 自动 机 或 离散 系统 ) 有 若干 可 能 的 “状态 ”. 这 样 一 个 
系统 可 以 用 一 个 有 向 图 来 表示 ， 其 中 顶点 表示 状态 ， 边 表示 两 个 状态 之 间 可 能 的 转换 . 

转换 本 身上 只 沿 一 个 方向 进行 ， 所 以 有 向 图 提供 了 正确 的 模型 . 边 上 的 标记 可 以 用 来 记录 触发 转 
换 的 事件 ， 当 一 个 事件 使 得 系统 保持 在 同一 状态 时 ， 我 们 用 圈 来 表示 . 当 两 种 事件 可 以 触发 某 特定 
的 转换 时 ， 我 们 可 以 用 重 边 来 表示 . 

考虑 由 两 个 开关 控制 的 一 菩 灯 ， 通 常 称 之 为 一 个 “三 向 开关 ”. 第 一 个 开关 可 以 是 开 或 关 ， 第 二 
个 开关 可 以 是 开 或 关 ， 而 灯 也 可 以 是 开 ( 十 ) 或 关 ( 一 )， 这样， 共有 8 个 状态 . 状态 之 间 的 转换 是 由 
开关 触发 的 .在 下 面 的 图 中 ， 水 平 边 表示 由 第 一 个 开关 触发 的 转换 ， 垂 直 边 表示 由 第 二 个 开关 触发 
的 转换 ( 当 讨 论 有 穷 状 态 机 时 ， 通 常 将 点 画 得 足够 大 以 便 将 标记 置 于 其 中 ， 但 我 们 仍 坚持 用 实心 加 
点 表示 顶点 ). 


LASEM 当 一 个 系统 随机 运行 时 ， 边 上 的 标记 可 以 用 来 记录 转换 发 生 的 概率 . 离开 某 个 
顶点 的 所 有 边 上 的 概率 和 为 1， 这 种 系统 叫做 Markov 链 . 线性 代数 的 方法 可 以 用 来 计算 长 期 在 某 
个 状态 下 所 花 时 间 的 百分比 

例如 ， 假 设 天 气 有 两 个 状态 : 好 和 坏 . 气流 的 移动 足够 慢 以 至 于 明天 的 天 气 将 会 和 今天 的 一 
样 . 在 大 多 数 地 区 ， 暴 风雨 不 会 拖延 很 长 时 间 ， 所 以 我 们 可 以 采用 下 图 中 的 转换 概率 .如 果 按 小 时 
记录 状态 而 不 是 按 天 记录 ， 那 么 保持 同一 状态 的 概率 会 更 高 . 


1.4.6 定义 ”一 个 有 向 图 是 一 条 路 径 ， 如 果 它 是 一 个 简单 有 向 图 而 且 其 顶点 可 以 进行 线性 排 


序 ， 使 得 存在 一 条 以 为 尾部 、 以 为 头 部 的 边 ， 当 且 仅 当 在 排序 中 心 是 直接 跟 在 4 的 后 面 . 一 个 
环 可 以 进行 类 似 的 定义 ， 只 需 将 顶点 排 成 一 个 环 . 

1.4.7 例 ( 函 教 有 向 图 ) 我们 可 以 用 有 向 图 来 研究 函数 /: A 一 A. /的 函数 有 向 图 是 顶点 集 为 
A WEI, SOD: rE A} 的 简单 有 向 图 . 对 于 每 个 zx， 以 x 为 尾部 的 唯一 一 条 边 指向 了 在 了 


下 的 像 . 


[54] 
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在 函数 有 向 图 中 ， 沿 一 条 路 径 行进 就 是 进行 函数 迭代 . 在 一 个 排列 中 ， 每 个 元 素 恰好 是 一 个 元 
素 的 像 ， 所 以 它 的 函数 有 向 图 在 每 个 顶点 处 均 有 一 个 头 部 和 一 个 尾部 . 因此 ， 一 个 排列 的 函数 有 向 
图 由 若干 不 相交 的 环 构成 . 下 图 中 ， 我 们 给 出 了 [7] 的 一 个 排列 的 函数 有 向 图 . 
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* 1.4.8 注 记 在 图 和 有 向 图 这 两 个 模型 中 ,我 们 通常 对 于 相关 联 概念 使 用 相同 的 名 字 . 许多 
作者 在 讨论 有 向 图 时 将 "顶点 "和 * 边 " 改 用 * 节 点 "和 "* 弧 "， 但 这 使 一 些 类 推 过 程 难以 实施 . 一 些 结果 
具有 相同 的 陈述 和 证 明 ， 仅 仅 因 改变 术语 (尤其 在 第 4 章 ) 而 重复 推导 它们 是 一 种 浪费 . 

同时 ， 图 G 也 可 以 用 有 向 图 D 来 模拟 ， 将 其 中 每 条 边 vvE ECG) BM uv, vu€ ED). 这 样 ， 
有 向 图 的 结果 可 以 应 用 到 图 上 . 由 于 有 向 图 中 * 边 ”的 概念 扩展 了 图 中 * 边 ”的 概念 ， 因 此 使 用 同一 个 
术语 是 清楚 的 . 

一 些 作者 用 “有 向 路 径 " 和 “有 向 环 ”来 表示 我 们 在 有 向 图 中 的 路 径 和 环 的 概念 ， 但 是 这 种 区 别 是 
不 必要 的 ; 对 于 不 包含 箭头 的 “ 弱 ” 图 ， 我 们 可 以 通过 忽略 方向 来 得 到 一 条 路 径 或 环 ， 下 面 来 定义 这 
个 概念 . a 

1.4.9 定 义 dio D 的 底 图 是 将 D 中 的 边 看 做 无 向 对 之 后 得 到 的 图 G; 顶点 集 和 边 全 保持 不 
变 ， 并 且 在 和 G 中 边 的 端点 是 相同 的 ， 但 是 在 G 中 它们 是 无 序 对 
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图 论 的 许多 方法 是 在 研究 普通 图 时 得 到 的 . 有 向 图 是 一 个 有 用 的 额外 工具 ， 尤 其 是 在 实际 应 用 
中 。 正 如 我 们 试图 说 明 的 那样 ， 我 们 希望 通过 描述 图 和 有 向 图 的 异同 来 使 得 概念 更 加 清楚 . 

在 对 比 有 向 图 和 图 时 ， 我 们 通常 用 G 表示 图 而 用 D 表示 有 向 图 . 如 果 单 独 讨论 一 个 有 向 图 ， 
我 们 通常 用 G- 

1.4.10 定义 ”对 于 图 和 有 向 图 ， 子 图 、 同 构 、 分 解 和 并 的 定义 是 相同 的 . 在 有 向 图 G 的 邻接 
矩阵 A(G) 中 ， 位 置 i，j 的 元 素 是 从 ui 到 vj 的 边 的 条 数 . 在 无 图 有 向 图 G 的 关联 矩阵 M(G) 中 ， 我 
们 设 mi; 7 71 de v Hey 的 尾部 ， 设 mi 一 一 1 如 果 Re; GAM. 

1.4.11 例 如 下 有 向 图 的 底 图 是 例 1. 1. 19 中 的 图 ; 注意 其 相应 矩阵 的 相似 处 和 相 异 处 ， 


a b c d e 


x yt 
(1 b R 4310 0 
x[1010 e x{41 0 +1 -1 0 
Fy E E ez y| o -1 -1 +1 4 
zo 000 4 zio 0 0 0 -1 
AG) © a MG) " 
要 定义 连通 的 有 向 图 ， 有 两 种 选择 . 可 以 仅仅 要 求 底 图 是 连通 的 ， 然 而 这 不 能 反映 有 向 图 的 连 


通 性 的 有 用 之 处 . 
1.4.12 定义 一 个 有 向 图 是 弱 连 通 的 ， 如 果 它 的 底 图 是 连通 的 一 个 有 向 图 是 强 连通 的 或 者 


强 的 ， 如 果 对 于 每 个 有 序 顶 点 对 u，v， 存 在 一 条 从 u Hv HBB. 一 个 有 向 图 的 强 分 量 是 指 它 的 极 


基本 概念 


大 强 连通 子 图 . 

1.4.13 仅 由 边 zy 构成 的 2- 顶 点 有 向 图 有 一 个 +，y- 路 径 , 但 没有 y>，z- 路 径 ， 因 此 不 是 
强 连通 的 .作为 一 个 有 向 图 ， 一 条 六 项 点 路 径 有 ) 个 强 分 量 ; 但 是 一 个 环 只 有 一 个 强 分 量 . 在 下 面 
的 有 向 图 中 ， 三 个 被 圈 起 来 的 子 有 向 图 是 强 分 量 . 强 分 量 的 性 质 在 习题 10 一 13 中 讨论 . 


“1.4. 14 应 用 (游戏 ) 许多 双人 游戏 可 以 用 有 穷 状 态 机 来 描述 . 顶点 集 是 游戏 中 所 有 可 能 的 状 
态 构成 的 集合 ， 如 果 ( 一 个 游戏 者 在 其 自己 的 这 一 轮 中 ) 做 出 某 种 步骤 使 得 状态 从 工 移动 到 >， 则 产 
生 一 条 从 状态 到 状态 y 的 边 . 

令 W 是 能 取胜 的 位 置 对 应 的 那些 顶点 构成 的 集合 ; 将 游戏 状态 转变 成 这 种 状态 的 游戏 者 获胜 
没有 边 离开 W. 失败 者 将 游戏 状态 转变 到 某 个 状态 使 得 该 状态 有 到 W 的 边 ， 因 为 这 时 另 一 个 游戏 
者 下 一 步 就 可 以 到 达 W T. 分 析 游 戏 的 一 种 方法 就 是 寻找 由 互 不 邻接 的 顶点 构成 的 一 个 集合 S， 使 
得 它 包 含 W 并 且 每 一 个 不 在 S 中 的 顶点 均 通过 一 条 边 连接 到 S 中 的 一 个 顶点 . 能 够 将 游戏 状态 转 
变 到 S 中 的 某 顶 点 的 游戏 者 获胜 ， 但 是 不 得 不 从 S 中 的 某 个 顶点 开始 移动 的 游戏 者 失败 . 

例如 ， 考 虑 一 个 游戏 ， 其 中 有 两 堆 硬币 ， 每 个 游戏 者 在 其 轮 次 中 可 以 拿 掉 其 中 一 堆 硬 币 中 的 任 
意 一 部 分 . 拿 掉 最 后 一 个 硬币 的 游戏 者 获胜 . 所 有 可 能 的 游戏 状态 是 非 负 整数 对 (r，s), 游戏 的 定 
义 指明 (0，0) 是 唯一 的 获胜 状态 . 然而 ， 有 希望 获胜 的 状态 集合 SEC, r): r>0). 由 于 在 游戏 
的 一 个 步骤 中 只 有 一 个 坐标 可 能 会 减少 ,在 S 之 内 是 没有 边 的 . 对 于 任意 (r，s) FS， 一 个 游戏 者 
从 稍 多 的 一 堆 硬 币 中 拿 掉 | "一 * | 即 可 到 达 S. 

一 般 的 争 抢 游戏 开始 于 任意 堆 硬币 ， 每 一 堆 有 任意 多 个 硬币 ， 除 此 之 外 游戏 规则 是 相同 的 ， 习 
题 18 保证 了 争 抢 游戏 总 是 有 一 个 胜利 方案 集合 S， 因 为 这 个 游戏 的 无 向 图 没有 环 . 如 果 初 始 位 置 在 
SS 中， 那么 第 二 个 游戏 者 获胜 (假设 最 优 玩法 ). 否则 ， 第 一 个 游戏 者 获胜 . a 

"1.4.15 定 义 有 向 围 口中 的 一 个 核 是 一 个 集合 SSV(D)， 使 得 S 不 包含 边 并 且 每 个 不 在 S 
中 的 顶点 均 在 S 中 有 一 个 后 继 . d 

奇 环 这 种 有 向 图 没有 核 ( 习 题 17); 但 是 如 果 不 允 许 奇 环 作为 子 图 ， 通 常 均 会 得 到 一 个 核 . 为 了 
证 明 这 一 点 ， 所 有 用 到 的 路 径 、 环 和 通道 都 是 有 向 的 . 关于 在 有 向 图 中 的 移动 ， 我 们 需要 一 些 声 
明 ， 它 们 的 正确 性 可 以 用 图 中 相同 的 过 程 来 证 明 . 例如 ， 有 向 图 中 的 任意 w，v- 通 道 包含 一 条 ， 
路 径 (习题 3); 有 向 图 中 的 任意 闭合 奇 通道 包含 一 个 奇 环 (习题 4). 从 工 到 y 的 距离 的 概念 将 在 
2. 1 节 进 行 更 加 详细 的 讲解 ; 它 是 x，y- 路 径 的 最 短 长 度 . 

*1.4.16 定理 (Richardson[1953]) 没有 坷 环 的 任意 有 向 图 均 有 一 个 核 . 

EM 邻 品 是 这 样 一 个 有 向 图 . 我 们 首先 考察 D 是 强 连通 的 情况 ， 见 下 页 图 . 任意 给 定 一 个 
顶点 yYEV(D), $ SERR y 的 距离 为 偶数 的 顶点 构成 的 集合 每 个 到 y 的 距离 为 奇数 的 顶点 在 S 
中 有 一 个 后 继 ， 正 如 所 需 的 那样 . 

如 果 S 中 的 顶点 不 是 彼此 非 邻接 的 ， 则 存在 一 条 边 uv 使 得 uw，vE S. 由 S 的 定义 可 知 ， 存 在 一 
条 具有 偶数 长 度 的 wx，y 路 径 已 和 一 条 具有 偶数 长 度 的 v，y 路 径 已 - 将 zm 加 到 已 的 初始 端 得 到 一 条 
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具有 奇数 长 度 的 w，y- 通 道 W. 因为 D 是 强 连通 的 , D 有 一 条 v. uw- 路 径 Q 将 Q 与 P 或 W 合并 得 到 
DD 中 的 一 条 闭合 奇 通道 . 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 闭合 奇 通道 包含 一 个 奇 环 . 因此 ，S 是 忆 的 一 个 核 . 


TR CORO 


对 于 一 般 情况 ， 我 们 对 mn(D) 用 归纳 法 . 

基本 步骤 : n(OD) — 1. 唯一 的 例子 是 一 个 无 圈 独 立项 点 . 这 个 顶点 是 其 自身 的 核 . 

VARIES: CD) 1. 因为 我 们 已 经 对 强 联通 图 进行 了 证 明 ， 因 此 可 以 假设 D 不 是 强 连通 的 . 
HF D 中 的 某 个 强 连 通 分 量 D'， 不 存在 从 D' 中 的 一 个 顶点 到 不 在 D' 中 的 一 个 顶点 的 边 (习题 11). 
我 们 已 经 证 明了 D' 有 一 个 核 ; 令 S' 是 D' 的 核 . 

从 D 中 删除 D' 以 及 S “的 所 有 前 驱 ， 设 所 得 子 有 向 图 为 D. 由 归纳 假设 知 ，D" 有 一 个 核 ; 设 5S” 
E D'HAR. RIKA S USED 的 一 个 核 . 由 于 DUA S 的 前 驱 ， 故 S US 内 没有 边 . D'— 


S 中 的 每 个 项 点 在 S" 中 有 一 个 后 继 ， 所 有 其 他 不 在 SU SS" 中 的 顶点 在 S "中 有 一 个 后 继 . a 
顶点 度 

在 有 向 图 中 ， 我 们 用 图 中 相同 的 符号 来 表示 顶点 数 和 边 数 . 顶点 度 的 符号 区 别 了 边 的 头 部 和 
JW. 


14.17 定义 4 vt —^ di Bib. 出 度 d* COE XL v ALAS ib RH. Ad CO 
是 以 Uv 为 关 部 的 边 的 条 数 . 出 邻 域 或 后 继 集 N+ (vv) 是 {7EV(G): vx). 入 邻 域 或 前 驱 集 N (UE 
{zEV(G):， ru}. 最 小 入 度 和 最 大 入 度 表示 为 6 (OPA (G); APER, 我 们 用 1 (G) 和 
A* (OG) 来 表示 。 

在 有 向 图 中 ,将 图 的 度 - 和 公式 类 推 过 来 是 很 简单 的 . 

1418 命题 在 有 向 图 G 中 ，》) d+ (w=e(G)= J) d w. 


证 明 每 条 边 恰 有 一 个 尾部 和 一 个 头 部 . a 

将 度 序列 类 推 到 有 向 图 中 即 得 到 * 度 对 "(d+ Co. d^ (vi)) 的 序列 . 整数 对 的 序列 何 时 能 成 为 
一 个 有 向 图 的 度 对 序列 呢 ? 如 图 所 示 ， 当 我 们 允许 重 边 的 时 候 这 是 很 简单 的 . 

“1.4.19 命题 非 负 整 数 对 的 一 个 序列 是 某 个 有 向 图 的 度 对 序列 当 且 仅 当 第 一 个 坐标 的 和 等 于 
第 二 个 坐标 的 和 . 

证 明 这 个 条 件 是 必要 的 ， 因 为 每 条 边 均 有 一 个 尾部 和 一 个 头 部 ， 它 们 在 这 两 个 和 中 都 要 被 计 
数 一 次 . 

对 于 充分 性 ， 考 察 整数 对 {(d;*，d，): 1 in) RIBUS n, = w 令 mm 一 也 di+ = Vd. BE 
p. 给 这 些 点 分 配 正 标记 ， 使 得 其 中 dit 个 点 标记 为 i. 同时， 给 分 配 负 标 记 ， 使 得 其 中 
标记 为 一 j. 对 于 标记 为 i 和 一 j 的 点 ， 从 vw 到 vi He RU. 这 样 就 产生 了 一 个 有 向 图 ， 
它 满足 d+ (vw)=di+ 和 d (w) =d . [| 

对 于 简单 有 向 图 ， 这 个 问题 就 难 一 些 . 通过 一 个 变换 ,问题 可 以 用 二 部 图 加 以 重 述 ， 这 里 用 到 
的 变换 在 许多 关于 有 向 图 问题 中 都 非常 有 用 . 

* 1.4.20 定义 ”有 向 图 DD 的 分 裂 是 一 个 二 部 图 G， 其 部 集 V+ ，V- RVD HAD. HH 
个 顶点 TEV(D)， 存 在 一 个 顶点 z+ EV+ 和 一 个 顶点 六 EV HED PREAH HR, EG 
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中 存在 一 条 以 x+ ，v 为 端点 的 边 . 


oxf>oo berd 


“1.4.21 注 记 DD 的 分 裂 中 的 顶点 度 是 D 中 顶点 的 入 度 和 出 度 
此 外 ， 如 果 一 个 头 ，Y- 二 部 图 G 满 足 |X| = |Y|=n， 则 可 以 通过 如 下 转换 得 到 一 个 站 顶点 
有 向 图 D: 为 G 中 每 条 边 riy; 在 DD 中 增加 一 条 边 ww, 现在 G 是 DD 的 分 列 ( 这 是 在 简单 有 向 图 中 允许 
有 图 的 一 个 理由 ). 
这 样 ， 存 在 一 个 具有 度 对 {(dt di ): 1<i<n) 的 简单 有 向 图 当 且 仅 当 存在 一 个 简单 二 部 图 G 
使 得 其 中 一 个 部 集中 顶点 的 度 为 dr ，…， 员 而 另 一 个 部 集中 顶点 的 度 为 di s es da. 习题 32 
得 到 了 一 个 递归 过 程 来 测试 这 样 的 一 个 二 部 图 的 存在 性 . 命题 陈述 和 证 明 均 类 似 于 Havel-Hakimi 


定理 ， 所 以 习题 中 也 包括 了 这 些 内 容 . a 
欧 拉 有 向 图 

在 图 和 有 向 图 中 ， 如 果 把 边 作为 顶点 的 有 序 对 ， 迹 、 通 道 、 回 路 和 连通 关系 的 定义 是 相同 的 . 
在 有 向 图 中 ， 前 后 相继 的 边 必 须 是 按照 箭头 的 方向 列 出 的 .在 通道 mw，e，…，%， 了 内 中 ，6i 的 尾 


部 为 w 4 而 头 部 为 vi。 

1.4.22 定义 ”在 一 个 有 向 图 (或 图 ) 中 ， 一 个 欧 拉 迹 是 包含 所 有 边 的 一 个 迹 . 一 个 欧 拉 回路 是 
包含 所 有 边 的 一 个 闭合 迹 . 一 个 有 向 图 是 欧 拉 图 ， 如 果 它 具有 一 个 欧 拉 回路 . 

欧 拉 有 向 图 的 特征 表征 了 类 似 于 欧 拉 图 的 特征 表征 ， 其 证 明 本 质 上 也 相同 ， 央 此 我 们 将 它 贸 作 
习题 . 

1.4.23 引 理 ”如果 G 是 一 个 有 向 图 且 8+(G) 三 1， 则 G 包 含 一 个 环 . WRI (G21, Like 
论 也 成 立 。 

证 明 令 己 是 G 中 的 极 大 路 径 ,u 是 P 的 最 后 一 个 顶点 . 因为 P 不 能 扩展 ， 因 此 u 的 每 个 后 继 
必定 已 经 是 已 中 的 顶点 . 因为 6+ (1. uP 上 有 一 个 后 继 v. i uv 和 尸 上 从 lu 的 部 分 组 
成 了 一 个 环 . 


ree oy 
" 


T 1 

1.4. 24 定理 ”一 个 有 向 图 是 欧 拉 图 当 且 仅 当 d+(v) 二 d (v) 对 每 个 顶点 v 成 立 ， 并 且 其 底 图 最 
多 有 一 个 非 平 凡 分 量 ， 

证 明 见习 题 19 或 习题 20. a 

任意 一 个 没有 独立 顶点 的 欧 拉 有 向 图 是 强 连 通 的 ， 尽 管 在 特征 表征 中 弱 连 通 就 已 经 是 充分 的 了 

1.4.25 应 用 (de Bruijn 环 ) 有 2" 个 长 度 为 n 的 二 进 制 字符 串 . 能 否 以 循环 顺序 放置 2" 个 二 进 
制 数字 使 得 其 中 的 2" 个 由 个 连续 数字 构成 的 字符 串 彼此 不 同 ? 对 于 n= 4, (0000111101100101) 
就 是 这 样 一 个 放置 方案 . 

可 以 用 这 样 的 放置 方案 来 跟踪 旋转 鼓 (Good[1946]) 的 位 置 AEA 2" 个 可 旋转 的 位 置 . 一 个 加 
周 形 的 带 状 区 域 被 分 成 2* 个 部 分 ， 它 们 可 以 被 编码 为 0 或 1. 传感器 感知 "个 连续 的 部 分 . II 
码 具 有 上 面 描述 的 特性 ， 则 鼓 的 位 置 被 传感器 所 感知 的 字符 串 所 确定 - 


B 
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为 了 获得 这 样 一 个 循环 顺序 的 放置 方案 ， 定 义 一 个 有 向 图 D,， 其 顶点 是 所 有 二 进 制 (一 1) -元 
组 . 如 果 a 的 最 后 ”一 2 个 元 素 与 5 的 最 前 面 的 n 一 2 个 元 素 一 致 ， 则 放置 一 条 从 a Bd 的 边 . HY 
最 后 一 个 元 素 为 这 条 边 做 上 标记 . Di 如 下 . 下 面 我 们 证 明 D, 是 欧 拉 图 ， 并 且说 明 怎 样 由 一 个 欧 拉 
回路 产生 所 需 的 循环 顺序 放置 方案 . 


1.4.26 定理 应 用 1.4.25 中 的 有 向 图 D, 是 欧 拉 图 ; 而 且 在 D, 的 任何 一 个 欧 拉 回路 中 ， 边 上 
的 标记 形成 一 个 循环 顺序 的 放置 方案 使 得 2" 个 长 度 为 n 的 连续 片断 是 互 不 相同 的 

证 明 首先 证 明 D, 是 欧 拉 图 . 因为 在 其 名 字 后 面 添 加 0 或 1 均 可 以 得 到 它 的 一 个 后 继 顶 点 ， 
因此 每 个 顶点 的 出 度 是 2. 类 似 地 ， 每 一 个 顶点 的 人 度 是 2， 因 为 只 要 调转 移动 方向 并 在 名 字 前 加 0 
或 1 则 上 述 论 证 仍 成 立 . 同时 ，D， 是 强 连通 的 ， 因 为 从 任何 顶点 出 发 可 以 通过 标记 为 nns 
如 -1 的 这 些 边 到 达 顶 点 b (Un ns b, iD. 这 样 Dy 满足 定理 1. 4. 24 的 假设 从 而 D, 是 欧 拉 图 . 

令 C 是 D, 的 一 个 欧 拉 回 路 . 抵达 顶点 am (al ，…，a"-1) 时 用 到 的 边 一 定 被 标记 为 a, !， 因 
为 进入 任意 顶点 的 边 上 的 标记 与 该 顶点 名 字 的 最 后 一 个 元 素 一 致 . 由 于 删除 最 靠 前 的 元 素 并 左 移 其 
余 的 元 素 之 后 即 可 得 到 该 边 的 头 部 顶点 的 名 字 的 前 面部 分 ， 因 此 之 前 的 那些 边 的 标记 (向 后 看 ) 必 定 
依次 为 a。 -2，…，al, 如 果 C 接 下 来 用 到 一 条 标记 为 a。 的 边 ， 则 此 时 最 近 经 历 的 条 边 必 然 被 标 
WH ary ct ane 

由 于 27 ! 个 顶点 的 标记 各 不 相同 且 离 开 每 个 项 点 的 两 条 边 有 不 同 的 标记 ， 因 此 我 们 沿 C 从 每 
个 顶点 遍历 每 条 边 恰好 一 次 ， 我 们 已 经 证 明了 由 C 的 边 标记 给 出 的 环 序 放置 方案 的 2" 个 长 度 为 
的 字符 串 是 互 不 相同 的 . " 

有 向 图 D, 是 大 小 为 2 的 字母 表 上 的 阶 为 n 的 de Bruijn 图 . 有 时 这 是 很 有 用 的 ， 因 为 它 有 许多 
顶点 而 边 却 很 少 (仅仅 是 顶点 数 的 两 倍 )， 尽 管 如 此 ， 我 们 却 可 以 通过 一 条 较 短 的 路 径 从 任意 顶点 到 
达 另 一 个 顶点 . 我 们 可 以 从 当前 顶点 经 一 1 步 到 达 任何 希望 到 达 的 顶点 ， 其 间 所 要 经 历 的 边 可 以 
通过 依次 引入 要 到 达 的 顶点 的 名 字 中 的 位 来 获得 . 
定向 和 竞赛 图 

由 一 个 大 小 为 的 顶点 集 ， 可 以 有 n 个 元 素 的 有 序 对 . 一 个 简单 有 向 图 虽然 允许 有 圈 ， 但 最 
多 将 每 个 有 序 对 当做 一 条 边 . 这 样 ，xw 个 有 序 对 可 能 出 现在 边 中 或 可 能 不 出 现在 边 中. 故 顶 点 集 为 
Dis hy Oy 的 简单 有 向 图 共有 2" 个 

有 时 ,我们 不 允许 圈 的 出 现 . 

1.4.27 定义 ”图 GG 的 定向 是 一 个 有 向 图 DD， 它 是 由 GG 通过 为 每 条 边 TyE EE(G) 指 定 一 个 方向 
(zy 或 yz) 得 到 的 .一 个 定向 图 是 一 个 简单 图 的 定向 . 一 个 竞赛 图 是 一 个 完全 图 的 定向 

一 个 定向 图 等 同 于 一 个 无 圈 简 单 有 向 图 如 果 图 G 的 顶点 表示 参与 比较 的 对 象 ， 边 表示 比较 结 
果 ， 我 们 可 以 用 y 来 记录 在 比较 过 程 中 zz 优 于 y 这 个 结果 . 所 得 即 是 G 的 一 个 定向 . 


Biyu = n 的 定向 图 的 数目 是 3(?) ， 竞 赛 图 的 数目 是 2), 
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1.4.28 例 完全 图 的 定向 模拟 了 “循环 赛 ". 考虑 一 个 六 队 联盟 ， 每 个 队 与 其 余 所 有 队 恰 好 比赛 
一 次 . 对 于 每 一 对 运动 队 x，v， 如 果 u MT IM uv, MR vA T RI vu. 在 赛季 结束 时 ， 
我 们 得 到 Kn 的 一 个 定向 . 一 个 队 的 “得 分 是 其 出 度 ， 即 等 于 该 队 在 比赛 中 获胜 的 次 数 . 

由 于 这 个 原因 ， 我 们 称 竞赛 图 的 出 度 序列 为 其 得 分 序列 . 出 度 确定 了 人 度 ， 因 为 对 于 每 一 个 顶 
AvA dttd CO) —n—1. 较 之 于 简单 图 的 度 序列 的 特征 刻画 ， 容 易 得 到 竞赛 图 的 得 分 序列 的 特 
征 刻画 (习题 35). a 

RRA. HAA DUT RSF. SELL TY BE BUR EEUU EAA” — ea, t 
个 顶点 的 出 度 和 入 度 均 是 2. 当 几 个 队 都 有 最 大 的 胜利 次 数 时 ， 选 出 一 个 冠军 队 是 很 困难 的 ， 尽管 
不 必 存 在 一 个 明确 的 胜利 者 ， 我 们 接 下 来 将 证 明 : 始终 存在 一 个 队 zx， 对 于 其 他 的 任意 队 z 或 者 
战胜 z， 或 者 战胜 了 某 个 战胜 过 z 的 队 . 


1.4.29 定义 ”在 一 个 有 向 图 中 ， 一 个 王 是 一 个 顶点 ， 从 它 出 发 通过 长 度 不 超过 2 的 路 径 可 以 
到 达 其 他 任意 一 个 顶点 . 

1.4.30 命题 (Landau[1953]) 任意 竞赛 图 都 有 一 个 王 . 

EA 令 z 是 竞赛 图 中 的 一 个 顶点 . 如 果 工 不 是 王 ， 则 存在 某 个 顶点 y 不 能 从 x 经 一 条 长 度 
不 超过 2 的 路 径 到 达 . 因此 r 的 任意 后 继 都 不 是 y 的 前 驱 . 因为 工 是 某 个 团 的 一 个 定向 ， 因 此 并 的 
每 个 后 继 必然 也 是 y 的 后 继 . 同时 还 有 ym. 因此 d* (y)>d* CD. 

MR y 也 不 是 王 ， 则 我 们 重复 上 面 的 论述 可 以 找到 一 个 出 度 更 大 的 项 点 = 由 于 工 是 有 穷 的 ， 
内 此 不 能 永 不 休止 地 找到 顶点 使 得 出 度 不 断 增长 . 这 个 过 程 必定 会 终止 ， 而 只 有 找到 一 个 工时 过 程 


Tei. 
E a 


用 极端 化 方法 的 语言 来 说 ， 我 们 已 经 证 明了 竞赛 图 中 的 任意 一 个 出 度 最 大 的 顶点 均 是 一 个 王 ， 习 
题 36~38 提出 了 更 多 有 关 焉 的 问题 (参见 Maurer[1980]). 习题 39 将 这 个 结果 推广 到 任意 有 向 图 上 


习题 

1.4.1 (一 ) 描 述 现实 世界 中 的 一 个 关系 ， 要 求 其 有 向 图 没有 环 . 描述 另 一 个 关系 ， 要 求 其 有 向 图 
有 环 但 关系 本 身 不 是 对 称 的 . 

1.4.2 (一 ) 在 应 用 1. 4. 4 的 开关 系统 中 ， 假 设 第 一 个 开关 不 连通 到 线路 中 . 画 出 模拟 所 得 系统 的 
有 向 图 . 


1.4.3 (HEH: 有 向 图 中 每 条 u vA ku, vM. 
1.4.4 (一 ) 证 明 : 有 向 图 中 的 每 条 具有 奇数 长 度 的 闭合 通道 包含 一 个 奇 环 的 所 有 边 (提示 : 仿照 引 
理 1.2.15). 
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(一 ) 令 G 是 一 个 有 向 图 ， 其 中 每 个 项 点 的 人 度 均 等 于 出 度 . 证 明 : G 可 以 分 解 成 若 十 个 环 

(一 ) 画 出 de Bruijn 图 D: 和 Dy. 

(一 ) 证 明 或 否定 : WMR DD 是 含有 10 个 顶点 的 简单 图 的 一 个 定向 ， 则 D 的 顶点 不 能 有 不 同 

的 出 度 . 

(一 ) 证 明 : 存在 一 个 王 项 点 竞赛 图 使 得 其 中 每 个 顶点 的 人 度 等 于 出 度 当 且 仅 当 ” 是 奇数 . 

对 每 个 "人 1， 证 明 或 否定 : 任意 一 个 含有 个 顶点 的 简单 有 向 图 有 两 个 顶点 共有 相同 的 出 

度 ， 或 者 有 两 个 顶点 其 有 相同 的 人 度 . 

(1 证 明 : 一 个 有 向 图 是 强 连通 的 当 且 仅 当 将 顶点 集 任 意 划分 成 非 空 集合 S 和 了 后 ， 均 存 

在 一 条 从 S 到 了 的 边 . 

(DEH: 在 任意 有 向 图 中 ， 某 个 强 分 量 没有 人 边 ， 某 个 强 分 量 没有 出 边 . 

fii EE D p. 在 V(D) 上 定义 如 下 一 个 关系 . 即 如 果品 有 一 条 工 ，y- 路 径 和 一 条 >， 

路 径 ， 则 认为 项 (Cr，y) 满 足 这 个 关系 , 证明: 该 关系 是 一 个 等 价 关系 ， 其 等 价 类 是 D 

各 个 强 分 基 的 顶点 集 构成 的 集 族 . 

a) 证 明 : 有 向 图 的 各 个 强 分 基 是 互 不 相交 的 . 

DÈ Di, c. Di 是 有 向 图 D 的 所 有 强 分 最 . 令 D' 是 顶点 为 wv，…，v 的 无 刚 有 向 图 ， 
Jtr! vv; MANM IA) AD 有 一 条 从 D, 到 Di 的 边 . HEM. DRAR. 


(DD 令 G 是 一 个 无 环 的 n- 顶 点 有 向 图 . EUR; G 的 顶点 可 以 被 排序 为 vi ，…，z 使 得 如 果 
vivjE€E(G) 则 必 有 i<j 

A GA EUG. D€Z  ocicm Bos jsnfy ^A fü mimm. Gti - Ac. 
DAG. jog AAG. 7 可 以 由 (i, fe des En 1 得到. 证 明 : G 中 从 (0， 


Om tiit e ("^"). 


CORREDER. MERK n. SL, 表示 模 的 剩余 类 (参见 附录 A). 令 是 与 没有 

公共 素 因子 的 一 个 自然 数 ， FR a 这 个 操作 定义 了 Ze 的 一 个 排列 . 令 1 是 满足 a'=a mod n 

的 最 小 自然 数 . 

a) A> GhR a 操作 定义 的 排列 的 函数 有 向 图 ， 其 顶点 集 为 zw 证 明 : G 中 的 所 有 环 ( 除 
了 顶点 ”上 的 圈 ) 长 度 均 为 (一 1. 

b) 由 (a) 得 出 结论 o 11 mod n. 

( x) 证明: (有 向 ) 奇 环 是 无 核 有 向 图 . 构造 一 个 有 向 图 ， 使 它 有 一 个 诱导 子 图 是 奇 环 并 要 

求 它 也 没有 核 . 

(* ) 证 明 : 没有 环 的 有 向 图 有 唯一 的 核 . 

用 引 理 1. 4. 23， 对 边 数 作 归 纳 来 证 明 对 欧 拉 有 向 图 的 特征 刻画 (定理 1. 4. 24) (提示 : 仿照 

定理 1.2. 26). 
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.4.20 利用 极 大 迹 的 概念 证 明 对 欧 拉 有 向 图 的 特征 刻画 (定理 1. 4. 24)( 提 示 : 定理 1. 2. 26 的 第 二 


种 证 明 ， 即 1. 2. 32). 

定理 1.4. 24 建立 了 有 向 图 具有 欧 拉 回 路 的 充 要 条 件 . 确定 (并 证 明 ) 有 向 图 具有 了 欧 拉 迹 的 

充 要 条 件 ( 定 义 1.4.22)(Good[1946]). 

令 DD 是 一 个 有 向 图 ， 其 中 除 d+ CO—d- GO —k—d- (7 一 dt+(y) 之 外 d (0) —4* COXERET TE 

点 均 成 立 . 利用 对 欧 拉 有 向 图 的 特征 刻画 ， 证 明 : DD 包含 条 两 两 无 公共 边 的 +，y 路 径 . 

证 明 : 每 个 图 G 均 有 一 个 定向 D 在 任意 顶点 是 “平衡 的 "， 即 | dd CO — dp CO | <1 对 每 

个 顶点 vEV(G) 都 成 立 . 

证 明 或 否定 ;每 个 图 G 均 有 一 个 定向 使 得 对 任意 S C VOD, BEA S 的 边 的 条 数 和 离开 S 

的 边 的 条 数 至 多 相差 1. 

(1) 定 向 与 Ps -分 解 . 

a) 证 明 : 任意 连通 图 有 一 个 定向 使 得 其 中 具有 奇数 出 度 的 顶点 至 多 为 1 个 . CRotman 
[1991]) 

b) 利 用 (a) 来 得 出 结论 ， 具有 偶数 条 边 的 简单 连通 图 可 以 分 解 成 若干 条 由 两 条 边 构 成 的 路 径 . 

将 7 个 0 和 7 个 1 以 循环 顺序 放置 使 得 其 中 的 14 个 由 4 个 连续 位 构成 的 字符 串 不 同 于 

0101 和 1010. 

任意 字母 表 上 具有 任意 长 度 的 de Bruijn 序列 . 令 A 是 一 个 大 小 为 的 字母 表 . 证 明 ， 选 自 

A Shy RE 个 字符 可 以 以 循环 顺序 适当 放置 ， 使 得 该 序列 中 的 刀 个 长 度 为 ! 的 字符 串 互 不 

相同 . (Good [1946]，Rees[1946]) 

令 S 是 一 个 大 小 为 m 的 字母 表 . 解释 如 何 从 S rim! 一 m 个 字母 ， 并 将 它们 按 循环 顺 

序 放置 ， 使 得 所 有 具有 由 连续 字母 构成 的 4 字母 字符 串 互 不 相同 且 至 少 包含 两 个 不 同 的 

yu. 

(0 假设 G 是 一 个 图 , DAE G 的 一 个 定向 并 且 是 强 连通 的 . 证 明 : 如 果 G 有 一 个 奇 环 ， 则 

万 也 有 一 个 奇 环 ( 提 示 : 考虑 G 中 的 一 个 奇 环 (w «rms oO fI EA BUSOR Go vea D. 

(十 ) 给 定 一 个 强 有 向 图 D， 令 /(D) 表 示 追 历 每 个 顶点 的 闭合 通道 的 最 小 长 度 .证明 如 

果 n 宇 2， 则 在 所 有 有 具 用 个 点 的 强 有 向 图 中 /(D) 的 最 大 值 是 [Cn 十 1)?/4]. (Cull[1980]) 

确定 的 最 小 值 使 得 存在 一 对 不 同 构 的 具有 相同 出 度 序列 的 n- 顶 点 竞赛 图 . 

A p= piv ts Pms 070 7s qa 是 非 负 整数 序列 .(p，9) 是 二 部 图 图 解 对 ， 如 果 存在 

一 个 简单 二 部 图 使 得 ps o Pm 是 其 中 一 个 部 集 的 度 而 9 ，…，9 是 另 一 个 部 集 的 度 . 

当 户 有 正 数 和 时 ， 证 明 : p,q) 是 二 部 图 图 解 对 当 且 仅 当 (p'， 9 ) 是 二 部 图 图 解 对 ， 其 中 

s DEM, OMR p 中 的 最 大 元 素 4 并 将 9 中 的 A 个 最 大 元 素 均 减 1 之 后 得 到 的 

(提示 : 仿照 定理 1. 3. 31 中 的 方法 ). 

(x24 A 和 B 是 两 个 mXn 的 矩阵 ， 其 元 素 均 取 自 (0，1}. 一 个 交换 操作 是 指 将 一 个 形 为 


(人 oree (UFPE. 证明: 如 果 A 和 已 有 相同 的 行 和 表 并 且 有 相 


同 的 列 和 表 ， 则 通过 一 系列 交换 操作 可 以 将 A 转换 成 B. 用 二 部 图 来 解释 这 一 结论 . 
(Ryser[19751) 
(DD 令 G 和 日 是 顶点 集 为 V 的 两 个 竞赛 图 . EH: dá CO —dhi (MAA v€ V 成 立 当 且 
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仅 当 在 长 度 为 3 的 环 上 将 方向 取 反 可 以 将 G 变 成 五 (提示 : 在 G 的 由 与 H 中 方向 相反 的 边 
构成 的 子 图 中 ， 考 查 具 有 最 大 出 度 的 一 个 顶点 ). (Ryser[1964]) 
(十 ) 令 Pie ons ps 是 非 负 整数 且 满 足 pio p. 令 p= ipi. TEA: 存在 一 个 具有 


出 度 为 pis s ps 的 竞赛 图 当 且 仅 当 p 和 4 之 (%) 对 1<k<n 成 立 并 且 pe (2) (提示: 对 
5 [ri ($) ornato. (Landau[19537 


由 命题 1. 4. 30 可 知 ， 每 个 竞赛 图 均 有 王 . 令 了 是 不 具有 人 度 为 0 的 顶点 的 一 个 竞赛 图 . 

a EU). 如 果 z 是 了 的 一 个 王 ， 则 工 另 有 一 个 王位 于 N-(z) 中 . 

b) 用 (a) 证 明 : 了 至 少 有 3 个 王 . 

c) 对 于 每 个 "3， 构 造 一 个 竞赛 图 a M> 且 仅 有 3 个 王 ， 

GE: 只 要 n>k>1, B E—2 M n=k=4 之 外 ， 存 在 一 个 恰 有 上 个 王 的 n- 顶 点 况 赛 图 .) 
(Maurer[1980]) 

考虑 下 面 以 竞赛 图 了 作为 输入 的 算法 . 

1) 在 工 中 取 一 个 顶点 工 . 

2) 如 果 r HAEE O, WE z 为 了 的 一 个 王 并 终止 . 

DEW, M THAR UN* (z)， 将 得 到 的 图 记 为 T. 

4) 在 并 上 运行 该 算法 ;输出 一 个 王 并 终止 , 

证 明 这 个 算法 最 终 会 终止 并 产生 T 的 一 个 王 . 

(+ ) 对 MEN, HED, 存在 一 个 六 顶点 竞赛 图 ， 其 中 每 个 项 点 均 是 一 个 王 当 且 仅 当 n€ (2, 4). 
(十 ) 证 明 ， 每 个 无 圈 有 向 图 D 有 一 个 由 互 不 邻接 的 顶点 构成 的 集合 S， 使 得 S 之 外 的 每 个 
顶点 可 以 从 S 出 发 通过 一 条 长 度 至 多 为 2 的 路 径 到 达 ( 提 示 : 对 nD) 用 强 归 纳 )( 注 ， 这 个 
结论 推广 了 命题 1. 4. 30). CChvátal-Lovász[ 1974 ]) 

-个 有 向 图 是 单 路 径 的 ， 如 果 对 于 每 一 对 顶点 z+，y 至 多 有 一 条 (有 向 )z，y- 路 径 . 令 Ta 
是 有 个 顶点 的 竞赛 图 ， 其 中 vi Mo 间 的 边 指向 具有 较 大 索引 号 的 顶点 . 在 Tv 的 单 路 径 
子 疼 中 ， 最 大 边 数 是 多 少 ? 具有 最 大 边 数 的 单 路 径 子 图 有 多 少 个 ? (提示 ， 证 明 底 图 没有 
三 角形 . ) (Maurer-Rabinovitch-Trotter[1980]) 

4 G 是 一 个 竞赛 图 . 令 Lo 是 某 种 顺序 下 V(G) 的 一 个 序列 . 如果 在 Lo 中 y 直接 跟随 于 
之 后 但 在 G hyer. WE yr 是 一 条 反 向 边 . 当 yr 是 一 条 反 向 边 时 ， 可 以 交换 + 和 y 的 
顺序 (这 可 能 会 增加 方向 边 的 数目 ). 假设 在 当前 顺序 下 连续 交换 一 些 反 向 边 之 后 得 到 序列 
Los Li, s 证明: 如 此 进行 下 去 ， 最 终 会 产生 一 个 没有 反 向 边 的 顶点 顺序 . 确定 终止 时 
的 最 大 步骤 数 ( 注 : 如 果 顶 点 是 一 些 数字 ， 每 一 条 边 指向 较 大 的 数字 ， 上 述 结果 说 明 连 续 
交换 相 邻 而 次 序 颠倒 的 数字 最 终 会 将 序列 排序 ). (Locke[1995]) 

(4) 给 定 一 个 比赛 的 顶点 的 次 序 oc 二 ww，…，wvn， 令 /(o) 表 示 反 馈 边 的 长 度 和 ， 即 在 满足 
joi UNDE vjvi 上 对 j 一 i 求 和 . 证 明 : 最 小 化 f(o) 的 顶点 次 序 均 将 顶点 按 出 度 的 非 递 
增 顺 序 放 喷 (提示 : 确定 当 v 中 相继 元 素 被 交换 时 /(o) 将 怎样 变化 ). (Kano -Sakamoto 
[1983]. Isaak-Tesman[1991]) 


第 2 章 树 和 距离 


2.1 基本 性 质 


“ 树 " 这 个 词 的 意思 是 从 根 开始 分 叉 并 且 永 远 不 会 形成 环 . 作为 图 ， 树 有 很 多 应 用 ， 尤 其 是 在 数 
据 存储 、 查 询 和 通信 上 . 

2.1.1 定 义 一 个 不 包含 环 的 图 称 为 是 无 环 的 . 一 个 森林 是 一 个 无 环 图 . 一 棵 树 是 一 个 连通 的 
无 环 图 . 叶子 (或 悬 重点) 是 指 度 为 1 的 顶点 . G 的 一 个 生成 子 围 是 顶点 集 为 V(G) 的 一 个 子 图 . —R 
生成 树 是 一 个 生成 子 图 并 且 它 是 一 棵 树 . 


IVS T vA SY eS 


2.1.28]. 一 棵 树 是 一 个 连通 的 森林 ， 且 森林 的 每 个 分 量 也 是 一 棵 树 . 没有 环 的 图 当然 也 没有 
奇 环 ， 因此 树 和 森林 都 是 二 部 图 . 

路 径 是 树 . 一 棵 树 是 一 条 路 径 当 且 仅 当 其 最 大 度 至 多 是 2. 星 形 图 是 一 棵 树 ， 并 且 它 有 一 个 项 
点 邻接 于 其 他 所 有 顶点 .六 项 点 星 形 图 就 是 二 部 团 K1.， 1. 

树 这 种 图 恰好 有 一 棵 生成 树 ， 即 整个 图 本 身 . G 的 生成 子 图 不 必 是 连通 的 ，G 的 连通 子 图 也 不 
一 定 是 生成 子 图 . 例如 : 

如 果 mC)>1， 则 项 点 集 为 VY(G) 而 边 集 为 节 的 空子 图 是 生成 子 图 但 不 是 连通 的 . 


如 果 (G) 二 2， 则 由 一 条 边 及 其 端点 构成 的 子 图 是 连通 的 但 不 是 生成 子 图 . " 
树 的 性 质 
树 有 许多 等 价 的 特征 ， 其 中 任何 一 个 特征 均 可 以 作为 树 的 定义 . 这 些 特征 刻画 非常 有 用 ， 因 为 


只 需 验 证 其 中 一 个 特征 即 可 证 明 某 个 图 是 一 棵 树 ， 然 后 可 以 使 用 有 关 树 的 所 有 其 他 性 质 . 

首先 ， 我们 证 明 从 一 棵 树 中 删除 一 片 叶 子 之 后 将 得 到 一 棵 稍 小 的 树 - 

2.1.3 引 理 每 棵 至 少 具有 两 个 顶点 的 树 至 少 有 两 片 叶 子 . 从 一 棵 六- 项 点 树 中 删除 一 片 叶子 之 
后 得 到 一 棵 有 nn 一 1 个 顶点 的 树 . 

TER ”至 少 具有 两 个 顶点 的 一 个 连通 图 有 一 条 边 . 在 无 环 图 中 ， 一 条 极 大 的 非 平凡 路 径 的 一 个 
端点 除了 在 这 条 路 径 上 的 相 邻 顶点 之 外 再 没有 其 他 的 相 邻 顶点 . 因此 这 样 一 条 路 径 的 两 个 端点 都 是 
HF. 

4 v BIG 的 一 片 叶 子 ， 并 令 G 一 G 一 w 一 个 度 为 1 的 顶点 不 属于 任何 一 条 连接 其 他 两 个 顶点 
的 路 径 . 因此 ， 对 于 w，wEV(G'),G 中 的 每 条 u,v 路 径 也 是 G 中 的 路 径 . 因此 C 是 连通 的 由 
于 删除 一 个 顶点 不 会 产生 一 个 环 ， 因 此 G 也 是 无 环 的 . 所 以 ，G' 是 一 棵 具有 ?一 1 个 顶点 的 树 . 


GC v 

Cars " 
338 2.1.3 表明 顶点 大 于 1 的 任意 一 棵 树 均 可 以 通过 把 较 小 的 树 增加 度 为 1( 我 们 所 有 的 图 都 是 

有 穷 的 ) 的 一 个 顶点 来 得 到 .这样 就 可 以 避免 革 些 证 明 中 的 归纳 法 陷阱 为 了 得 到 所 有 具有 十 1 个 

顶点 的 树 ， 我 们 可 以 在 任意 一 棵 顶点 树 中 的 任意 顶点 上 增加 一 个 相 邻 项 点 “任意 的 "表示 论证 过 


[67] 


[68] 
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程 考虑 了 所 有 可 取 的 方法 . 

在 证 明 树 的 特征 之 间 的 等 价 性 时 ， 我 们 将 用 到 归纳 法 、 以 前 的 结果 、 计 数 变 元 、 极 端 值 以 及 矛 
S. 

214 定理 PP n- UR I GOLD. Fdo 69 4H EEG RIT JUR n DMA RE EO. 

A)G 是 连通 的 并 且 无 环 . 

BG 是 连通 的 并 且 有 nn 一 1 条 边 . 

C)G 有) 一 1 条 边 并 且 无 环 . 

DD)G 无 图 ， 并 且 对 于 任意 W，vEV(G),G 恰 有 一 条 u， vi. 

证 明 我们 首先 证 明 A、B 和 C 之 间 的 等 价 性 ， 即 证 明 { 连 通 的 ， 无 环 的 ，n 一 1 条 边 } 中 的 任意 
二 者 能 推出 第 三 者 . 

A>(B, C). 我 们 在 n 上 用 归纳 法 . 对 于 n=1， 一 个 无 环 的 1- 顶 点 图 没有 边 . 对 于 ww>1， 假设 
上 述 蕴 涵 关 系 对 顶点 数 少 于 nn 的 图 是 成 立 的 . 给 定 一 个 无 环 连通 图 G， 引 理 2. 1. 3 给 出 了 一 个 叶子 
v HRG v 也 是 无 环 的 并 且 是 连通 的 (参见 上 页 图 ). 在 G EAA R BHE eCG = 
n 一 2. 由 于 仅 有 一 条 边关 联 到 v， 内 此 得 到 eG Snl. 

B>{A, C}. 逐一 从 GG 的 各 个 环 中 删除 边 ， 直 到 剩 下 的 图 G 是 无 环 的 . 由 于 环 中 的 任意 边 均 不 
是 制 边 (定理 1.2.14)， 因 此 G' 是 连通 的 . 前 一 段 的 论述 表明 (GO =n 1, 由 于 已 知 e(G)=n 一 1， 
故 没有 边 被 删除 . 所 以 G =G 并且 G 是 无 环 的 . 

CAB). & Gi ons Gi 是 G 的 分 量 . 因为 每 个 顶点 仅 出 现 于 一 个 分 量 中 ,因此 有 > nG) = n. 


由 于 GG 没有 环 , 因此 每 个 分 基 均 满足 性 质 A. 因此,e(G) = n(Gi) — 1. 对 i 求 和 得 到 e(G) = 
DG -1] = n-k. BM eG) = n— 1, k= 1 并 且 G 是 连通 的 . 

ASD. PAY G 是 连通 的 ， 所 以 每 对 项 点 均 有 一 条 路 径 连接 . 如 果 连 接 某 一 对 项 点 的 路 径 多 
于 一 条 ， 则 在 这 些 具 有 相同 端点 的 路 径 中 选择 (总 ) 长 度 最 短 的 两 条 路 径 P，Q. 这 样 选择 极端 情况 
后 , 了 或 Q 的 内 部 顶点 均 不 属于 另 一 条 路 径 ( 参 见 下 面 的 图 ). 这 即 证 明了 (CPUQ J& - OO P A 
QQ 就 构成 -条 闭合 通道 ,而 且 其 中 某 些 边 只 出 现 一 次 . 这 即 证 明了 PUQ 是 一 个 环 . 这 与 假设 A 
LESE 

DA. 如 果 对 任意 ue ve V(G) 均 有 一 条 u, v PEERS WG 是 连通 的 . in G 有 一 个 环 C， 
虽 对 某 些 顶 点 w，vEV(C) 来 说 在 G 中 就 有 两 条 ww，z- 路 径 . 因此 ，G 是 无 环 的 (这 也 禁止 了 轿 的 


出 现 ). 
P o 
OS © 
a 


2.1.5 推 论 a) 树 的 每 一 条 边 都 是 害 边 、 

b) 在 树 中 添加 一 条 边 恰好 形成 一 个 环 

c) 每 个 连通 图 均 包含 一 棵 生成 树 . 

证 明 (a) 树 中 没有 环 ， 故 定理 1. 2. 14 表明 树 中 的 每 条 边 均 是 害 边 . (b) 在 一 棵 树 中 ， 任 意 一 对 


3 


”括号 中 的 内 容 是 原文 译文， 但 是 详 者 认为 这 样 选择 的 两 条 路 径 可 能 会 出 现 公共 的 内 部 顶点 - LII 
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顶点 恰好 由 唯一 一 条 路 径 连接 (定理 2. 1. 4D)， 所 以 用 一 条 边 将 两 个 顶点 连接 起 来 恰好 得 到 一 个 环 . 
(c) 正 如 在 定理 2. 1. 4 中 证 明 B 一 A，C 那样 ， 在 一 个 连通 图 中 反复 从 各 个 环 中 删除 边 将 得 到 一 个 连 
通 的 无 环 生成 子 图 . a 

我 们 用 推论 2. 1. 5 来 证 明 关 于 生成 树 对 的 两 个 结果 . 我 们 用 减法 和 加 法 来 分 别 表示 边 的 删除 和 
边 的 添加 . 

2.1.6 命题 HRT, TR ibi Hl G 的 生成 树 并 且 eE ECD - ECTO REA E — ihe EET- 
EE(T) 使 得 T 一 e 十 e RG 的 一 棵 生成 树 . 

证 明 由 推论 2.1. 5a 可知， 开 中 的 每 条 边 都 是 了 的 一 条 制 边 . 令 U 和 U' 表 示 T 一 e 的 两 个 分 
X. 因为 也 是 连通 的 ， 故 A A cE AD SFU MU H. 现在 ，T 一 e+e EEN, 
有 nm(G) 一 1 条 边 ， 并 且 是 G 的 一 棵 生成 树 . 

(在 下 图 中 ， 了 用 粗 线 表示 ， 全 用 实 线 表示 ， 它 们 有 两 条 公共 边 . ) 


e a 


2.17 8E. PRT, TREGNG 的 生成 树 并 且 eE E(T) 一 ECT)， 则 存在 一 条 边 &E ECT ) 一 
EDIR T He~ AG 的 一 个 生成 树 . 

证 明 ”由 推论 2.1.5b 可知， 图 T+e 包含 唯一 的 环 C. 由 于 了 是 无 环 的 ， 因 此 存在 一 条 边 <E 
ECC) — EC). 删除 e" 破 坏 了 T' 十 e 中 的 唯一 的 环 ， 现在 ，T 十 e 一 e' 是 连通 无 环 的 并 且 是 G 的 一 棵 


生成 树 . 
(在 上 图 中 , 在 工 中 增加 边 e 产生 一 个 长 度 为 5 M C; C 一 e 的 其 他 4 条 边 都 属于 ET = 
E(T) 并 且 都 可 以 用 作 e. a 


可 以 选择 边 。 使 其 同时 满足 命题 2. 1. 6~2. 1. 7 中 的 结论 ， 正 如 这 两 个 命题 之 间 的 图 所 示 ( 习 
题 37). 

下 一 个 结果 给 出 一 个 实例 ， 它 说 明 如 何 通过 删除 一 片 叶子 来 完成 归纳 法 证 明 . 

2.1.8 命 题 如 果 丁 是 一 哥 具 及 条 边 的 树 , GA- HA AGSk, RNTEG 的 一 个 
TH. 

证 明 我们 对 上 用 归纳 法 . 基本 步骤 :k=0. 每 一 个 简单 图 都 包含 K, ， 它 是 唯一 一 棵 没有 边 
的 树 . 

BADR: 0. 假设 论断 对 边 数 少 于 的 树 成 立 . 因为 >0， 引 理 2. 1. 3 允许 在 了 中 选择 一 
片 叶子 ui 令 & 表 示 其 相 邻 顶点 . 考虑 一 棵 较 小 的 树 工 一 T 一 w 由 归纳 法 假设 可 知 ， TRG 的 子 
Fl. FAW CG) Sk>k-1. 

今 + 是 T' 的 拷贝 中 对 应 于 wu( 见 图 ) 的 顶点 . 因为 TARA AI ARET u OY EH do GO 
k, Wt a 4E G 中 有 一 个 相 邻 顶点 y 不 在 TT 的 这 个 拷贝 中 . 增加 边 zy 扩展 T' 的 这 个 拷贝 使 之 变 成 
TG 中 的 一 个 找 贝 ， 其 中 > 就 相当 于 
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命题 2. 1. 8 中 的 不 等 式 是 严格 的 ; 图 K 的 最 小 度 是 & 一 1， 但 是 它 不 包含 具有 上 A 条 边 的 树 . 命 
题 表 明 每 一 个 边 数 多 于 n(k 一 1) 的 n- 顶 点 简单 图 G 均 具 有 子 图 T( 习 题 34). Erdos 和 Sos 猜想 条 件 
e(G) > n(G —1)/2 必然 使 得 T REG 的 一 个 子 图 (Erd6s[1964])， 这 是 一 个 更 强 的 命题 . 对 于 没有 4- 


环 的 图 ,已 经 证 明了 这 个 命题 (Saclt-Wozniak [1997]). Ajtai, Komlós 和 Szemerédi 证 明了 该 命题 的 
-个 渐 近 形式 ， 这 一 结果 出 现在 Soffer[2000] 中 . 
树 和 图 中 的 距离 

当 用 图 对 网 络 通信 进行 建 模 时 ， 我 们 希望 顶点 尽 可 能 互相 靠近 以 便 避 兔 通信 延迟 . 我 们 用 路 径 
的 长 度 来 衡量 距离 . 

2.1.9 定义” 如 果 GG 中 存在 uw， 路径， 则 从 u š) o 的 距离 ( 记 为 do(u，v). 或 简 记 为 d(u，v) 
是 u,v 路 径 的 最 短 长 度 . 如果 G 中 没有 这 样 的 路 径 ， 则 d(u，v) — o. 直径 (diam G) 是 指 
max d(usv) ， 

顶点 u 的 离心 率 记 为 e(u)， 是 指 maxd(u,v) . 图 G 的 半径 记 为 rad G， 是 指 mine(u) . 

直径 等 于 顶点 的 最 大 离心 率 . 在 非 连通 图 中 ， 直 径 和 半径 (以 及 每 个 顶点 的 离心 率 ) 是 无 穷 大 ， 
因为 位 于 不 同 分 量 中 的 顶点 间 的 距离 是 无 穷 大 . 我 们 用 “直径 ”这 个 词 是 因为 它 在 几何 学 中 的 用 法 ， 
即 集合 中 的 两 个 元 素 间 的 最 大 距离 . 

2.1.10 例 Petersen 图 的 直径 是 2， 因 为 不 邻接 的 两 个 顶点 有 一 个 公共 的 相 邻 顶点 . 超 立 方 体 
Q 的 直径 是 上 &， 因 为 要 通过 A 个 步骤 才能 改变 所 有 A 个 坐标 . 环 C, 的 直径 是 Lw/2|, 在 所 有 这 些 图 
中 ， 每 个 顶点 都 具有 相同 的 离心 率 ， 并且 diam G= rad G. 

对 于 ">3， 具 有 最 小 直径 的 -顶点 树 是 星 形 ， 其 直径 是 2 而 半径 是 1. 具有 最 大 直径 的 树 是 路 
径 ， 其 直径 是 n— 1 而 半径 是 [(n 一 1)/ 引 . 树 中 的 每 条 路 径 都 是 该 路 径 的 端点 间 的 最 短路 径 ( 并 且 是 
叭 一 路 径 ) ， 所 以 ， 树 的 直径 是 其 中 最 长 路 径 的 长 度 . 

在 下 面 的 图 中 ， 每 个 顶点 由 其 离心 率 来 标记 . 半径 是 2， 直 径 是 4， 最 长 路 径 的 长 度 是 7. 


为 了 使 图 有 大 直径 ， 必 须 丢弃 许多 边 . 由 此 ， 我 们 期 望 得 到 如 下 结论 : 一 个 具有 大 直径 的 图 的 
补 图 具有 小 直径 . 为 此 ， 我 们 要 用 到 一 个 简单 的 观察 结果 ， 即 一 个 图 的 直径 最 大 是 2 当 且 仅 当 非 邻 
接 的 两 个 顶点 总 具有 公共 的 相 邻 顶点 (也 可 参见 习题 15). 

2.1.11 定 理 如 果 G 是 简单 图 ， 那 么 diam G>3>diam G3. 

ER 如 果 diam G 过 2， 必 存 在 非 邻接 项 点 w，vEV(G)， 并 且 它 们 没有 公共 的 相 邻 项 点. 于 
是 ， 任 意 zEV(G) 一 fw， 直至 少 在 {u， 过 中 有 一 个 非 相 邻 了 使 得 在 GG 中 工 至 少 邻 接 于 {u，v} 
中 的 一 个 顶点 . 由 于 uve EGO ,因此 对 任意 顶点 对 +，y， 在 G 中 存在 一 条 通过 {u，v} 的 最 大 长 度 
为 3 的 zx，y- 路 径 . 因此 diam GS<3. 
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2.1.12 定 义 图 G 的 中 心 是 由 具有 最 小 离心 率 的 那些 顶点 诱导 的 子 图 . 

图 的 中 心 是 满 图 当 且 仅 当 半径 和 直径 相等 . 下 面 ， 我 们 讨论 树 的 中 心 . 在 归纳 步骤 中 ， 我 们 删 
除 所 有 叶子 ， 而 不 是 删除 其 中 的 一 片 . 

2.1.13 定理 (Jordan[1869]) 树 的 中 心 是 一 个 顶点 或 是 一 条 边 . 

证 明 我 们 对 树 工 中 的 顶点 数 应 用 归纳 法 . 

基本 步骤 : nCD 2. 树 中 最 多 有 两 个 顶点， 其 中 心 就 是 整 棵 树 . 

归纳 步骤 : nCD 2. 删除 工 的 所 有 叶子 ， 将 所 得 图 记 为 T. 由 引 理 2. 1. 3 可 知 ， 人 是 一 棵 树 . 
由 于 介 于 工 的 叶子 之 间 的 那些 路 径 的 内 部 顶点 被 保留 下 来 了 ， 因 此 TT 至 少 有 一 个 顶点 . 

在 工 中 距离 顶点 uE V(7) 最 远 的 任意 一 个 顶点 均 是 叶子 (否则 由 “到 达 该 顶点 的 路 径 还 可 以 
进一步 延伸 ), 由 于 这 些 叶子 均 已 经 被 删除 ， 而 且 介 于 其 他 的 两 个 顶点 之 间 的 路 径 不 会 用 到 叶子 ， 
因此 er G0 Sepu) 一 1 对 任意 vEV(T ) 成 立 . 而 且 ，T 的 叶子 的 离心 率 大 于 其 在 T rb fU d AB D 
点 的 离心 率 . 因此 ， 使 得 sr(z) 达 到 最 小 值 的 那些 顶点 与 使 得 er (xz 达到 最 小 值 的 那些 顶点 相同 . 

我 们 已 经 证 明了 T 和 开具 有 相同 的 中 心 . 由 归纳 法 假设 知 ， 开 的 中 心 是 一 个 顶点 或 者 是 一 条 边 


" 
在 通信 网 络 中 ， 大 直径 是 可 以 接受 的 ， 只 要 大 多 数 顶点 对 可 以 通过 短路 径 通信 ， 这 就 导致 我 们 
研究 平均 距离 而 不 是 最 大 距离 .因为 平均 距离 就 是 距离 的 和 除 以 (2 )( 项 点 对 的 个 数 )， 于 是 这 就 相 


当 于 研究 DG) = J) dolar). 

和 D(G) 称 为 G 的 Wiener 指数 (也 记 为 W(G)). 维 纳 (Wiener) 用 它 来 研究 石蜡 的 沸点 分子 可 
以 表示 为 图 ， 其 中 顶点 表示 原子 而 边 表示 原子 键 . 分 子 的 许多 特性 与 其 图 的 Wiener 指数 相关 .我 
们 研究 DCG) BB fii . 

2.1.14 定理 ”在 具有 nn 个 顶点 的 所 有 树 中 ,Wiener 指数 DCT) = D(a) 在 星 形 上 取得 最 小 
值 而 在 路 径 上 取得 最 大 值 ,而 且 仅 在 这 两 种 情况 下 才能 取得 极 值 . 

证 明 由 于 树 有 一 1 条 边 ， 所 以 有 n 一 1 对 顶点 的 距离 为 1， 并 且 其 他 项 点 对 的 距离 均 至 少 为 
2. 星 形 恰好 取 到 这 个 值 ， 故 而 使 得 D(C) 最 小 .为 证 明 其 他 树 无 法 取 到 这 个 值 ， 考 虑 工 中 的 一 片 叶 
子 z， 并 令 是 其 相 邻 项 点. 若 其 他 顶点 到 z 的 距离 为 2， 则 它们 必然 也 是 v KABIA, AN T 


是 一 个 星 形 . 这 个 值 是 DOG, 0 G-D42("; )e ei. 
对 于 最 大 值 , 先 考虑 DCP). 这 个 值 等 于 一 个 端点 到 其 他 项 点 的 距离 的 和 ,加 上 DOP). 我 们 
daw = 品 ;= (D). 于是， raro - roro (7). te Pascal n (7) + (1) = 
# D daw = >) . j » a ME HELP 


e bo e 2 
(1) (参见 附录 A)， 由 归纳 法 得 到 po=( ). 
u— a Pa o> 


(72) 


(73) 
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我 们 对 ”用 归纳 法 证 明 在 所 有 nm- 顶点 树 中 ，P, 是 唯一 使 得 D(T) 达 到 最 大 值 的 树 . 
基本 步骤 : n—1. 具有 一 个 顶点 的 树 只 有 Pi. 
归纳 步骤 :> 1. 4 uin 顶点 树 TT 的 一 片 叶 子 . RED = DCT 一 由 十 > duw). 由 


An 


归纳 假设 可 知 ,D(T 一 w) < DO, ,等 号 成 立 当 且 仅 当 工 一 x 是 一 条 路 径 . 从 而 只 需 证 明 >， 


duu) 取得 最 大 值 仅 当 了 是 一 条 路 径 且 uw 是 其 一 个 端点 . T 

考虑 从 w 出 发 的 那些 距离 的 列表 . 在 P。 中 ,该 列表 是 1,2,…,n 一 1, 其 中 的 数值 互 不 相同 .从 
出 发 到 距离 最 远 的 顶点 的 最 短路 径 包 含 了 到 u 的 距离 为 各 种 值 的 顶点 ,因此 ,在 任何 树 中 ,在 从 4 到 
其 他 顶点 的 距离 构成 的 集合 中 没有 间断 . 故而 ,距离 值 的 重复 使 得 >d(u,v) 比 u 是 一 条 路 径 的 叶 


A 


子 时 的 情况 小 . 如 果 T AR SE — A» YG A SH eH . a 
在 所 有 n Bose arp. DCG) HK, 达到 最 小 值 . 最 大 值 问题 简化 为 我 们 对 树 已 经 进行 的 处 理 . 
2.1.15 引 理 4 HG HER, RE dolu, v<dulu, v). 

证 明 HEB Rus o PEEEAEILRUTEG H, 因此，G 中 最 短 的 xu，w- 路 径 不 大 于 H 中 的 最 

Au. vM. a 
2.1.16 推论 。 如果 G 是 连通 的 n- 顶 点 图 ， 则 D(G)<DEP,). 

证 明 今 T 是 G 的 一 棵 生成 树 . 由 引 理 2. 1. 15 可 得 KOD). 由 定理 2.1.14 可 得 DTS 

DOS). a 


不 相交 生成 树 ( 选 学 ) 

我 们 已 经 看 到 ， 任 意 连 通 图 均 有 生成 树 . 如 果 原 有 生成 树 的 某 条 边 出 现 故障 ， 无 公共 边 的 生成 
树 就 可 以 提供 其 他 的 路 由 . Tutte[1961a] 和 Nash-Williams[1961] 分 别 描述 了 具有 棵 两 两 间 没有 公 
共 边 的 生成 树 的 图 的 特征 (参见 习题 67). 

对 于 不 相交 边 的 生成 树 ， 我 们 给 出 一 个 应 用 . David Gale 设计 了 一 种 游戏 (Hassenfeld Bros 公司 
拥有 其 1960 年 的 版 权 Hasbro 玩具 ”)， 它 在 市 场 上 销售 时 取 名 为 “搭桥 "游戏 双方 都 有 一 个 由 
位 置 点 构成 的 矩形 网 格 . 游戏 时 ， 双 方 交替 行动 ， 游 戏 者 在 每 次 行动 中 将 自己 的 两 个 位 置 点 用 单位 
长 度 的 桥 连 接 起 来 .下面 左 侧 的 图 给 出 了 棋盘 ， 游 戏 者 1 的 位 置 点 是 实心 点 ， 游 戏 者 2 的 位 置 点 是 
空心 点 . 游戏 者 1 的 目标 是 要 用 一 条 由 一 些 桥 构 成 的 路 径 将 棋盘 左边 的 列 连 通 到 右边 的 列 ， 游 戏 者 
2 希望 用 一 条 由 一 些 桥 构成 的 路 径 将 棋盘 从 顶部 的 行 连通 到 底部 的 行 . 

桥 与 桥 之 间 不 能 交叉 . 因此 每 放 入 一 座 桥 就 堵 住 了 另 一 个 游戏 者 可 能 要 采取 的 行动 . 由 于 从 左 
到 右 的 任意 路 径 与 从 上 到 下 的 任意 路 径 均 要 交叉 ， 所 以 两 个 游戏 者 不 可 能 同时 取胜 . 另外 还 要 注 
意 ， 棋 盘 对 两 个 游戏 者 是 对 称 的 . 

我 们 断言 ， 游 戏 者 2 不 可 能 有 必 胜 的 策略 . 否则 ， 由 于 棋盘 是 对 称 的 ， 游 戏 者 1 可 以 以 任意 方 
式 开始 ， 然 后 照搬 游戏 者 2 的 策略 ， 即 如 果 游 戏 者 2 的 策略 中 用 到 了 一 座 之 前 放置 的 桥 ， 则 进行 一 
次 随意 的 行动 . 在 游戏 者 2 取胜 之 前 ， 游 戏 者 1 已 经 应 用 同样 的 策略 获胜 了 . 

如 果 游 戏 持续 到 不 能 再 进行 任何 行动 ， 则 必 有 某 个 游戏 者 已 经 获胜 (习题 70). 由 于 游戏 者 2 没 
有 必 胜 策略 ， 这 意味 着 游戏 者 1 有 必 胜 策略 . 这 里 ， 我 们 显 式 地 给 出 一 种 能 让 游戏 者 ! 获胜 的 策略 
(更 一 般 地 说 ， 这 里 的 论述 在 “ 拟 阵 ”的 环境 中 也 成 立 -一 - 见 定理 8. 2. 46). 
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2.1.17 定理 在 搭桥 游戏 中 ， 游 戏 者 1 有 一 个 必 胜 的 策略 . 

证 明 对 游戏 者 1， 将 其 可 能 的 连接 方式 组 织 成 一 个 图 . 位 于 同一 端的 位 置 点 是 等 价 的 ， 所 以 
我 们 分 别 将 左 布 两 列 的 端点 位 置 ( 黑 点 ) 收 集 作为 单个 顶点 . 在 端点 之 间 添 加 一 条 辅助 边 .上面 右 侧 
的 图 表明 ， 这 个 图 是 两 棵 无 公共 边 的 生成 树 的 并 ， 我们 上 略 去 对 这 两 棵 生成 树 进行 技术 描述 上 的 
a. 

将 这 两 棵 树 放 在 一 起 ， 它 们 包含 目标 项 点 之 间 的 不 相交 边 的 路 径 . 由 于 辅助 边 实 际 上 并 不 存 
在 ,因此 假设 这 是 由 于 游戏 者 2 先 采取 行动 而 将 这 条 边 用 掉 了 . 游戏 者 2 的 每 次 行动 割断 了 该 图 中 
的 某 条 边 。 并 使 得 它 不 再 可 用 . 这 就 将 其 中 一 棵 树 割 裂 成 两 个 分 支 ， 由 命题 2.1.6 可 知 ， 来 自 另 一 
棵 树 的 一 条 边 。 可 以 将 这 棵 树 重新 连接 起 来 . 

游戏 者 1 选取 这 样 一 条 边 “. 这 使 得 是 割 不 断 的 ， 因 为 这 其 实 相当 于 将 e 放 在 两 棵 生成 树 中 . 
删除 e 并 使 “成 为 二 重 边 在 两 棵 生成 树 中 各 有 一 个 拷贝 ， 得 到 的 图 仍然 由 两 棵 不 相交 边 的 生成 树 组 
成 .由 于 游戏 者 2 不 能 割断 一 条 二 重 边 ， 因 此 他 不 能 将 两 棵 树 都 制 镜 .于 是 游戏 者 1 总 能 进行 防守 . 
下 图 演示 了 这 种 策略 . 

当 游 戏 者 1 已 经 获胜 时 或 者 当 没 有 任何 一 条 边 可 以 被 制 断 时 ， 上 述 过 程 就 终止 了 . 在 后 一 种 情 
况 下 ， 剩 下 的 边 都 是 二 重 边 并 且 构成 一 棵 由 游戏 者 1 搭建 的 桥 组 成 的 生成 树 . 因此 ， 无 论 是 哪 种 情 
况 ， 游 戏 者 1 部 构建 了 一 条 将 指定 点 连接 这 些 特殊 项 点 的 路 径 . 


| 


游戏 者 2 割断 


游戏 者 1 重 新 连接 游戏 者 ! 重 新 连接 a 
2.1.1 (一 ) 对 于 每 个 k 值 ， 列 出 最 大 度 为 k 且 顶点 数 不 超 过 6 的 所 有 树 的 同 构 类 ,对 直径 为 & 的 情 
况 列 出 同样 的 同 构 类 . (解释 为 什么 不 存在 其 他 同 构 类 ) 
2.1.2 (一 ) 令 G 是 一 个 图 . 
a) 证 明 ; G 是 一 棵 树 当 且 仅 当 G 是 连通 的 且 其 每 条 边 都 是 割 边 . 
b) 证 明 : G 是 一 棵 树 当 且 仅 当 添加 任 一 条 以 V(G) 中 的 顶点 为 端点 的 边 构成 一 个 环 . 
2.1.3 (一 ) 证 明 : 一 个 图 是 树 当 且 仅 当 它 是 的 且 恰 好 有 一 棵 生成 树 . 
2.1.4 (一 ) 证 明 或 否定 : 边 数 少 于 端点 数 的 任意 图 均 有 一 个 分 量 是 树 . 
2.1.5 (一 ) 令 G 是 一 个 图 . WEH: G 的 极 大 无 环 子 图 由 G 中 各 连通 分 基 的 生成 树 构成 . 
2.1.6 (一 ) 令 是 一 棵 树 ， 其 平均 度 为 a. MEn DHH a 表示 出 来 


(74) 


[可 


58 


gz* 


2.1.7 
2.1.8 


Som oo 


PS es 


(ER: 具有 m 条 边 的 任意 n- 顶 点 图 至 少 有 mw 一 n 十 1 个 环 . 

(一 ) 证 明 下 面 的 每 个 性 质 均 描述 了 森林 的 特征 . 

a) 任 意 诱导 子 图 有 一 个 度 至 多 为 1 的 顶点 . 

b) 任 意 连通 子 图 是 一 个 诱导 子 图 . 

c) 连 通 分 量 的 个 数 等 于 项 点数 减 去 边 数 . 

(一 ) 对 2<k<n 一 1 证明， 添加 一 个 与 P-! 的 所 有 顶点 均 邻 接 的 顶点 之 后 得 到 的 六 项 点 图 
有 一 棵 直径 为 上 《的 生成 树 . 

(一 ) 令 w 和 w 是 连通 的 n- 顶 点 简单 图 的 顶点 . 证 明 : MR du, 02. W du) dC x 
nn 十 1 一 d(u， 必 .构造 一 个 反例 来 说 明 ， 只 要 n3 A d(u，vw) 三 2， 则 上 述 结论 可 能 不 成 立 . 
(一 ) 令 x 和 yy 是 图 G 中 的 相 邻 项 点 . 对 所 有 EVG, WEH: | dc(z，z) 一 di(y，z) | <1. 
(一 ) 计 算 双 团 Kw." 的 直径 和 半径 . 

(CHER: 直径 为 d 的 任意 连通 图 有 一 个 独立 集 至 少 包含 了 「 (1 十 d)/2 Ve Bos . 

(一 ) 假 设计 算 机 处 理 器 由 二 进 制 的 -元 组 命名 ， 且 两 个 处 理 器 可 以 直接 通信 当 且 仅 当 它 们 
的 名 字 在 &- 维 立方 体 Q 中 是 相 邻 的 .如果 名 字 为 的 处 理 器 要 发 送 消息 给 名 字 为 v 的 处 理 
器 ， 它 应 样 确定 到 达 v 的 最 短路 径 上 的 第 一 步 ? 

(一 ) 令 G 是 直径 至 少 为 4 的 一 个 简单 图 . 证 明 : G 的 直径 最 大 为 2( 提 示 : 用 定理 2. 1. 11). 
(一 ) 给 定 简单 图 G， 定 义 同一 顶点 集 上 的 简单 图 G ， 其 中 zyE ECG) YAY r Aly EG 
中 是 相 邻 的 ， 或 者 在 G 中 有 公共 的 相 邻 顶 点 . WEH: diam(G')=[diam(G)/21. 

(1 通过 添加 著 干 边 来 连接 各 个 分 量 ， 证 明定 理 2. 1. 4 中 C=>{A，B} 这 个 部 分 . 

CO GEDA: 最 大 度 A 1 的 任意 一 棵 树 至 少 有 A 个 度 为 1 的 顶点 . 对 任意 选取 的 满足 > 
A>2 的 n 和 A， 构 造 一 棵 恰 有 4 个 叶子 的 wn- 顶 点 树 ， 由 此 证 明 上 述 结论 是 最 优 的 . 

证 明 或 否定 ， 如 果 n 表示 树 TPED i HAART, Win 只 依赖 于 树 了 中 的 顶点 数 . 
饱和 烃 是 由 上 个 碳 原子 和 / 个 氨 原 子 构成 的 分 子 ， 每 个 碳 原子 由 4 个 键 连接 而 每 个 拨 原 子 
由 1 个 键 连接 ， 而 且 键 的 任意 序列 不 会 形成 由 原子 构成 的 环 . 证 明 : ! 一 2k 十 2.(Bondy 
Murty[1976, p27]) 

令 G 是 一 个 六 顶点 简单 图 ， 它 有 分 解 成 & 棵 生成 树 的 一 个 分 解 . Sb, PHB ACG) — (0 H. 
对 于 2k>w， 证 明 这 是 不 成 立 的 . 对 于 <n, WE G 的 度 序列 并 用 nn 和 上 表示 出 来 ， 

令 工 是 一 棵 六 顶点 树 ， 对 于 2<i<k 的 每 个 i 值 ， 树 中 有 一 个 度 为 :的 顶点 ; 其 余 的 wn 一 k 十 1 
个 顶点 都 是 叶子 . 确定 ”并 表示 成 上 的 形式 . 

令 工 是 一 棵 树 ， 其 中 任意 顶点 的 度 均 为 1 或 确定 可 能 的 n DRI. 

证 明 : 任意 非 平凡 的 树 至 少 有 两 个 极 大 独立 集 ， 且 等 号 仅 对 星 形成 立 ( 注 : WAKARA). 
证 明 : 在 具有 个 顶点 的 所 有 树 中 ， 星 形 的 独立 集 最 多 . 

(Di n23, 令 G 是 一 个 n- 顶 点 图 且 任 意 删除 一 个 顶点 之 后 得 到 的 图 均 是 一 棵 树 . 确定 
e(G) ， 并 由 此 确定 GAS. 

(DA di, cs d, 是 正 整数 ， 其 中 nz2. 证 明 : 存在 一 个 顶点 度 为 由，…，dn 的 树 当 且 
1024 Ddi=2n-2. 

对 于 nS2, $ di>- >d, 是 非 负 整数 . 证 明 : 存在 一 个 度 序列 为 d1，…，d，, 的 连通 图 
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分 支 来 实现 ). 对 于 简单 图 ， 这 个 结论 还 成 立 吗 ? 

(1 任意 树 都 是 二 部 图 . 证 明 : 每 棵 树 均 有 一 片 叶 子 位 于 其 中 较 大 的 部 集 ( 如 果 两 个 部 集 的 
大 小 相等 ， 则 两 个 部 集中 均 有 叶子 ). 

令 工 是 一 棵 非 平凡 的 树 ， 其 中 所 有 与 叶子 相 邻 的 顶点 的 度 至 少 为 3. WEA: 了 中 某 一 对 叶 
子 有 公共 的 相 邻 项 点 . 

WES]. 恰 有 两 个 顶点 不 是 割 点 的 简单 连通 图 是 -条 路 径 . 

WEN). 连通 图 G 的 一 条 边 e AMMAR e 属于 任何 一 棵 生成 树 . 证 明 ; “是 一 个 圈 当 
HRe 不 属于 任意 一 棵 生成 树 . 

(DS G 是 一 个 连通 的 m- 顶 点 图 . 证 明 : G 恰 有 一 个 环 当 且 仅 当 G AH n 条 边 . 


k 
(上 ) 令 本 是 一 棵 具有 k 条 边 的 树 ， 并 令 G 是 一 个 边 数 多 于 n(k 一 1) 一 Q 的 简单 六 顶点 图 . 


用 命题 2. 1. 8 证 明 ， 如 果 nc. W 
(上) 令 工 是 一 棵 树 . 证 明 : 了 的 顶点 全 部 有 奇数 度 当 且 仅 当 对 所 有 eE ECT), Toe 的 两 个 
分 量 都 具有 奇数 的 阶 . 

(DD 令 工 是 一 棵 阶 为 偶数 的 树 . 证 明 : 工 恰 有 一 个 生成 子 图 使 得 其 中 每 个 顶点 的 度 均 为 奇数 . 
(04 T, TURE G 的 两 棵 生成 树 . 对 于 eE E(T)— ECT’), 证 明 : 存在 一 条 边 “6 
ECTO EDARI T 十 ec 一 “和 T 一 e+e 都 是 G 的 生成 树 . 

令 T、T' 是 同一 个 顶点 集合 上 的 两 棵 树 ， 且 dr(u) 一 dT' Cu) 对 每 个 顶点 均 成 立 . WEH: T’ 
可 以 由 了 通过 若干 2- 调 换 ( 定 义 1. 3. 22) 操 作 得 到 ， 所 以 每 个 损 作 之 后 得 到 的 图 也 是 树 . 
(Kelmans[1998]) 

(0 令 G 是 一 棵 树 ， 其 中 2k 个 项 点 具有 奇数 度 . 证 明 : G 可 以 分 解 成 条 路 径 ( 提 示 : 证 
明 更 强 的 结论 ， 即 论断 对 所 有 森林 均 成 立 ). 

(D 令 G 是 一 棵 具有 上 片 叶 子 的 树 . 证 明 : G 是 一 些 路 径 Pi e Prabh B PNP = 
多 对 所 有 175) MIT . CAndo-Kaneko-Gervacio[ 1996 ]) 

对 n 宇 4， 令 G 是 满足 e(G) 宇 2n 一 3 的 简单 -顶点 图 . 证 明 : G 有 两 个 等 长 的 环 . (Chen- 
Lehel-Jacobson-Shreve[ 1998] 加 强 了 该 结论 . ) 

令 G 是 一 个 至 少 有 3 个 顶点 的 连通 欧 拉 图 . G 中 的 顶点 v ETS. RA th RATE 
意 迹 均 可 以 扩展 形成 G 的 欧 拉 回路 . 例如 ， 下 图 中 只 有 标 出 的 顶点 是 可 扩展 的 . 证 明 有 关 
G 的 如 下 结论 成 立 ( 选 自 Chartrand-Lesniak[1986，p61]). 

a) it vEV(G) 是 可 扩展 的 当 且 仅 当 G 一 v 是 森林 . (Ore[1951]) 

b) 如 果 忆 是 可 扩展 的 ， 则 dv) —ACG). (Babler[19531) 

OG 的 所 有 顶点 均 是 可 扩展 的 当 且 仅 当 G 是 一 个 环 . 

DMR G 不 是 一 个 环 ， 则 G 最 多 有 两 个 可 扩展 的 顶点 . 
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2.1.43 令 w 是 连通 图 G 的 一 个 顶点 . 证 明 : 不 可 能 选 出 从 u 到 其 他 各 顶点 的 最 短路 径 使 得 这 些 路 
径 的 并 是 一 棵 树 . 
2.1.44 (DERMAL: 如 果 直 径 为 2 的 简单 图 有 一 个 割 点 ， 则 其 补 图 有 一 个 孤立 顶点 . 
2.1.45 设 G 是 一 个 图 ， 它 有 直径 分 别 为 2 和 /的 生成 树 . 证 明 : XET 2-1. G 也 有 直径 为 的 
生成 树 . (Galvin) 
2.1.46 (DEW: 直径 为 3 的 树 是 双星 形 ( 两 个 中 心 顶 点 加 上 一 些 叶 子 ). 计算 具有 个 顶点 的 双星 
形 的 同 构 类 的 个 数 . 
2.1.47 (OO LE E E 
a) 证 明 : PAY BLN et RU ES KR Cu, ERE SPESE du, vd +d, w>dlu, w). 
b 由 (a) 证 明 ，diam G<2rad G 对 任意 图 成 立 . 
ONW E RIE rdr 的 任意 正 整数 r 和 d. 构造 半径 为 ”= 且 直径 为 d 的 一 个 简单 图 ( 提 
示 : 由 环 来 构造 一 个 适当 的 图 ). 
2.1.48 (DIN nz. VE) PERS DU 2. 且 最 大 度 为 n 一 2 的 六 顶点 简单 图 的 最 小 边 数 是 2m 一 4. 
2.1.49 设 G 是 一 个 简单 图 . WEH: rad G>3>rad G<2. 
2.1.50 半径 与 离心 率 . 
a) TE]: 相 邻 顶 点 的 离心 率 最 多 相差 1. 
b) 确 定 从 离心 率 为 r 十 1 的 一 个 顶点 到 G 的 中 心 的 最 大 可 能 距离 ， 并 将 它 表达 成 半径 的 
形式 (提示 : 用 具有 一 个 环 的 图 ). 
2.1.51 4 c M y 是 图 G 中 顶点 v 的 两 个 不 同 相 邻 顶点 . 
a) 证 明 ， 如 果 G 是 一 棵 树 ， 则 2e e GO Hey). 
b) 确 定 使 得 上 述 等 式 不 成 立 的 最 小 图 . 
2.1.52. 令 z 是 图 G 中 的 一 个 顶点 ， 且 假定 eC) > rad G. 
a) 证 明 ， 如 果 G 是 一 棵 树 ， 则 x 有 一 个 相 邻 顶点 的 离心 率 为 人 一 1 
b) 对 大 于 等 于 4 的 每 个 偶数 ~， 构 造 一 个 半径 为 = 的 图 ,使 其 中 工 的 离心 率 为 "十 2， 并 且 
工 没有 离心 率 为 r+ 1 的 相 邻 顶点 . 由 此 说 明 (a) 并 不 是 对 所 有 图 都 成 立 (提示 : 用 有 一 个 
A HD. 
2.1.53 ”构造 一 个 图 ， 使 其 中 心 由 两 个 顶点 构成 ， 且 这 两 个 顶点 之 间 的 距离 为 由 此 证 明 图 的 中 
心 可 以 不 连通 并 且 可 以 有 距离 任意 远 的 分 支 . 
21.54 树 的 中 心 设 了 是 一 棵 树 . 
a) 不 使 用 归纳 法 ， 证 明 工 的 中 心 是 一 个 顶点 或 者 是 一 条 边 . 
b) 证 明 : 工 的 中 心 是 一 个 顶点 当 且 仅 当 diam T 一 2rad T. 
c) 由 (a) 证 明 ， 如 果 n(T) 是 奇数 ， 则 工 的 任意 自 同 构 将 某 个 顶点 映射 到 其 自身 
2.1.55 EEV), 令 sz) = yd(r,a.G 的 重心 是 由 使 %(z) 达 到 最 小 的 那些 顶点 构成 的 


E 


集合 所 诱导 的 子 图 (该 集合 也 被 称 为 中 线 ). 
a) 证 明 : 一 棵 树 的 重心 是 一 个 顶点 或 者 是 一 条 边 ( 提 示 : 对 相 邻 顶点 Mv, WF s) — 
s(v)). Qordan( 1869]) 
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2.1.63 


2.1.64 


2.1.65 


b) 在 直径 为 4 的 树 中 ， 确 定 中 心 和 重心 间 的 最 大 距离 ( 例 : 在 下 图 中 ， 中 心 是 边 ry. OD 
只 包含 *， 它 们 之 间 的 距离 是 1). 


2 


设 工 是 一 棵 树 . EM. T 有 一 个 顶点 vw， 使 得 对 所 有 边 eE E(T) ，T 一 “包含 v 的 分 量 至 少 
有 [mn(T)/2] 个 顶点 . 证 明 u 要 么 是 唯一 的 ， 要 么 仅 有 两 个 这 样 的 相 邻 顶点 . 

Ans c. m 是 和 为 n 一 1 的 正 整数 . 

eam ahah AA MATTE. E D ( 


e(t) 


ni 


2) 
D Ca HEA; 如果 是 树 工 的 一 个 顶点 ， 则 D dw) < (7) (提示 ， 对 顶点 数 用 强 归 


n 
E 2 

ME). 
(十 ) 令 S 和 T 分 别 是 叶子 为 1z，…，m Any cns ye BO. 假设 ds Cay, rj) = 
dr (yin yy XHEX i, j IHR, WE SA T 是 同 构 的 . (Smolenskii[1962]) 
(DO G 是 一 棵 树 ， 它 有 ) 个 项 点、 人 个 叶子 且 最 大 度 为 人 . 
DEH: G 是 k 条 具有 一 个 公共 端点 的 路 径 的 并 . 
b) 确 定 diam G 的 可 能 的 最 大 取 值 和 最 小 取 值 . 
设 G 是 直径 为 d、 最 大 度 为 &(A 之 2) 的 一 个 图 . 证 明 : n(G)<1+[(k 一 D4 一 1]kR/(kR 一 2) 
QE: 等 号 对 Petersen 图 成 立 ). 
(十 ) 令 G 是 一 个 图 ， 在 围 长 至 少 为 g(g 宇 3) 的 所 有 -正则 疼 (k 汪 2)( 习 题 1. 3. 16 说 明了 这 
种 图 是 存在 的 ) 中 ，G 具有 最 小 阶 . 证 明 : G 的 直径 的 最 大 值 为 g( 提 了 示 : 如 果 dor, V> 
g， 修 改 G 可 以 得 到 一 个 围 长 至 少 为 g 的 更 小 的 -正则 图 ). (Erdos-Sachs[1963]) 
(1) 设 GG 是 具有 个 顶点 的 连通 图 . 定义 一 个 新 的 图 G， 具 有 G 的 每 棵 生成 树 的 一 个 顶 
点 ， 在 G 中 顶点 相 邻 当 且 仅 当 相应 的 生成 树 恰好 有 mn(G) 一 2 条 相同 的 边 . 证 明 : G 是 连通 
的 . WEG Ie. 下 图 给 出 一 个 例子 


OEM: 具有 n+) 条 边 的 任意 -顶点 图 的 转 长 最 大 值 为 (2n 十 2)/3j. 对 每 个 ” 值 ， 构 造 
一 个 达到 该 最 大 值 的 例子 . 

(EH: 在 所 有 直径 为 但 不 是 树 的 图 中 ，2k 十 1 是 围 长 的 最 大 值 (提示 : 证 明 如 果 G 有 
一 个 长 度 至 少 为 2k 十 2 WH, EG 还 有 一 个 长 度 更 短 的 环 )- 

(十 ) 设 G 是 一 个 连通 的 wn- 顶点 图 其 最 小 度 为 k， Hp k>2 H mn 一 2 之 2(k 十 1). WEH, 
diam G&3(—2)/(G D -1. RB RBZ 且 (nm 一 27/(k 十 1) 是 一 个 大 于 1 的 整数 ， 构 造 一 个 
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图 使 得 它 对 上 界 中 的 等 号 成 立 . (Moon 1965b]) 

设 Fl ，…，F 是 森林 ， 它 们 的 并 是 G. 证 明 : m>max | Nash-Williams 
[1964] 和 Edmonds[1965 吕 证 明了 这 个 界 总 是 可 达 的 一 推论 8. 2.57). 

证 明 在 G 中 存在 人 棵 两 两 边 不 相交 的 生成 树 的 必要 条 件 : 将 G 的 顶点 任意 划分 成 x 个 集 
合 ， 则 至 少 存在 G 的 4(r 一 1) 条 边 使 得 它们 的 端点 位 于 划分 后 的 不 同 集合 中 ( 注 ， 推 论 
8. 2. 59 证 明了 这 个 条 件 也 是 充分 的 一 一 Tutte[1961a]，Nash -Williams[ 1961]. Edmonds 
[1965c]). 

下 图 能 分 解 成 车 十 棵 边 不 相交 的 生成 树 吗 ? 能 分 解 成 若干 棵 同 构 的 边 不 相交 的 生成 树 吗 ? 


<> 


(* ) 考 虑 定理 2. 1. 17 前 面 的 图 . CA 9 条 季 直 方向 边 和 16 条 水 平方 向 或 斜 向 的 边 ， 仿 
&ivj 是 第 j 列 垂直 方向 边 中 自 上 向 下 的 第 i R. 令 hi,; 是 第 i 行 水 平方 向 /对 角 线 边 中 的 第 j 
Ak. 假设 游戏 者 1 采用 定理 2. 1. 17 中 的 策略 并 存 第 一 步 用 oa. 游戏 者 2 阻 断 了 gz,2 而 后 
游戏 者 1 用 hos. 然后 游戏 者 2 阻 断 了 mm, ， 而 游戏 者 1 用 so 画 出 这 一 时 刻 的 两 棵 生成 
Br. 假设 下 一 步 游戏 者 2 阻 断 uoa ， 列 出 游戏 者 1 的 符合 该 策略 的 所 有 可 能 的 行动 方式 . 
(Pritikin) 

(* ) 证 明 ， 无 论 采 取 哪 种 行动 ， 搭 桥 游戏 在 结束 时 不 可 能 形成 结 ， 即 证 明 ， 当 游戏 不 能 继 
续 进行 时 ， 必 有 一 个 游戏 者 已 经 找到 了 一 条 路 径 将 其 目标 位 置 连接 起 来 . 

CA ) 如 果 游 戏 者 修改 搭桥 游戏 的 规则 ， 使 得 具有 在 友好 结束 之 间 的 路 径 的 游戏 者 是 输 
dC. 禁止 架 桥 连 接 终 结 位 置 或 连接 已 经 有 桥 连 接 的 位 置 . 证 明 : 游戏 者 2 有 一 个 迫使 游戏 
者 1 输 的 策略 (提示 ， 用 命题 2. 1. 7 而 不 用 命题 2. 1. 6). (Pritikin) 

CHER: 如 果 Gi Gi 是 树 G 的 子 树 且 它们 两 两 相交 ， 则 G 有 一 个 顶点 属于 所 有 子 
BEGi oy GLOBOS 对 和 用 归纳 法 . DE. 这 个 结果 是 树 的 Helly 性 质 ). 

CHIEN: 简单 图 G 是 森林 当 且 仅 当 对 于 G 中 两 两 相交 的 路 径 构成 的 任意 族 ， 其 中 的 路 
径 有 一 个 公共 项 点 (提示 : 对 于 必要 性 ， 对 路 径 族 的 大 小 用 归纳 法 ). 

今 G 是 含有 nn 一 2 条 边 的 简单 -顶点 图 . 证 明 : G 有 一 个 孤立 点 或 者 有 两 个 由 非 平 凡 树 形 
成 的 分 量 . 用 这 一 结论 和 归纳 法 证 明 G 是 G 的 子 图 ( 注 : 对 于 有 "一 1 条 边 的 所 有 图 这 一 点 
不 成 立 ). (Burns-Schuster[1977]) 

CHER: 除 Kin + 外， 任意 x 顶点 树 含 于 其 补 图 中 (提示 : 对 用 归纳 法 证 明 更 强 的 结 
de. 如 果 工 是 除 星 形 外 的 一 棵 六 顶点 树 ， 则 K 包含 工 的 两 个 边 不 相交 的 拷贝 ， 且 其 中 了 
的 每 个 非 叶 子 顶 点 的 两 个 拷贝 出 现在 不 同 的 项 点 上 ). (Burns-Schuster[1978]) 

(十 ) 令 S 是 一 个 -元 素 集合 ， 并 令 {Al，…，A，}) 是 5S 的» 个 不 同 的 子 集 . 证 明 : S 有 一 个 
元 素 + 使 得 41 U1{zx),…，A。,U {zx} 这 些 集合 是 不 同 的 (提示 : SE CUR as rns as 的 一 
AA, Rt ira; 当 且 仅 当 {A;，Aj} 中 的 一 个 集合 可 以 通过 在 另 一 个 集合 添加 一 个 元 素 y 
得 到 . 用 y 作为 这 条 边 的 标记 . 证 明 : 存在 一 个 森林 ， 由 带 有 每 个 用 到 的 标记 的 边 组 成 . 
然后 用 这 个 结论 来 获得 所 需 的 元 素 x). (Bondy[1972a]) 
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2.2 生成 树 和 枚 举 


在 顶点 集 [mJ 一 {1，2，…，n} 上 有 2D 个 简单 图 ， 因 为 任意 一 对 顶点 可 以 是 一 条 边 ， 也 可 以 
不 是 一 条 边 . 这 些 图 中 有 多 少 个 图 是 树 呢 ? 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 解决 这 个 计数 问题 ， 并 在 任意 图 中 
计算 生成 树 的 个 数 ， 还 要 讨论 几 个 应 用 - 

树 的 枚 举 

如 果 只 有 一 个 或 两 个 项 点 ， 则 只 能 形成 一 棵 树 . 如 果 有 三 个 顶点 ， 则 仍然 只 有 一 个 同 构 类 ， 但 
邻接 矩阵 是 由 中 心 项 点 确定 的 . 于 是 ， 顶 点 集 [3] 上 存在 3 BERE. 如 果 顶 点 集 为 [4]， 则 存在 4 个 星 
形 、12 条 路 径 ， 共 产生 16 棵 树 . 对 于 顶点 集 [5]， 仔 细 研 究 可 以 得 到 125 HRR. 


a b d 


b c d a € 

由 此 ， 我 们 看 到 一 个 模式 ， 即 在 顶点 集 [n] 上 ， E n RR: 这 就 是 凯 莱 (Cayley) 公 式 . 
Prüfer, Kirchhoff, Polya, Renyi 以 及 其 他 一 些 人 对 此 给 出 了 证 明 . J. W. Moon[1970] 写 过 一 本 关于 
枚 举 树 类 的 书 . 我 们 利用 双 射 给 出 一 个 证 明 ， 该 证 明 建 立 了 一 个 从 顶点 集 为 [四 的 树 构成 的 集合 到 
一 个 已 知 大 小 的 集合 的 一 一 对 应 . 

给 定 由 个 数 构成 的 集合 S， 恰 好 存在 w"? 种 方式 来 构造 一 个 长 度 为 n 一 2 的 序列 ， 序 列 的 元 
素来 自 S. 这 些 序列 构成 的 集合 表示 为 S 2?( 见 附录 A). 我 们 用 S" ?来 对 顶点 集 为 S 的 所 有 树 进 行 
编码 . 由 一 棵 树 得 到 的 这 样 一 个 序列 就 是 该 树 的 Prüfer 编码 . 

2.2.1 算法 (Priifer 编码 ) 生成 /(T) — (ai. t$ as 2). 

MA: 顶点 集 为 SEN 的 一 棵 树 T. 

选 代 : 在 第 i 步 ， 删 除 保留 下 来 的 标号 最 小 的 叶子 ， 并 且 令 w 是 这 个 叶子 的 相 邻 顶点 . a 

2.2.28) 经 过 -2 次 迭代 后 , 原 有 的 nl 条 边 中 将 只 剩 下 一 条 ， 而 且 我 们 已 经 生成 了 一 个 
元 素 取 自 S 的 长 度 为 n 一 2 的 序列 (CD. 在 下 面 的 树 中 ， 标 号 最 小 的 叶子 是 2， 我 们 删 掉 它 并 记录 
T. 之 后 依次 删除 3 和 5 并 记录 下 4， 在 剩 下 的 5 -顶点 树 中 标号 最 小 的 叶子 是 4 完整 的 编码 是 
(744171) ， 而 最 后 留 下 来 的 顶点 是 1 和 8. 在 第 一 步 之 后 ，Priifer 编码 的 剩余 部 分 是 顶点 集 为 [8] 一 
{2) 的 子 树 了 的 Prüfer 编码 . 


6 8 5 
如 果 我 们 已 知 顶 点 集合 S， 则 可 以 用 Prüfer 编码 a 重新 构造 出 这 棵 树 . 方法 是 重新 构造 所 有 的 
3h. 我 们 首先 将 S 中 元 素 看 成 个 孤立 点 . 接 下 来 ， 在 每 一 步 中 ， 生成 一 条 边 并 且 标 记 一 个 顶点 . 
当 我 们 准备 考虑 a 时 ， 还 有 n 一 i+1 个 未 加 标记 的 顶点 和 a 的 mn 一 i1 个 未 使 用 的 编码 位 (包括 ai). 
因而 ， 至 少 有 两 个 未 加 标记 的 顶点 不 会 出 现在 a 的 未 用 编码 位 中 . 令 是 不 在 4 的 未 用 编码 位 中 的 
标号 最 小 的 顶点 ， 添 加 ca; 到 边 序列 中 ， 并 且 标记 x. 重复 上 述 过 程 "一 2 次 ， 剩 下 两 个 未 标记 的 顶 


点 ， 我 们 连接 这 两 个 顶点 形成 最 后 一 条 边 - 
在 上 面 的 例子 中 ，S 中 不 在 编码 中 的 最 小 元 素 是 2， 所 以 添加 的 第 一 条 边 连接 2 和 7， 并 且 标记 


[81] 
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s 此 时 ， 剩 下 的 未 加 标记 的 最 小 元 素 是 3， 我 们 将 它 连接 到 4， 即 得 到 ao. 如 此 继续 下 去 ， 我 
轨 边 被 删除 的 顺序 把 它们 重 构 出 来 ， 由 此 从 a (ERIT. 

通过 这 个 过 程 ， 所 得 图 的 每 个 分 量 均 有 一 个 未 标记 的 顶点 . 初始 时 确实 如 此 ， 然 后 再 在 未 标记 
的 两 个 顶点 间 添 加 一 条 边 就 可 以 将 两 个 分 基 连 接 起 来 . 在 对 新 边 的 一 个 顶点 做 标记 之 后 ， 每 个 分 量 
义 恰好 有 -- 个 未 标记 的 顶点 . 在 n—2 个 步骤 之 后 ， 我 们 有 两 个 未 标记 的 顶点 ,故而 有 两 个 分 量 . 
添加 最 后 一 条 边 之 后 得 到 一 个 连通 图 . 于 是 ， 我 们 构建 了 一 个 有 个 顶点 和 n 一 1 条 边 的 连通 图 . 
由 定理 2.1.4B 可 知 ， 它 是 一 棵 树 ， 但 我 们 还 未 证 明 其 Prüfer 编码 是 a. a 

2.2.3 EH (Cayley 公式 [1889]) ”对 大 小 为 nn 的 集合 SCSN， Mkh SHARA n OR. 

证 明 (Prifer[1918]) 结论 对 n—1 显然 成 立 ， 故 我 们 假定 n22. 我 们 证 明 算 法 2. 2. 1 定义 了 一 
个 双 射 /， 它 将 顶点 集 为 S 的 树 构成 的 集合 映射 到 由 S 中 元 素 构成 的 长 为 ”一 2 的 序列 的 集合 See, 
我 们 必须 证 明 对 于 每 个 a= Cais rns a, 22 ES" zz， 恰 好 有 一 棵 以 S 为 顶点 集 的 树 T 满足 
1(T)=w. 我 们 对 二 用 归纳 法 来 证 明 这 一 点 . 

EKER: n= 2. 只 有 一 棵 具有 两 个 顶点 的 树 . Prüfer 编码 的 长 度 为 0， 这 也 是 唯一 的 长 度 为 0 
的 序列 

归纳 步骤 ， n>2. 计算 /( 了 T) 的 过 程 要 将 每 个 顶点 的 度 前 减 为 1， 然 后 才 可 以 删除 它 ,于 是 ,每 
个 非 叶 子 顶 点 都 会 出 现在 SDH. 而 叶子 都 不 会 出 现在 /(T) 中 ， 因 为 要 将 一 个 叶子 顶点 当 作 另 一 
个 叶子 顶点 的 相 邻 顶点 记录 下 来 ， 需 要 将 这 棵 树 前 减 成 只 有 一 个 顶点 的 树 . 因此 ，T 的 叶子 是 S 中 
BOA RT: SPRER: 如 果 /(T) =a, 则 第 一 个 被 删除 的 叶子 顶点 是 S 的 未 出 现 于 a 中 的 最 小 
元 素 ( 设 为 r)， 且 r 的 相 邻 顶点 为 a1. 

给 定 aE 5S"“， 现 在 我 们 要 找 出 满足 S/D =o 的 所 有 树 . 我 们 已 经 证 明了 每 棵 这 样 的 树 一 定 以 
顶点 r 作为 其 最 小 的 叶子 且 含 有 边 rai. 删除 叶子 z+ 将 剩 下 一 个 新 树 ， 它 以 S 一 S 一 {z} 为 顶点 集 ， 
其 Prüfer 编码 为 a = (a2, + an 2:)， 该 序列 由 S 中 的 ”一 3 个 元 素 构成 

由 归纳 假设 可 知 ， 恰 好 存在 一 棵 以 S' 为 顶点 集 而 以 a 为 Prifer 编码 的 树 T. 由 于 每 一 棵 Prüfer 
编码 为 a 的 树 工 均 是 在 T' 这 样 一 棵 树 中 添加 一 条 边 ra 之 后 得 到 的 . 故 至 多 存在 一 棵 树 满足 /( 了 ) = 
a. 此 外 ， 将 边 rai 添加 到 T' 上 确实 生成 一 棵 顶点 集 为 S 而 Prüfer 编码 为 a 的 树 ， 所 以 至 少 存在 这 


样 一 棵 树 . E 
Cayley 用 代数 方法 来 处 理 这 个 问题 ， 并 利用 顶点 度 来 完成 了 对 树 的 计数 ，Priifer 的 双 射 也 提供 
了 同样 的 信息 . 
2.2.4 推 论 给 定 和 为 2n 一 2 的 正 整 数 d1，…，dn， 在 顶点 集 [n] 上 恰 存 在 (n 一 2)1 7 


CIl Cd; — D DAEREUR 08 i Ab d, 对 任意 i 成立。 

证 明 在 构造 树 TY Prüfer 编码 时 ， 每 删除 x 的 一 个 相 邻 顶点 ， 就 要 在 Prüfer 编码 中 记录 一 
次 zx， 直到 删除 > 本 身 或 者 + 是 最 后 剩 下 的 两 个 顶点 之 一 . 所 以 ， 在 Prüfer 编码 中 ， 每 个 顶点 工 出 
现 dT(7) 一 1 次 . 

因此 ， 如 果 要 对 顶点 度 为 给 定 整 数 的 那些 树 进行 计数 ， 只 需 对 长 度 为 a 一 2 并 且 每 个 i 恰 出 现 
di 一 1 次 的 数字 序列 进行 计数 . 如 果 对 i 的 每 次 重复 均 用 下 标 来 进行 区 别 ， 则 相当 于 对 ”一 2 个 对 象 进 
行 排列 ， 所 以 共有 (n 一 2)! 个 序列 . 因为 :的 各 次 重复 是 没有 区 别 的 ， 因 此 我 们 实际 上 对 每 个 目标 序 
列 重复 计算 了 (TCd; 一 1) 1) 次 ,重复 计数 是 由 各 个 i 值 的 下 标的 不 同 顺 序 引 起 的 (附录 A 对 这 个 计数 
问题 进行 了 进一步 的 讨论 ). 
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2.2.5 例 (具有 指定 度 的 树 ) ”考虑 顶点 集 为 (1，2，3，4，5，6，7} 且 度 分 别 为 (3，1，2，1， 


3，1，D 的 树 RA DT 一 30， 这 些 树 如 下 图 所 示 .由 度 序列 知道 ， 只 有 {1，3， 


5} 是 非 叶 顶点 ,删除 这 些 叶子 顶点 得 到 集合 {1，3，5} 上 的 子 树 . 存在 3 棵 这 样 的 子 树 ， 它 们 是 由 
中 间 的 子 树 所 决定 的 . 
| 

为 了 得 到 每 一 棵 树 ， 根 据 每 个 非 叶 项 点 的 度 ， 我 们 为 其 加 上 适当 个 数 的 相 邻 的 叶子 顶点. 有 6 
种 方法 可 以 完成 第 一 棵 树 (从 剩余 的 4 个 顶点 中 选 2 个 作为 顶点 1 的 相 邻 顶点 )， 并 有 12 种 方法 可 
以 完成 另外 的 两 棵 树 ( 从 剩余 的 4 个 顶点 中 选 1 个 作为 顶点 3 的 相 邻 顶点 ， 再 从 剩余 的 3 个 顶点 中 
选 1 个 作为 中 心 硕 点 的 相 邻 顶点 ). 
图 的 生成 树 

我 们 可 以 用 另 一 种 方式 解释 Cayley 公式 .因为 顶点 集 为 [n] 的 完全 图 拥有 所 有 的 边 ， 因 此 这 些 
边 都 可 以 用 来 构成 顶点 集 为 [四 的 树 . 于 是 ， 以 给 定 的 元素 为 顶点 的 树 的 棵 数 等 于 含 4 个 顶点 的 
完全 图 中 的 生成 树 的 棵 数 . 

现在 ， 我 们 考虑 更 一 般 的 问题 ， 即 在 任意 图 中 计算 生成 树 的 棵 数 .一 般 情况 下 ， 图 G 将 不 再 有 
完全 图 这 样 的 对 称 性 ， 所 以 不 可 能 像 在 K. 中 的 情况 那样 有 一 个 简明 的 公式 ， 但 是 我 们 可 以 有 一 个 
算法 ， 它 可 以 提供 一 个 简单 的 方式 来 计算 给 定 的 一 个 图 中 的 生成 树 的 棵 数 . 

2.2.6 例 下 面 给 出 了 一 个 风筝 形 . 为 计算 其 生成 树 的 棵 数 ， 注 意 观察 可 以 看 到 其 中 4 棵 树 是 
该 画 法 中 外 面 的 那个 环 中 的 4 条 路 径 . 其 余 的 生成 树 都 用 了 对 角 边 . 对 于 每 个 度 为 2 的 顶点， 必须 
包含 它 的 一 条 边 ， 由 此 得 到 了 另外 4 棵 生成 树 . 总 共 8 棵 生成 树 . 


MoOUC 
W AI " 
在 例 2.2.6 中 ， 分 别 计算 了 包含 和 不 包含 对 角 边 的 树 的 棵 数 RER RAIET DURER Jr ke 


计算 生成 树 . 显然 ， 图 G 的 不 包含 边 e 的 生成 树 就 是 图 G 一 e 的 生成 树 ， 但 是 如 何 计算 包含 边 e 的 


生成 树 呢 ? 对 此 ， 我 们 要 用 到 关于 图 的 一 个 基本 操作 . 
2.2.7 定 义 在 图 G 中 .端点 为 凡 和 的 边 e 的 收编 ， 就 是 用 一 个 顶点 代 赫 ww 和 vv 并且 与 该 顶 
点 关联 的 边 包 括 除 e 之 外 的 所 有 与 或 的 关联 的 边 . 所 得 到 的 图 G*e 比 图 G 少 一 条 边 . 


在 图 G 的 上 面 这 个 画 法 中 ， 边 。 的 收缩 就 是 将 这 条 边 缩 成 一 个 顶点 . 收缩 一 条 边 可 能 产生 重 边 
和 图 . 为 了 正确 计算 生成 树 的 棵 数 ， 我 们 必须 保留 重 边 ( 见 例 2. 2.9). 在 收缩 的 其 他 应 用 中 ， 重 边 
可 能 并 不 相关 . 

递归 过 程 对 所 有 图 均 适 用 . 

2.2.8 命题 令 r(G) 是 图 G 的 生成 树 的 棵 数 ， 如 果 eC EQ R. e 不 是 围 ， 则 r(G) 一 r(G 一 e) 十 
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(Gee). 

WEBB GURAH e 的 生成 树 恰 好 就 是 G 一 e 的 生成 树 . 为 说 明 G 有 rlG。e) 棵 包含 边 e 的 
生成 树 ， 需 要 证 明 e 的 收缩 定义 了 从 G 的 包含 e 的 生成 树 集合 到 Ge 的 生成 树 集合 之 间 的 一 
个 双 射 . 

如 果 在 一 棵 包含 边 e 的 生成 树 中 收缩 e:， 则 可 以 得 到 图 Gee 的 一 棵 生成 树 ， 因 为 所 得 的 
EG. e 的 子 图 是 生成 的 和 连通 的 并 且 有 着 正确 的 边 数 . 在 收缩 过 程 中 ， 其 他 边 保持 它们 的 标识 
(identity) 不 变 ， 所 以 不 会 将 两 棵 生成 树 映射 到 图 G。e 的 同一 棵 生成 树 . 同时 ， 图 G。e 的 每 棵 生成 
树 均 可 以 由 这 种 方法 得 到 ， 因 为 将 新 顶点 扩展 成 边 “就 得 到 图 G 的 一 棵 生成 树 . 由 于 图 G，e 的 每 
棵 生成 树 恰好 出 现 一 次 ， 故 该 映射 是 双 射 . " 

DIXI OCIERLALLLSEMEG UD LNOLER 棵 生成 树 ， 所 以 由 命题 2.2.8 可 知 风 第 形 的 
生成 树 有 8 棵 、 没 有 重 边 ， 计 算 结 果 就 错 了 . 

pep : 

如 果 我 们 能 够 识别 一 些 特殊 图 形 则 可 以 节省 一 些 计算 时 间 ， 例 如 像 上 面 右边 的 两 个 图 ， 它 们 的 
生成 树 的 棵 数 是 已 知 的 . 

2.2.10 注 记 如 果 图 G 是 一 个 连通 的 无 圈 图 ， 且 没有 长 度 至 少 为 3 的 环 ， 则 r(G) 等 于 边 的 重 
数 的 乘积 . 一 个 不 连通 的 图 没有 生成 树 . a 

如 果 边 是 一 个 圈 ， 则 不 能 再 应 用 命题 2. 2. 8 的 递归 过 程 . 例如 ， 仅 由 一 个 顶点 及 其 上 的 一 个 
图 组 成 的 图 ， 其 生成 树 只 有 一 个 ， 但 删除 和 收缩 这 个 圈 将 使 得 这 棵 生成 树 被 计算 两 次 ul Ll 
响 生 成 树 的 棵 数 ， 在 它们 出 现 的 时 候 可 以 将 其 删除 . 

如 果 所 有 的 边 都 是 图 ， 递 归 计算 生成 树 需 要 初始 条 件 . 这 样 的 一 个 图 ， 如 果 它 仅 有 一 个 项 点 ， 
则 它 有 -- 棵 生成 树 ， 如 果 顶 点 数 大 于 1， 则 它 没有 生成 树 . 对 于 一 个 无 圈 图 G， 如 果 一 台 计算 机 通 
过 删除 或 收缩 其 每 一 条 边 来 完成 对 生成 树 的 计算 ， 则 可 能 需要 2“G) 次 操作 . 即使 像 注释 2. 2. 10 所 
说 的 那样 采用 了 节省 时 间 的 策略 ， 计 算 的 总 量 将 随 着 图 的 大 小 呈 指 数 增长 ; 这 是 不 实际 的 ， 

采用 另 一 种 技术 可 以 极 大 地 提高 计算 速度 . 矩阵 树 理论 利用 行列 式 计算 r(C) 的 值 ， 这 一 方法 
隐 含 在 Kirchhofl[1847] 的 工作 中 . 较 之 于 前 一 种 方法 ， 它 要 快 得 多 ， 因 为 一 个 nXn 的 矩阵 的 行列 式 
可 以 用 少 于 ww 次 操作 来 完成 计算 . 当 G= K。 时 ，Cayley 公式 也 可 以 从 矩阵 树 理论 推出 来 (习题 17)， 
但 是 它 却 不 易 从 命题 2 2. 8 推出 

在 开始 叙述 定理 之 前 ,我 们 举例 说 明 该 定理 措 明 的 计算 过 程 . 

2.2.11 例 (一 个 短 阵 树 计算 ) 定理 2. 2. 12 让 我 们 用 顶点 度 形成 对 角 矩 阵 ， 并 用 它 去 减 邻 接 矩 
阵 ， 这 样 得 到 一 个 矩阵 . 然后 ， 删 除 上 述 抢 阵 的 一 行 和 一 列 ， 再 取 它 的 行列 式 ， WRG 是 例 2. 2.9 
中 的 风筝 形 ， 各 顶点 的 度 为 3，3，2，2. 我 们 得 到 的 图 G 的 这 个 矩阵 如 下 图 左 侧 所 示 ， 取 中 间 夭 阵 
的 行列 式 . 结果 就 是 图 G 的 生成 树 的 棵 数 ! 


A€*uu aT 
“1-12 0) 7 (à 2 0) + 8 
-1 0 2 
-1 -1 0 2 a 


图 并 不 影响 生成 树 ， 所 以 我 们 在 计算 之 前 将 它们 删除 . 这 个 定理 的 证 明 用 到 了 行列 式 的 性 质 
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2.2.12 EE AE -BREUE 2). ”给 定 顶点 集 为 N, s vn 的 无 圈 图 G， 设 ai,j 是 端点 为 vi 和 vi 的 
边 的 条 数 , 设 Q 是 一 个 答 阵 ， 其 中 当 ;天 ) 时 ，(i， 门 位 置 元 素 的 值 为 一 ai,ij， 当 i 一 j 时 ，(i, OE 
置 元 素 的 值 为 d(vwi). 如 果 Q" 是 从 QQ 中 删除 第 s 行 和 第 4 列 后 的 矩阵 ， 则 (GOS Ddeg". 

“ERA 只 证 明 当 *=: 上 的 情况 ;一 般 的 情况 可 以 从 线性 代数 知识 推出 ( 当 一 个 矩阵 各 列 求 和 得 0 
向 量 时 ， 则 各 行 的 余子 式 是 常数 习题 8. 6. 18). 

第 一 步 . 如 果 姜 是 图 G 的 一 个 定向 ,而 M 是 站 的 关联 短 阵 ， 则 Q 一 MMT. 设 边 为 el，…， 
em， 如 果 o; 是 边 e; 的 尾部 ， 则 MTE m: j=l, WR v Bike; 的 头 部 ， 则 MOER m j=l 
否则 M 的 元 素 mi,j; =0. MMT 的 位 置 i，j 上 的 元 素 等 于 M 的 第 i 行 与 第 j 行 的 内 积 . 当 i#j 时 ， 该 
内 积 对 每 一 条 关联 到 这 两 个 顶点 的 边 累积 一 个 一 1; 当 i 二 j 时 ， 该 内 积 为 每 一 条 关联 到 这 个 项 点 的 
边 累积 一 个 1， 由 此 得 到 该 顶点 的 度 . 


a b 


1f-1 1 
_2/0 0 -1 
“=3l0 o o 
4 1 


第 二 步 , 如 果 昌 是 M 的 一 个 (n 一 1) X (n 一 1) 的 子 乱 阵 ， 则 在 相应 的 n 一 1 条 边 构 成 人 的 一 棵 生 
成 树 的 情况 下 det 有 = 士 1， 否 则 det B—0. 对 于 第 一 种 情况 ， 我 们 对 ”用 归纳 法 来 证 明 det B= +1. 
对 n=1， 由 约定 可 知 0X0 和 矩阵 的 行列 式 为 1. 对 于 n>1,， 令 了 是 一 棵 生成 树 ， 其 边 恰 好 是 B 的 列 
由 于 全 至 少 有 两 个 叶子 且 只 有 一 行 被 删除 了 ， 故 B 有 一 行 对 应 了 的 一 个 叶子 +. B 中 的 这 一 行 只 
有 一 个 非 0 元素. 按 这 -- 行 展开 来 计算 行列 式 ， 只 剩 下 具有 非 0 权重 的 子 矩阵 B' 的 行列 式 ， 它 对 应 
于 G 一 zx 的 生成 子 树 ， 而 G 一 zx 恰好 是 从 G 中 删除 顶点 zx 及 其 关联 边 之 后 得 到 的 . 由 于 BB 是 一 个 
(n 一 2) X (Cn 一 2) 的 子 和 矩阵 ， 因 此 它 是 G 一 z 的 一 个 定向 的 关联 矩阵 . 由 归纳 假设 得 到 det BY = E1. 
由 于 xz 的 这 一 行 中 的 非 0 元 素 是 土 1， 因 此 得 到 矩阵 B 的 行列 式 也 是 十 1. 

如 果 对 应 于 B 的 一 1 列 的 那些 边 不 构成 生成 树 ， 则 由 定理 2. 1. 4C 知道 这 些 边 包 含 了 -个 环 
C. 令 未 在 C 出 现 的 边 对 应 的 列 的 系数 为 0，C 中 正 向 边 对 应 的 列 的 系数 为 二 1，C 中 逆向 边 对 应 的 
列 的 系数 为 一 1， 这 样 就 得 到 B 的 各 列 的 一 个 线性 组 合 ， 结 果 在 每 个 项 点 处 都 得 到 0. 内 此 ， 这 些 列 
是 线性 相关 的 ， 由 此 知道 det B—0. 

第 三 步 . 计算 det Qe. dE M* 表示 从 M 中 删除 第 : 行 得 到 的 矩阵 . FEQ — MI CM" T. 如 
果 普 一 m 一 1, 则 行列 式 为 0 且 不 存在 生成 子 树 ,因此 假设 内 三 m 一 1. Binet-Cauchy 公式 (习题 8. 6. 19) 
利用 各 因子 的 方形 子 阵 的 行列 式 来 计算 两 个 非 方形 矩阵 的 乘积 的 行列 式 ， Mmm pitt Ad p X mi, 
Bm Xp 的 ,上 述 公式 是 说 det AB = 3) det As det Bs, 其 中 如 是 对 [m] 的 所 有 p EFR SRM, 


As 是 A 的 子 阵 ， 其 列 由 S 中 的 元 素 索引 ， 面 Bs 是 B 的 子 阵 ， 其 列 由 S 中 的 元 素 索引 . 如 果 将 该 
公式 应 用 于 Qt =M'* (M* )T， 则 As 是 第 二 步 中 讨论 的 (一 D) X (一 1) 的 子 阵 而 Bs= Ag. Wit. 
对 应 于 每 棵 生成 树 的 nl 条 边 的 集合 ， 求 和 过 程 累 积 一 个 1=( 土 1)?; 而 对 于 其 他 的 n— 1 条 边 构成 
的 集合 ， 求 和 过 程 累积 一 个 0. 
分 解 和 优美 标记 

我 们 考虑 另 一 个 问题 ， 它 是 关于 图 的 分 解 的 (定义 1.1.32). 图 G 总 可 以 分 解 成 若干 条 单独 的 
3h. 我 们 能 将 G 分 解 成 较 大 的 树 T 的 若干 个 拷贝 吗 ? 这 要 求 <(T) 能 整除 <(C) 且 AQGDZACD; 这 
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个 条 件 是 充分 的 吗 ? 即使 G 是 e(T)- 正 则 的 ， 可 能 仍 没有 这 样 的 分 解 (习题 20); 例如 ，Petersen 图 
不 能 分 解 成 车 十 个 爪 形 . 
Häggkvist 曾 狂想， 如果 G 是 2m- 正 则 图 且 是 有 m 条 边 的 树 ， 则 E(G) 可 以 分 解 成 本 的 2G) 
拷贝 ， 即 便 是 “最 简单 "的 情况 ， 即 G 是 完全 图 的 情况 ， 也 无 法 进行 求证 ， 因 此 该 猜想 因 其 难度 而 闻名 . 
2.2.13 猜想 (Ringel[1964]) WR TEA m 条 边 的 一 个 固定 的 树 ， 则 Kzm+1 可 以 分 解 成 了 的 
2m+1 个 拷贝 . È 
为 了 证 明 Ringel 猜想 ， 人 们 将 研究 的 焦点 放 在 了 一 个 更 强 的 论断 上 ， 即 优美 树 狂想. 它 蕴涵 了 
Ringel 猜想 ， 它 是 关于 偶数 阶 优美 图 的 分 解 的 ， 其 陈述 也 类 似 于 Ringel 猜想 (习题 23). 
2.2.14 定 义 具有 六 条 边 的 图 CG 的 一 个 优美 标记 是 一 个 函数 : f: V(G)->10，…，m}， 它 使 


得 不 同 的 顶点 被 标记 为 不 同 的 整数 且 { | (G0 — f(v) |: uv€ E(G)} 一 {1，…，mm}， 如 果 图 G 有 一 
个 优美 标记 ， 则 该 图 是 优美 的 . 
2.2.15 猜想 ( 优 关 树 猜想 一 一 Kotzig，Ringel[1964]) 每 棵 树 都 有 一 个 优美 标记 . a 


2.2.16 定理 (Rosa[1967]) — do X — MEA m Hid Oh ET 有 一 个 优美 标记 ， 则 Komt 可 以 分 解 
成 下 的 2mm 十 1 个 拷贝 . 

证 明 将 Kzm+1 的 顶点 看 成 模 2m 十 1 的 同 余 类 ， 并 按照 循环 次 序 排列 . 如 果 两 个 同 余 类 是 相继 
的 ， 则 它们 的 差 为 1; 如 果 在 这 两 个 同 余 类 之 间 还 有 一 个 同 余 类 ， 则 它们 的 差 为 2， 依 此 类 推 ， 最 
大 的 差 为 m. 根据 端点 之 间 的 差 来 对 Kzm+1 的 边 进 行 分 组 . AE jm, i 2m 十 1 条 边 的 差 为 让 
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由 工 的 一 个 优美 标记 ， 我 们 在 Kzm+1 中 定义 工 的 各 个 拷贝 ， 将 这 些 拷贝 记 为 Tos s Tom. Te 
的 顶点 为 &，…， kk 十 m( 模 2m 十 1)， 其 中 十 i 邻接 于 十 j 当 且 仅 当 在 本 的 优美 标记 中 i j 是 邻接 
的 .To 看 起 来 就 像 一 个 优美 标记 ， 其 中 对 应 于 每 个 差 值 均 有 一 条 边 . 对 工 的 当前 拷贝 ， 将 其 中 每 
条 边 的 两 个 端点 分 别 加 1， 这 种 平移 操作 得 到 的 边 与 原来 的 边 具有 相同 的 差 值 ， 平 移 得 到 的 这 些 边 
就 形成 了 工 的 下 一 个 拷贝 . 边 的 每 个 差 值 类 恰好 有 一 条 边 位 于 每 个 Tt 中 ， 故 To ，…，Tzw 构 成 了 
Kzm+1 的 分 解 . a 

现在 已 经 知道 ， 对 于 某 些 类 型 的 树 以 及 其 他 一 些 图 族 ， 优 美 标记 是 存在 的 (参见 Gallian[1998])， 
对 于 星 形 和 路 径 ， 很 容易 找到 它们 的 优美 标记 . 下 面 我 们 定义 一 族 树 ， 它 通过 添加 一 些 边 与 路 径 相 
关联 来 对 星 形 和 路 径 进行 了 泛 化 . 

2.2.17 定义 “一 个 毛虫 形 是 一 棵 树 ， 其 中 有 一 条 路 径 ( 即 短 骨 ) 关 联 于 (或 包含 ) 每 一 条 边 ， 

2.2.18 例 不 位 于 毛虫 形 的 湖 骨 上 的 顶点 ( 即 “ 足 ”) 就 是 叶子 顶点 . 下 面 ， 我 们 给 出 一 个 毛虫 形 
的 优美 标记 . 事实 上 ， 任意 毛虫 形 均 是 优美 的 (习题 31). (EF EP, Y 不 是 毛虫 形 . 


0 14 3 104 8 7 
1 2131211 95 6 Y 
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2.2.19 定理 一 哥 树 是 毛虫 形 当 且 仅 当 它 不 包含 上 图 中 的 YY. 

证 明 MAG 中 删除 G 的 所 有 叶子 ， 将 所 得 的 图 记 为 G'. 由 于 存在 于 G' 中 的 顶点 均 不 是 G 中 
的 叶子 顶点 ， 因 此 G 有 一 个 顶点 的 度 至 少 为 3 当 且 仅 当 Y 出 现在 G 中 . 因此 ，G 不 包含 Y 的 拷贝 
HANYAG. 这 等 价 于 G' 是 一 条 路 径 ， 也 等 价 于 G 是 一 个 毛虫 形 . a 
分 叉 和 欧 拉 有 向 图 ( 选 学 ) 

Tutte 将 矩阵 树 定理 扩展 到 有 向 图 中 . 他 提出 的 定理 将 矩阵 树 定理 归 约 到 对 称 有 向 图 的 情况 (如 
果 有 向 图 的 邻接 矩阵 是 对 称 的 ， 则 称 该 有 向 图 是 对 称 的 . 因此 ， 对 称 有 向 图 就 是 对 图 的 模拟 )， 该 
定理 与 欧 拉 回路 有 着 惊人 的 联系 . 

2.2.20 定义 一 个 分 叉 或 者 出 流 树 是 一 哥 树 的 一 个 定向 ， 该 定向 有 一 个 入 度 为 0 的 根 顶 点 而 
其 余 顶 点 的 入 度 均 为 1 入流 树 是 将 出 流 树 的 边 取 北 向 之 后 得 到 的 图 . 

以 v 为 根 的 分 丸 是 从 出 发 的 一 些 路 径 的 并 (习题 33). 每 个 项 点 恰好 能 通过 一 条 路 径 到 达 . 
类 似 的 结果 对 入 流 树 也 成 立 ; 一 棵 入 流 树 是 以 根 顶 点 为 终点 的 一 些 路 径 的 并 ， 每 条 路 径 起 始 自 一 
个 顶点 

下 面 给 出 Tutte 的 这 个 定理 ， 但 不 给 出 证 明 ， 然 后 用 该 定理 对 分 叉 的 个 数 进行 计数 . 

2.2.21 定理 (有 向 的 矩阵 树 定理 一 一 Tutte[1948]) ”给 定 一 个 无 图 有 向 图 G, AQ =D -A 
fa Qt =Dt—A', RPD 和 D+ 分 别 是 由 G 的 所 有 顶点 入 度 和 所 有 顶点 出 度 形成 的 对 角 短 阵 ，A” 
的 i，j 位 置 上 的 元 素 是 从 vj 到 vi 的 边 的 条 数 .G 的 以 vi 为 根 的 生成 出 流 树 (入 流 树 ) 的 棵 数 等 于 
Q 的 第 i 行 (Q+ 的 第 i 列 ) 的 每 个 余子 式 的 值 . 


3 
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2 

2.2.22 例 上 面 的 有 向 图 中 有 两 棵 根 为 1 的 生成 出 流 树 ， 有 两 棵 根 为 3 的 入 流 树 . Q 的 第 1 
行 的 任意 余子 式 为 2， 而 Q+ 的 第 3 列 的 任意 余子 式 为 2. a 

孤立 点 不 影响 欧 拉 回路 . 删除 这 些 孤立 点 后 ， 一 个 有 向 图 是 欧 拉 图 当 且 仅 当 在 每 个 项 点 处 人 度 
等 于 出 度 且 其 底 图 是 连通 的 (定理 1. 4. 24). 这 样 的 有 向 图 也 是 强 连通 的 ， 这 使 得 我 们 可 以 从 中 找 出 
生成 人流 树 . 我 们 将 以 生成 人 流 树 的 形式 来 描述 欧 拉 回路 . 

2.2.23 引 理 在 强 有 向 图 中 ,任意 顶点 均 是 一 棵 出 流 树 (入 流 树 ) 的 根 顶 点 . 

证 明 考虑 一 个 顶点 w 我 们 以 递归 方式 添加 一 些 边 ， 从 而 由 v 得 到 一 个 分 丸 ， 当 添加 了 i 条 边 
之 后 ， 令 S 是 已 到 达 的 那些 顶点 构成 的 集合 ; 开始 时 So = (v). 由 于 G 是 强 连通 的 ， 必 有 一 条 边 从 
Si 离开 (习题 1. 4. 10)， 我 们 将 这 样 一 条 边 添加 到 分 丸 上 并 将 其 头 部 添加 到 Si 中 得 到 S,+1. 继续 这 
个 过 程 ， 直 到 到 达 了 所 有 顶点 . 

为 得 到 以 v 为 终点 的 一 些 路 径 构成 的 一 棵 入 流 树 ， 只 需 逆 转 所 有 边 的 方向 并 利用 同样 的 过 程 即 
可 . 道 转 强 有 向 图 的 所 有 边 得 到 的 图 仍然 是 强 有 向 的 . a 

引 理 用 构造 性 的 方法 生成 了 以 某 个 顶点 为 根 的 搜索 树 ， 这 种 树 由 从 根 顶 点 出 发 的 若干 条 路 径 构 
R. 在 下 一 节 中 ， 我 们 将 更 广泛 地 讨论 搜索 树 . 

2.2.24 算法 (有 向 图 中 的 欧 拉 回路 ) 

输入 : 一 个 欧 拉 有 向 图 G 以 及 由 以 顶点 v 为 终点 的 一 些 路 径 组 成 的 一 棵 生成 人 流 树 了 
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第 一 步 : 对 任意 vEV(G)， 适 当 安排 离开 v 的 那些 边 的 次 序 ， 使 得 当 usc v BET PRA u 的 那 


条 边 排 在 最 后 - 
第 二 步 : 从 v 出 发 ， 在 当前 顶点 处， 始终 选择 的 上 述 边 次 序 中 的 下 一 条 未 使 用 的 边 离开 4， 
由 此 构造 出 一 条 欧 拉 回路 . " 


2.2.25 8|. 在 下 面 的 有 向 图 中 ， 粗 边 构成 了 一 棵 人 流 树 ， 它 由 以 v 为 终点 的 一 些 路 径 形成 图 
中 的 边 依次 进行 了 标号 ， 从 标记 为 1 的 边 开始 形成 了 一 个 欧 拉 回 路 . 只 有 在 没有 其 他 可 选用 的 边 的 
情况 下 ， 该 回路 才 沿 着 了 中 的 边 离开 一 个 顶点 . 如 果 在 顶点 v 处 ， 将 边 1 排 在 边 10 之 前 ， 将 边 10 
排 在 边 13 之 前 ， 则 算法 就 按照 标定 的 顺序 访问 每 一 条 边 . 


2.2.26 定理 算法 2.2.24 总 产生 一 条 欧 拉 回路 . 

证 明 由 引 理 2. 2. 23， 构 造 出 抵达 ~ 的 一 棵 入 流 树 . 然后 ， 用 算法 2. 2. 24 构造 出 一 条 迹 .只 
需 证 明 ， 这 条 迹 只 能 终止 在 顶点 处 ， 并 且 在 终止 时 它 已 经 遍历 了 所 有 的 边 . 

当 我 们 进入 一 个 顶点 usto mt, TPRI u 的 那 条 边 仍 未 使 用 ， 因 为 d* G0 —d- G0. 因此 ， 只 
要 进入 了 顶点 w， 肯 定 还 能 找到 边 出 来 . 故 这 条 迹 只 能 终止 在 v 

算法 终止 ， 是 因为 我 们 无 法 再 继续 ;此 时 ,我 们 位 于 v 并 且 用 光 了 所 有 的 出 边 . 由 于 d o= 
d* (v)， 因 此 也 必然 用 光 了 wv 处 的 所 有 入 边 . 因为 我 们 不 能 使 用 工 的 边 ， 除 非 这 条 边 是 剩 下 的 唯一 
-条 离开 其 尾部 的 边 ， 故 除非 用 光 了 其 他 顶点 处 的 所 有 边 ， 否 则 不 可 能 使 用 进入 v 的 那些 边 ， 因 为 
本 中 包含 从 任意 项 点 到 v 的 一 条 路 径 . 图 

2.2.27 例 在 下 面 的 有 向 图 中 , 到 达 v 的 任意 人 流 树 均 包含 了 uv, ye, wr, (zu. zu) Z— i 
及 {xzy，zz) 之 一 . 共有 4 棵 到 达 v 的 人 流 树 . 对 每 棵 人流 树 ， 我 们 考察 离开 各 顶点 的 那些 边 的 
IG;—D! =(003(103 一 1 种 次 序 . 因此 ， 从 vv 出 发 沿边 e 一 ve 开始 ， 由 每 棵 入 流 树 得 到 一 条 欧 
拉 回路 . 这 4 棵 人 流 树 以 及 相应 的 4 条 欧 拉 回 路 如 下 所 示 . 


by ‘a 入 流 树 回路 
zu & xy (v, w, z 
[7 y w&x (v. 
zw &xy [7 
zu & xz v. C] 


如 果 前 后 相继 的 两 条 边 始终 相同 ， 则 我 们 认为 两 个 欧 拉 回路 是 相同 的 .由 到 达 ， 的 每 棵 人 流 
树 ， 算 法 2. 2. 24 产生 [[ Cat G0 一 1)! 条 不 同 的 欧 拉 回路 . 除 顶 点 v 之 外 ,各 顶点 处 的 最 后 一 条 出 


«eo 


边 由 这 棵 入流 树 确定 . 由 于 我 们 仅 考虑 边 的 循环 次 序 , 因 此 也 可 以 选择 一 条 特定 的 边 为 起 始 边 来 对 
离开 v 的 那些 边 排序 . 各 顶点 处 出 边 顺序 的 任意 变动 均 会 使 得 某 些 位 置 上 对 下 一 条 边 的 选择 发 生 改 
变 ,进而 得 到 的 欧 拉 回路 也 就 各 不 相同 . 同样 ,由 不 同 的 人流 树 得 到 的 欧 拉 回路 也 不 相同 . 因此 ,我 们 
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得 到 < [[ (d+ GO 一 1D)! 条 不 同 的 欧 拉 回 路 ,其 中 < 是 的 人 边 的 条 数 . 


E 


事实 上 ， 这 就 是 所 有 的 欧 拉 回路 . 由 此 ， 用 组 合 方法 论证 了 欧 拉 有 向 图 中 到 达 任 意 顶 点 的 入 流 
树 的 棵 数 是 一 样 的 . 将 所 有 边 取 逆 向 后 得 到 的 有 向 图 有 相同 数目 的 欧 拉 回 路 ， 故 从 任意 顶点 出 发 的 
出 流 树 的 棵 数 也 是 值 c. 定理 2. 2. 21 给 出 了 计算 c 的 方法 . 

2.2.28 定理 (van Aardenne -Ehrenfest and de Bruijn[1951]) 在 一 个 欧 拉 有 向 图 中 ， 设 di 一 


di Cu) 7 d^ (vi), 则 其 中 欧 拉 回 路 的 条 数 为 c][ (di 一 1)1, 其 中 c 是 任意 顶点 处 的 入 流 树 或 者 出 流 


wh RA. 

证 明 算法 2. 2. 24 已 经 证 明 用 到 达 v 的 入 流 树 产 生 的 欧 拉 回路 是 这 个 数目 . 我 们 只 需 证 明 该 
过 程 产生 了 所 有 的 网 拉 回 路 即 可 . 

为 了 找 出 产生 欧 拉 回路 C 的 树 和 边 的 次 序 ， 从 边 。 出 发 沿 C 行进 ， 记录 下 每 个 顶点 处 出 边 的 顺 
E. 除 顶点 v 之 外 ,将 C 上 各 个 顶点 处 的 最 后 一 条 出 边 找 出 来 ， 并 将 这 些 边 构成 的 子 有 向 图 记 为 
T. 由 于 C 中 离开 某 个 顶点 的 最 后 一 条 边 出 现在 所 有 进入 该 顶点 的 边 之 后 ， 故 工 中 的 每 条 边 均 可 以 
在 TT 中 被 扩展 成 一 条 到 达 v 的 路 径 . 由 于 工 共 有 ?一 1 条 边 ， 故 而 了 形成 了 到 达 v 的 入 流 树 . 因此 ， 


C 即 是 由 算法 2. 2. 24 得 到 的 ， 其 中 人 流 树 就 是 了 而 出 边 的 顺序 就 是 上 面 记 录 的 次 序 . " 
习题 
2.2.1 (一 ) 确 定 符合 下 列 条 件 的 树 : 2) Prüfer 编码 中 只 含有 一 个 值 ; b) Prüfer 编码 中 恰 有 两 个 值 


c) Prüfer 编码 中 的 值 各 不 相同 . 
2.2.2 (一 ) 在 下 面 右 侧 的 图 中 ， 计 算 生成 树 的 棵 数 (命题 2. 2. 8 给 出 了 系统 的 方法 ， 而 注 记 2. 2. 10 
和 例 2. 2. 6 则 可 以 用 来 简化 计算 过 程 ) 


x K 


2.2.3 (一 ) 令 G 是 上 图 中 右 侧 的 图 . 用 矩阵 树 定理 找 出 行列 式 为 r(G) 的 一 个 矩阵 ， 并 计算 r(G) 


的 值 . 
2.2.4 (一 ) 令 G 是 一 个 有 m 条 边 的 简单 图 . 证 明 : 如 果 G 有 优美 标记 ， 则 Kazw+1 可 以 分 解 成 G 的 


若干 个 拷贝 (提示 : 仿照 定理 2. 2. 16 的 证 明 ). 


2.2.5 下 图 中 左 侧 的 图 是 第 9 届 国 际 图 论 会 议 的 徽章 ， 该 会 议 每 4 年 举行 一 次 而 本 届 会 议 于 2000 
年 在 Kalamazoo 召开 . 计算 该 图 中 生成 树 的 棵 数 
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2.2.14 


2.2.19 


OH m 个 两 两 互 不 相交 的 风筝 形 用 m 条 边 连接 成 一 个 环 ， 可 以 得 到 具有 4m 个 顶点 的 3- 正 
WAG 上 图 中 右 侧 的 图 所 示 的 是 m—6 的 情形 . 证 明 : r(G) —2m8". 

CO HI Cayley 公式 证 明 : 由 Kn 删除 一 个 顶点 后 所 得 的 图 有 (nn 一 2)n": 棵 生成 树 . 

计算 顶点 集 为 [四 的 下 列 各 个 树 集合 中 树 的 棵 数 ， 并 分 别 用 Prüfer 对 应 和 直接 计数 方法 给 出 
两 个 证 明 . 

a) 有 两 个 叶子 的 树 . 

b) 有 mn 一 2 个 叶子 的 树 . 

m- 元 集合 可 以 划分 成 7 个 非 空子 集 ， 用 S(m，7) 表 示 这 种 划分 的 个 数 . 用 这 几 个 数字 来 表 
示 顶 点 集 为 {v1 ，…，mw} 且 恰 有 A 个 叶子 的 树 的 棵 数 . CRényi[ 1959) 

计算 r( Kz,m)， 并 计算 Kz.m 的 生成 树 的 同 构 类 的 个 数 . 

(十) 计算 rCKam). 

由 图 G 定义 两 个 新 的 图 . 令 G 是 将 G 中 每 条 边 替 换 为 该 边 的 4 个 拷贝 之 后 得 到 的 图 . 令 
G“ 是 将 G 中 的 每 条 边 uv € E(G) 蔡 换 为 通过 k 一 1 个 新 增 顶 点 的 长 度 为 上 的 uw，vw- 路 径 之 后 
得 到 的 图 . 确定 r(G' ) 和 r(G”)， 并 将 它们 表示 成 (COM k WÉR. 


“ABE 


G or 
考虑 Kany BILOBA AW X. Y, MP Xm (ary cms red AP Y= ns ems nd. 对 每 棵 
生成 树 T， 我 们 得 到 一 系列 有 序 对 /(T)( 将 各 个 对 的 元 素 垂直 排列 在 一 起 ) 假设 已 经 得 到 
了 这 个 序列 的 一 部 分 ， 令 是 剩 下 的 子 树 中 位 于 X 中 的 编号 最 小 的 叶子 ， 而 v 是 位 于 Y 中 


的 编号 最 小 的 叶子 。 将 对 (”) 加 入 序列 ， 其中。 是 的 相 邻 顶点 的 编号 而 b 是 "的 相 分 顶 


点 的 编号 ， 然 后 删除 顶点 u 和 wv. 重复 上 述 过 程 ， 直 到 产生 mn 一 1 个 对 (最 后 剩 下 一 条 边 )， 
这 "一 1 个 对 即 形成 FT). 问题 (a) 将 证 明 /是 有 定义 的 . 
a) EBA: K,. 的 任意 生成 树 在 每 个 部 集中 均 有 一 个 叶子 . 
DIER: /是 从 K，.s 的 生成 树 集合 到 ([n]X[nJ)"! 的 双 射 、 因此，Kn.n 有 n2"”“ 棵 生成 
树 . (Renyi[1966], Kelmans[1992], Pritikin[ 1995) 
123 4 5 
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(十 ) 令 fir, 5 是 顶点 集 为 [n] 且 部 集 大 小 分 别 为 "和 s(r 十 :二 nn) 的 树 的 棵 数 . 证 明 : rs 

ios om ("ecto t tb ems 时， 公式 变 成 了 什么 形式 呢 ? GER: 先 证 明 ， 这 样 一 
s 

BRHE Prüfer 序列 中 将 有 ”一 1 项 来 自 于 大 小 为 :的 部 集 并 且 有 * 一 1 项 来 自 于 大 小 为 "的 部 

集 ). (Scoins 1962], Glicksman{1963]) 

BSL, WEER, 4 Gs 是 含有 2n 个 顶点 和 3m 一 2 条 边 的 图 . 证 明 : n> 2 BERG = 

4r(G 1) — £C, 2). (Kelmans[1967a]) 
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对 nl, fk P, 上 添加 一 个 顶点 使 之 与 VCP,) 中 的 所 有 元 素 邻接 ， 将 所 得 图 中 生成 树 的 棵 


数 记 为 w 例如 ，ai =1, a2=3 H as 一 8. WEH: zx>>1 时 有 an 一 as-1 十 1 十 Su. 用 上 述 
结论 证 明 : n>2 时 有 a 二 3an-1 一 an-z( 注 : 也 可 以 直接 证 明 an=3an-1 —an-2). 


用 矩阵 树 定理 证 明 Cayley 公式 . 
JA FREE PETI eC K,,,). (Lovisz[1979，p223] 一 一 对 其 推广 参见 Kelmans[1965]) 


(十 ) 用 组 合 方法 证 明 ， 硕 点 集 为 [站 的 树 的 棵 数 ,4 MBER = Se ("Yate 


GE. dift, REAT att - 3 WIN 1 (n= rtt ). CDziobek 
[1917]; 参见 Lovász[1979, p219]) 

CO GEO, d- 正 则 简单 图 G 可 以 分 解 成 Ki.4 的 若干 拷贝 当 且 仅 当 G 是 二 部 图 . 

(+ ) 证 明 ，Kan- ta 可 以 分 解 成 mn 条 生成 路 径 . 

令 G 是 一 个 由 顶点 简单 图 ， 它 可 以 分 解 成 上 棵 生成 树 . 另外， 还 假定 ACG) 一 5CG) +1. 确 
FE G 的 度 序列 ， 并 将 其 表示 成 n Mk WER. 

(DD) 证明， 如 果 优 美 树 猪 想 成 立 且 TEMA m 条 边 的 树 ， 则 Kam 可 以 分 解 成 了 的 
2 一 1 个 拷贝 (提示 ， 由 定理 2. 2. 16 知 ， 可 以 将 Kam-1 分 解 成 一 些 具有 m 一 1 条 边 的 树 ， 
应 用 这 个 具有 循环 不 变性 的 分 解 ). 

在 顶点 集 为 {0，…， 一 1 的 ww" 一 棵 树 中 ， 由 其 顶点 名 称 完成 优美 标记 的 树 有 多 少 棵 ? 
ONEM: MRA G 是 优美 的 并 且 是 欧 拉 图 ， 则 e(G) 模 4 的 余数 为 ORIGER: 用 两 种 广 
式 对 边 差 的 绝对 值 ( 模 DRED. 

(十 ) 证 明 : C, 是 优美 的 当 且 仅 当 或 n 十 1 能 被 4 整除 . (Rosa[1979]) 

(二) 令 G 是 由 具有 一 个 公共 顶点 的 个 4- 环 构成 的 图 ， 证 明 : G 是 优美 的 (提示 : 将 0 图 
FEH 2k 的 顶点 上 ). 

Be dys e, dy 是 正 整数 .直接 证 明 存在 顶点 度 分 别 为 小 ，…，d 的 毛虫 形 当 且 仅 当 
Xdi-2n-2. 

证 明 ， 用 2_ 调 换 操作 (定义 1. 3. 32) 可 以 将 任意 一 棵 树 转换 成 具有 相同 度 序列 的 毛虫 形 ， 
并 使 得 中 间 过 程 中 得 到 的 图 均 为 树 . 

对 于 二 部 图 ， 如 果 将 一 个 部 集 的 顶点 按 某 种 次 序 放 在 一 条 直线 上 ， 并 且 将 另 一 个 部 集 的 顶 
点 放 在 与 上 述 直线 平行 的 一 条 直线 上 ， 再 将 二 部 图 的 边 画 成 介 于 这 两 条 直线 间 的 直线 段 ， 
WHO MAST ARLE. 证 明 : 连通 图 G 可 以 画 于 沟渠 之 上 而 且 不 引起 边 交叉 当 且 
仅 当 G 是 一 个 毛虫 形 . 

(D 一 个 上 /下 标记 是 -个 优美 标记 ， 其 中 存在 一 个 临界 值 a， 使 得 对 于 任意 边 的 两 个 端点 
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2.2.32 


2.2.33 


2.2.34 


2.2.35 


所 获得 的 标记 ， 一 个 标记 在 a 之 上 ， 另 一 个 标记 在 a 之 下 . 证 明 : 任意 毛虫 形 有 一 个 上 /下 

标记 . 证 明 : 如 果 7- 项 点 树 不 是 毛虫 形 ， 则 没有 上 /下 标记 . 

CHWE: 如 果 ">>3， 则 ”毛虫 形 的 同 构 类 的 数目 为 2" 一 十 2 072777. CHarary -Schwenk 

[1973]，Kimble-Schwenk[1981]) 

(0 令 工 是 一 棵 树 的 一 个 定向 ， 该 定向 使 得 所 有 边 的 头 部 各 不 相同 ;不 是 头 部 的 顶点 是 

根 . 证 明 : 工 是 从 根 出 发 的 一 些 路 径 的 并 . 证 明 : 对 于 了 的 每 个 顶点 ， 恰 有 一 条 从 根 出 发 

的 路 径 到 达 它 . 

CX ) 用 定理 2.2.26 WEH: 下 面 的 算法 产生 一 个 长 度 为 2" 的 二 进 制 de Bruijn 环 ( 应 用 

1. 4. 25 中 的 环 就 是 以 这 种 方法 得 到 的 ). 

以 个 0 开始 . 接 下 来 ， 如 果 添 加 1 不 会 使 前 面 的 长 度 为 n 的 串 重复 ， 则 添加 1， 否则 添 

n o. 

Cx )Tarry 算法 (下 面 是 D. G. Hoffman 给 出 的 形式 ). 假设 在 一 个 城堡 中 ， 存 在 有 穷 多 个 房 

间 和 走廊 . 每 条 走廊 均 有 两 端 ， 每 一 端 有 一 扇 通 往 一 个 房间 的 门 . 每 个 房间 有 一 扁 或 多 肩 

O. 其 中 每 扇 门 通 向 一 条 走廊 . 从 任意 房间 出 发 ， 通 过 一 些 门 或 走廊 ， 可 以 到 达 每 个 房 

(ia). 开始 时 ， 任 何 门 均 没有 做 标记 . 一 个 机 器 人 从 某 个 房间 出 发 ， 可 以 按照 如 下 规则 遍历 

整个 城 保 : 

]) 进 入 一 条 走廊 后 ， 穿 过 它 并 进入 另 一 端的 房间 . 

2) 如 果 进 入 房间 时 发 现 其 所 有 的 门 均 未 做 标记 ， 则 将 进入 房间 时 通过 的 那 包 门 标记 为 了 

3) 在 房间 内 ， 如 果 找 到 一 鹿 未 标记 的 门 ， 则 将 其 标记 为 O 并 通过 它 走出 该 房间 . 

4) 在 房间 内 ， 如 果 所 有 的 门 均 有 标记 ， 则 查看 是 否 有 一 个 门 未 标记 为 O， 如 果 有 ， 则 通过 
它 走出 房间 . 

5) 在 房间 内 ， 如 果 发 现 所 有 的 门 均 标记 为 0， 则 终止 . 

证 明 ， 机 器 人 恰好 通过 每 条 走廊 两 次 ， 沿 每 个 方向 各 一 次 ， 然 后 终止 (提示 : 证 明 结论 对 

所 到 之 处 的 任意 走廊 均 成 立 ， 并 证 明 任 意 顶 点 均 是 可 以 到 达 的 . 注 : 所 有 的 决策 完全 是 局 

部 的 ， 因 为 只 能 看 见 当前 的 房间 或 者 当前 的 走廊 . Tarry 算法 [1895]) 和 其 他 一 些 结果 是 由 

Koónig[ 1936, p35 -56] 和 Fleischner[ 1983, 1991 ]4> JA 3E ff). 


2.3 最 优化 和 树 

“最 好 的 生成 树 "可 以 有 多 个 含义 . 加 权 图 是 各 边 都 标 有 数值 的 图 . 如 果 要 用 链 路 将 若干 个 地 方 
连接 起 来 ， 则 由 潜在 链 路 的 代价 可 以 得 到 一 个 加 权 图 . 连通 这 个 系统 的 最 小 代价 就 是 该 图 的 生成 树 
的 最 小 总 权 值 . 

此 外 ， 权 值 还 可 以 表示 距离 . 在 此 类 情况 下 ， 将 一 条 路 径 的 长 度 定义 为 其 所 有 边 的 权 值 的 和 
我 们 可 能 需要 找 出 距离 较 小 的 生成 树 . 在 讨论 加 权 图 时 ， 只 考虑 边 上 的 非 负 权 值 . 
最 小 生成 树 

由 可 能 的 通信 链 路 构成 的 连通 加 权 图 中 ， 所 有 生成 树 均 有 "一 1 条 边 ; 我们 要 找 出 一 棵 生成 树 使 得 
所 有 边 的 权 值 之 和 达到 最 大 值 或 者 最 小 值 . 对 这 两 个 问题 ， 最 平凡 的 启发 式 算法 能 很 快 找到 最 优 解 、 

2.3.1 算 法 (最 小 生成 树 的 Kruskal 算法 ) 

MA: 一 个 加 权 的 连通 图 
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思想 : 维护 一 个 无 环 的 生成 子 图 H, PRARD RANMA KE, MARE RH - 
以 权 值 非 递 减 的 次 序 来 考虑 各 边 ， 权 值 相 同 的 边 可 以 以 任意 次 序 考虑 . 

初始 化 : HEH) =D. 

BR: 如 果 下 一 条 权 值 最 小 的 边 将 H 的 两 个 分 量 连 接 起 来 ， 则 将 这 条 边 添加 进来 ;否则 丢弃 
这 条 边 . 如 果 H 变 成 连通 的 则 终止 . a 

定理 2.3.3 表明 Kruskal 算法 产生 的 树 是 最 优 的 . 不 太 复 杂 的 局 部 优化 策略 称 为 贪心 算法 . 
贪心 算法 得 到 的 解 通常 不 一 定 是 最 优 的 ， 但 Kruskal 算法 得 到 的 解 却 是 最 优 的 . 

在 计算 机 内 部 ， 所 有 权 值 均 出 现在 矩阵 中 ， 并 且 通 常 将 “不 可 用 的 " 边 的 权 值 标 得 很 大 . 权 值 相 
等 的 边 可 以 以 任意 次 序 进行 处 理 ， 所 得 的 树 具有 相同 的 代价 . Kruskal 算法 以 个 顶点 构成 的 森林 
开始 ， 每 次 选用 的 边 均 将 某 两 个 分 量 连接 起 来 . 

2.3.2 例 Kruskal 算 法 中 所 做 的 选择 只 依赖 于 权 值 的 次 序 ， 而 不 依赖 于 具体 的 权 值 . 在 下 面 
的 图 中 ， 我 们 用 正 整数 作为 权 值 ， 目 的 就 是 要 强调 算法 处 理 各 边 的 次 序 . 选用 权 值 最 小 的 4 条 边 之 
后 ， 不 能 再 选用 权 值 为 5 或 6 的 边 ; 然后 ， 我 们 选择 了 权 值 为 7 的 边 ， 而 对 权 值 为 8 或 9 的 边 则 不 
PR 


2.3.3 定理 (Kruskal[1956]) 在 连通 的 加 权 图 G P, Kruskal Hik Hit i — HO bf h t ERA . 

证 明 首先 证 明 该 算法 生成 一 棵 树 . 算法 选用 的 边 从 不 构成 环 . 如 果 最 终 所 得 的 图 有 一 个 以 上 
的 连通 分 量 ， 则 认为 没有 边 能 够 连接 其 任意 两 个 分 量 ， 因 为 如 果 有 这 样 的 边 则 必 有 一 条 会 被 选用 ， 
由 于 G 是 连通 的 ， 这 样 一 条 边 必然 存在 ， 算 法 也 必定 会 考虑 到 它 . 于 是 ， 最 终 所 得 的 图 是 连通 的 且 
无 环 的 ， 即 它 是 一 棵 树 . 

令 工 是 由 算法 得 到 的 树 ， 而 T* 是 代价 最 小 的 一 棵 生成 树 . METT, MAE. 如果 TA 
T* ， 令 e 是 选择 了 的 过 程 中 第 一 条 不 位 于 T* 中 的 边 . 将 。 添 加 到 了 " 中 就 产生 一 个 环 C. 由 于 工 
没有 环 ， 因 此 C 有 一 条 边 e'E& E(T). 考虑 生成 树 了 ced. 

由 于 T* OA CAT Pte 之 前 选用 的 那些 边 ， 算 法 在 选择 边 e 时 ，e Me 均 是 可 选用 的 ， 故 
wle)<wle!). Ait, ERR T tee 的 权 值 不 超过 TT" ; 而 且 较 之 于 T" ， 它 有 更 多 的 边 与 选择 
工 的 过 程 开始 时 选用 的 边 保持 一 致 

重复 上 述 过 程 ， 最 终 得 到 一 棵 完全 与 一致 的 权 值 最 小 的 生成 树 . 用 极端 化 方法 的 话 来 说 ， 与 
工 保持 最 长 一 致 性 的 最 小 生成 树 就 是 工本 身 . a 

,2.3.4 注 记 在 实现 Kruskal 算法 时 ， 我 们 先 将 m 条 边 的 权 值 排序 ， 然 后 为 每 个 顶点 记录 包 
含 该 顶点 的 连通 分 量 的 标记 ;对 于 下 一 条 权 值 最 小 的 边 ， 如 果 其 两 个 端点 有 不 同 的 标记 ， 则 选用 
它 ， 这 样 就 合并 了 这 两 个 连通 分 量 ， 这 时 ， 我 们 要 将 标记 较 小 的 分 量 中 的 每 个 顶点 上 的 标记 修改 为 
另 一 个 分 量 的 标记 . 由 于 标记 发 生变 化 时 ， 其 连通 分 量 的 大 小 至 少 变 为 原来 的 2 倍 ， 故 每 个 标记 最 
BR lg n 次 修改 ， 进 而 总 的 修改 次 数 最 多 为 ng n( 我 们 用 lg 表示 以 2 为 底 的 对 数 ) 
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通过 这 种 标记 的 方法 ,可 以 看 到 对 于 边 较 多 的 图 ， 算法 的 运行 时 间 依 赖 于 排序 m 个 数 需 要 的 时 
间 . 将 这 个 时 间 考虑 进来 ， 则 其 他 算法 可 能 比 Kruskal 算法 要 快 . 在 Prim 算法 (习题 10，Jarnik 也 发 
现 了 这 一 算法 .) 中 ， 生 成 树 由 单个 顶点 通过 不 断 添加 边 来 得 到 ， 每 次 添加 的 边 均 是 关联 到 新 顶点 的 
权 值 最 小 的 边 . 如 果 将 所 有 边 按 权 值 大 小 进行 预 排 序 ， 则 Prim 算法 和 Kruskal 算法 的 运行 时 间 相近 . 

Boruvka[ 1926] 和 Jarnik[1930] 都 提出 并 解决 了 最 小 生成 树 问题 . Boruvka 的 算法 通过 考虑 离开 
当前 森林 中 各 个 分 量 的 权 值 最 小 的 边 来 选取 下 一 条 边 . Modern 改进 这 个 算法 ,使 用 了 更 有 效 的 数 
据 结构 来 快速 合并 连通 分 支 . 后 来 出 现 了 更 快 的 版 本 ， 其 中 Tarjan[ 1984] 假 设 边 是 经 过 预 排序 的 ， 
而 Gabow-Galil-Spencer-Tarjan[1986] 没 有 这 个 假定 .全面 的 讨论 以 及 更 多 的 参考 文献 请 参阅 Ahuja- 
Magnanti-Orlin[1993， 第 13 章 ]. 关于 近年 来 的 发 展 情况 请 参阅 Karger-Klein-Tarjan[ 1995 ]. 区 


最 短路 径 

怎样 才能 找 出 一 条 从 当前 地 点 到 另 一 个 地 点 最 短 的 路 径 呢 ? 怎样 才能 分 别 找 出 从 自己 家 到 城内 
其 他 各 个 地 方 的 最 短路 径 呢 ? 这 就 要 求 在 加 权 图 中 分 别 找 出 从 一 个 顶点 到 其 他 各 顶点 的 最 短路 径 . 
这 些 最 短路 径 放 在 一 起 构成 了 一 棵 生成 树 . 

Dijkstra 算法 (Dijkstra[1959]，Whiting-Hillier[1960]) 解 决 了 这 个 问题 并 且 算 法 的 运行 速度 很 
th. 该 算法 用 到 了 如 下 事实 ， 即 最 短 u PA u 到 vw 的 部 分 必定 是 最 短 4，v- 路 径 . 它 以 
d(u，z) 递 增 的 次 序 分 别 找 出 从 u 到 其 他 各 顶点 的 最 短路 径 . 在 加 权 图 中 ， 距 离 d(u，z) 是 一 条 uy 
xz- 有 路 径 上 各 边 权 值 之 和 能 取 到 的 最 小 值 (我 们 只 考虑 非 负 权 值 ). 

2.3.5 算法 (Dijkstra 算法 - 一 -从 某 个 顶点 到 其 他 各 顶点 的 距离 ) 

输入 : 具有 非 负 权 值 的 一 个 图 (或 有 向 图 )， 起 始 顶点 u 边 zy 的 权 值 记 为 w(xy); ME zy 不 
是 一 条 边 ， 则 记 w(xy) 一 ce. 

思想 : 维护 一 个 顶点 集合 S, uP S 中 的 各 个 顶点 的 最 短路 径 是 已 知 的 ， 扩 充 S 直到 包含 所 有 项 
点 ,为 此 ， 对 于 任意 SQ S， 我 们 要 维护 从 u 到 其 试探 距离 xz)， 即 目前 找到 的 最 短 w，*- 路 径 的 长 度 . 

初始 化 : WS=(u); Cw) 二 0; 对 zu, Welz) = wuz). 

eR: 在 S 之 外 选择 顶点 v BER 100 = mine (2). 将 v 加 入 S. 检查 从 出 发 的 各 条 边 以 修改 那 
些 试探 距离 ， 对 满足 =& S 的 每 一 条 边 vz， 用 mintt(z) ，t(u) 十 ze(uz)} 来 更 新 1(z). 

和 迭代 进行 到 S=V(G) 或 对 任意 cE STi (2) — ood . WARA D vidu, v=o). W 

2.3.6 例 在 下 面 的 加 权 图 中 ， 依 次 找 出 了 从 u 到 其 他 顶点 a、0、c、d “的 最 短路 径 . 这些 
最 短路 径 的 长 度 分 别 是 1、3、5、6、8. 为 了 将 这 些 路 径 重 构 出 来 ， 只 需 知道 各 条 路 径 到 达 其 目标 
顶点 时 最 后 通过 的 那 条 边 ， 因 为 如 果 最 短 wu，z- 路 径 在 v 处 通过 边 wz 到 达 顶 点 z=， 则 这 条 最 短 4，x- 
路 径 的 前 面部 分 必定 是 一 条 最 短 wx， 六 路 径 . 

为 了 维护 该 信息 ， 只 要 到 z 的 试探 距离 被 更 新 ， 算 法 就 要 记录 引起 更 新 的 “所 选 顶点 ”的 标识 . 
如 果 顶 点 = 被 选 出 来 ， 则 最 后 一 次 更 新 :(z) 时 记录 的 顶点 就 是 位 于 这 条 长 为 dus DW u, zM 
上 的 < 的 前 驱 . 在 这 本 例 中 ,算法 生成 了 从 wu SD a. b. c. d. e 的 最 短路 径 ， 这 些 路 径 的 最 后 
一 条 边 分 别 为 ua、ub、ac、ad、de， 它 们 恰好 是 由 u 得 到 的 生成 树 的 所 有 边 - 
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根据 算法 2. 3. 5 中 的 提 法 ，Dijkstra 算法 也 可 以 应 用 于 有 向 图 产生 一 棵 以 为 根 的 出 流 树 (如 
RA uc 出 发 可 以 到 达 任 意 一 个 顶点 ). 下 面 的 证 明 对 图 和 有 向 图 均 成 立 . 为 使 归纳 证 明 可 行 而 将 命题 
加 强 的 这 种 技术 称 为 “加 载 归 纳 假 设 ” 

2.3.7 定理 ”给 定 一 个 (有 向 ) 图 G 和 顶点 wEV(G)，Dijsktra 算法 对 任意 项 点 = 计算 出 了 du, 2). 

证 明 我 们 对 每 一 次 选 代 证 明 如 下 更 强 的 命题 : 

1) 对 于 2€ S, z)=dlu, 2). 

2) 对 于 2€ S, (RM S 直接 到 达 z 的 wx，z- 路 径 的 最 短 长 度 . 

对 此 ， 我们 对 二 | S| 用 归纳 法 . 基本 步骤 : 人 =1. 根据 初始 化 可 知 ，S 一 {z}，d(x，u) 一 
zw) =0, KA S 直接 到 达 任 意 顶 点 z 的 uw，z- 路 径 的 最 短 长 度 为 (x) 二 w(uz)， 当 uz 不 是 边 时 这 个 值 
BEAK. 

归纳 步骤 : 假设 在 | S| =k 时 1) 和 2) 均 成 立 . 令 v 是 满足 z&S 并 使 :(z) 达 到 最 小 值 的 顶点 . 
现在 ,算法 选用 顶点 vi 令 S 二 SU{v). 我 们 先 证 明 du, v) —1CO. 最 短 w，v- 路 径 必须 在 到 达 v 
之 前 从 S 走出 来 ， 而 归纳 假设 断言 从 S 直接 到 达 v 的 最 短路 径 的 长 度 为 :Cv). 归纳 假设 和 vv 的 选择 
过 程 同样 说 明 ， 通 过 S 之 外 的 一 个 顶点 再 到 达 顶 点 v 的 任何 路 径 至 少 长 为 :(v). FÈ, dO, = 
4(w)， 故 而 对 SOR BE 1) 是 成 立 的 . 

为 证 明 2) 对 S' 成 立 ， 令 = 是 S 外 不 同 于 v 的 顶点 . 由 归纳 假设 可 知 ， 从 S 直接 到 达 z ff us 
z- 路 径 的 最 小 长 度 为 4(z)( 或 co， 如 果 没 有 这 种 路 径 ). 在 将 v 添 加 到 S 之 后 ,还 要 考虑 从 v 到 达 z 
的 那些 路 径 ， 既然 已 知 d(u，v) — 1C ,因此 最 短 的 这 样 一 条 路 径 长 为 xz) 十 zw(vz), 将 这 个 值 与 之 
前 得 到 的 (C LESE. TELE SUA S 直接 抵达 的 最 短路 径 . 

我 们 已 经 证 明 ， 对 于 大 小 为 十 1 的 这 个 新 集合 S ，1) 和 2) 都 成 立 . 这 就 完成 了 归纳 步骤 的 证 明 . 


16) < 1(z) 


算法 在 计算 过 程 中 ， 条 件 d(u，z) 志 1(z) 始 终 对 ES 和 zS 成立 ; 因为 算法 按照 距 的 距离 
的 非 递减 顺序 来 选择 顶点 . 如 果 从 u 无 法 到 达 顶 点 v， 则 算法 将 这 个 距离 计算 为 d(u,，v) 一 
oo. Dijsktra 算法 在 非 加 权 图 上 的 特殊 情况 就 是 自 出 发 的 广度 优先 搜索 . 这 里 ， 我 们 对 这 个 算法 及 
其 证 明 ( 习 题 17) 均 给 出 了 更 简单 的 论述 . 

2.3.8 算法 (广度 优先 搜索 一 一 BFS) 

输入 : 一 个 非 加 权 ( 有 向 ) 图 和 一 个 初始 顶点 u- 

BA: 维护 一 个 顶点 集合 R， 它 由 已 经 到 达 但 仍 未 进行 搜索 的 顶点 构成 .另外 再 维护 一 个 由 
已 经 搜索 过 的 顶点 构成 的 集合 S 集合 R 作为 一 个 先进 先 出 表 ( 队 列 )， 故 先 发 现 的 顶点 将 先进 行 
WR. 

初始 化 : BR={u}, SSØ, dlu, u)=0. 

BR: RERAD. 我 们 就 从 R 的 第 一 个 顶点 v 开始 搜索 . 未 在 SUR 中 出 现 的 了 的 相 邻 顶点 
被 添加 到 R 的 后 面 并 被 赋予 距离 d(u，v) 十 1， 然 后 从 R 中 将 删除 并 将 v 加 入 S 中 . a 

从 顶点 u 到 其 他 顶点 的 最 大 距离 是 该 顶点 的 离心 率 e(u). 于 是 ， 从 各 个 顶点 分 别 进行 广度 优先 
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搜索 之 后 ， 即 可 得 到 图 的 直径 . 

与 Dijsktra 算法 相同 ， 自 “开始 的 BFS 产生 一 棵 树 ， 在 这 棵 树 中 ， 对 于 任意 顶点 v，x， 六 路 径 
就 是 最 短 w， wv 路 径 . 因此 ， 图 中 没有 其 他 的 边 来 连接 工 中 一 条 xz， 六 路 径 上 的 顶点 . 

Dijkstra 算法 还 显著 蕴涵 于 另 一 个 著名 优化 问题 的 解 中 . 

2.3.9 应 用 邮递 员 必须 遍历 道路 网 络 中 的 每 一 条 边 ， 且 起 点 和 终点 都 是 邮局 ， 所 有 的 边 均 有 
非 负 权 值 来 表示 距离 或 时 间 . 我 们 要 找 出 一 个 总 长 度 最 小 的 闭合 通道 来 遍历 所 有 的 边 ， 这 就 是 中 国 
邮递 员 问题 ， 其 命名 是 为 了 纪念 中 国 数学 家 管 梅 谷 [1962]， 因 为 他 首先 提出 了 这 个 问题 . 

如 果 每 个 顶点 均 是 偶 顶 点 ， 则 这 个 图 是 欧 拉 图 而 答案 就 是 所 有 边 的 权 值 之 和 否则， 我 们 必须 
重复 某 些 边 . 每 个 遍历 均 是 重复 了 某 些 边 的 欧 拉 回路 . 找 出 最 短 遍历 等 价 于 找到 总 权 值 最 小 的 这 样 
一 些 边 ， 复 制 这 些 边 将 使 得 图 中 所 有 顶点 的 度 变 成 偶数 . 这 里 ， 使 用 "复制 "这 个 词 是 因为 对 每 条 边 
的 使 用 无 需 超过 两 次 . 在 将 所 有 顶点 的 度 变 成 偶数 的 过 程 中 ， 如 果 对 某 条 边 的 使 用 达到 3 次 或 者 更 
多 ， 则 删除 其 中 两 个 拷贝 仍 将 使 得 所 有 顶点 的 度 为 偶数 . 可 以 有 多 种 方式 来 选择 要 复制 的 边 ， m 

2.3.10 例 在 下 面 的 例子 中 ， 外 层 的 8 个 顶点 有 奇数 度 ， 如 果 将 它们 两 两 配对 以 使 得 所 有 项 
点 的 度 变 成 偶数 ， 则 额外 的 开销 是 4 十 4 十 4 十 4 一 16 或 1+7 十 7 十 1=16. 如 果 选 用 全 部 的 纵向 边 来 
达到 这 个 目的 ， 则 效果 更 好 ， 其 额外 开销 只 有 10. 


在 一 个 奇 顶点 和 一 个 偶 顶 点 之 间 添 加 一 条 边 ， 会 使 得 偶 顶 点 变 成 奇 顶点 . 我 们 必须 继续 添加 边 ， 
直到 得 到 一 条 达到 另 一 个 奇 顶点 的 迹 . 每 条 这 样 的 迹 将 两 个 奇 顶点 配对 ， 这 些 迹 的 所 有 边 就 是 我 们 要 
复制 的 边 . 要 将 奇 顶点 配对 ， 也 可 以 只 限于 使 用 路 径 (习题 24)， 但 这 些 路 径 可 能 会 有 公共 边 . 

Edmonds and Johnson[1973] 描 述 了 一 个 方法 以 解决 中 国 邮递 员 问 题 . 如 果 只 有 两 个 奇 顶点 ， 则 
可 以 用 Dijsktra 算法 找 出 它们 之 间 的 最 短路 径 从 而 解决 问题 . 如 果 有 2k 个 奇 项 点， 则 可 以 用 
Dijsktra 算法 找 出 每 对 顶点 之 间 的 最 短路 径 . 这 些 路 径 是 解决 问题 要 用 到 的 候选 路 径 . 将 这 些 路 径 
的 长 度 用 作 权 值 来 标记 Kx 的 相应 边 ， 则 问题 又 变 成 了 寻找 总 权 值 最 小 的 条 边 将 这 2E 个 顶点 两 两 
配对 . 这 是 一 个 加 权 的 最 大 匹配 问题 ，3. 3 节 将 讨论 这 个 问题 . 对 这 个 问题 的 各 种 处 理 方法 参见 
Gibbons[ 1985, pl63-165]. 


计算 机 科学 中 的 树 ( 选 学 ) 

在 计算 机 科学 中 ， 绝 大 多 数 关于 树 的 应 用 均 使 用 有 根 的 树 . 

2.3. 11 定义 ”一 棵 有 根 树 是 一 哥 树 ， 其 中 的 一 个 顶点 被 选 作 根 . 对 每 个 顶点 v， 令 PORR 
一 的 一 条 v. 路径. 的 父亲 是 它 在 PC(v) 上 的 相 令 顶点 ; 其 孩子 是 的 其 他 相 邻 顶点; 其 祖先 是 
P(vw) 一 中 的 那些 顶点 ; 其 子孙 是 满足 P(tD) 包 含 品 的 那些 顶点 zi 叶子 是 没有 孩子 的 那些 顶点 .一 
襟 有 根 平面 树 或 平面 树 是 任意 项 点 的 孩子 均 被 自 左 向 右 地 排 定 了 顺序 的 一 哥 有 根 树 . 
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are 


从 wu 开 始 进 行 BFS( 广 度 优先 搜索 ) 之 后 ， 就 可 以 将 所 得 的 树 看 成 是 一 棵 以 4 为 根 的 树 . 

2.3.12 定 义 一 哥 二 叉 树 是 任意 顶点 最 多 有 两 个 孩子 的 有 根 平面 树 ， 其 中 每 个 顶点 的 孩子 分 
别 标 记 为 左 孩 子 和 有 孩子 . 以 根 的 孩子 为 根 的 两 棵 子 树 分 别称 为 这 棵 树 的 左 子 树 和 右 子 树 ， 一 棵 人- 
元 树 允 许 其 任意 顶点 的 孩子 达到 人 个 . 

在 二 叉 树 的 许多 应 用 中 ， 所 有 非 叶子 项 点 恰 有 两 个 孩子 (习题 26). 二 叉 树 可 以 用 来 存储 数据 以 
便 快速 访问 . 我 们 将 每 个 数据 项 存放 在 一 个 叶子 顶点 处 ， 并 沿 着 从 根 到 达 该 叶子 的 路 径 来 访问 这 个 
数据 我 们 还 可 以 对 这 条 路 径 进行 编码 : 如 果 沿 着 左 孩子 前 进 ， 则 记录 0; 如 果 沿 着 右 孩 子 前 进 ， 
则 记录 1. 访问 数据 需要 的 搜索 时 介 就 是 该 叶子 的 编码 字 的 长 度 . 给 定 n 个 数据 项 被 访问 的 概率 ， 
我 们 希望 将 这 些 数据 项 组 织 在 一 棵 有 根 二 叉 树 的 叶子 中 从 而 达到 最 短 的 搜索 时 间 . 

类 似 地 ， 给 定 一 些 很 大 的 计算 机 文件 和 有 限 的 存储 空间 ， 我 们 希望 将 字符 编码 成 二 进 制 串 使 得 
文件 的 总 长 度 最 小 . 将 字符 出 现 的 频率 除 以 文件 中 字符 的 总 数 就 得 到 该 字符 出 现 的 概率 .这 个 编码 
问题 就 归 约 到 了 前 一 个 问题 . 

由 于 编码 字 的 长 度 是 可 变 的 ， 因 此 需要 一 个 方法 来 识别 当前 编码 字 的 结束 位 置 . 如 果 任 意 编码 
字 均 不 是 其 他 编码 字 的 前 级 ， 则 当前 编码 字 就 容易 识别 了 ， 即 自前 一 个 编码 字 的 结束 位 置 起 到 当前 
能 够 构成 一 个 编码 字 的 这 些 位 就 是 当前 编码 字 . 在 这 种 前 缀 -无 关 的 条 件 下 ， 二 进 制 编码 字 就 对 应 
于 上 述 的 二 叉 树 中 叶子 的 左 / 右 编码 . 信息 的 平均 长 度 为 也 pil;， 这 里 假设 第 i 个 信息 的 概率 为 p， 
而 其 编码 长 度 为 Li. 然而 ， 让 人 吃惊 的 是 构造 最 优 编码 非常 容易 . 

2.3.13 算法 ( 林 夫 曼 算 法 [1952] 一 一 前 组 编码 ) 

MA: 权 值 (频率 或 概率 ) pis Pn- 

输出 : 前 组 码 (或 者 说 ， 一 棵 二 又 树 ). 

思想 : 频率 低 的 数据 项 应 该 有 较 长 的 编码 ; 将 频率 低 的 数据 项 置 于 二 叉 树 的 深层 ， 办 法 就 是 通 
过 将 它们 组 合 到 其 父亲 的 编码 中 . 

起 始 状态 : 如 果 n= 二 2， 则 最 优 的 编码 长 度 是 1， 分 别 用 0 和 1 对 这 两 个 数据 项 编码 (相应 的 树 
有 一 个 根 和 两 个 叶子 ; n— 1 的 情况 也 可 以 作为 起 始 状 态 ). 

递归 : 当 n>2 时 ， 将 可 能 性 最 低 的 两 个 数据 项 p，p' 用 权 值 为 p 十 p' 的 新 数据 项 g R. 将 这 
个 有 n 一 1 个 数据 项 的 集合 看 作 一 个 较 小 的 问题 . 求解 这 个 新 问题 之 后 ,将 p, p EARRA g 的 叶 
子 的 孩子 ， 即 在 组 合 项 的 编码 之 后 扩充 0 和 L, 然后 将 这 两 个 编码 分 别 指定 给 原来 被 替换 下 来 的 两 
个 数据 项 . a 

1.3.14 B| GE & EB) 考虑 频率 分 别 为 5、1、1、7、8、2、3、6 的 8 个 数据 项 . 算法 
2.2.13 按照 下 面 左 侧 的 树 自 底 向 上 地 合并 各 个 数据 项 ， 首 先 ， 权 值 为 1 的 两 个 数据 项 被 组 合成 一 
个 权 值 为 2 的 数据 项 . 此 时 ， 该 数据 项 与 原 有 的 权 值 为 2 的 数据 项 是 当前 权 值 最 小 的 数据 项 ， 它 们 
被 组 合成 一 个 权 值 为 4 的 数据 项 . 现在 ， 再 组 合 3 和 4， 之 后 权 值 最 小 的 是 原来 的 权 值 为 5 和 6 的 
数据 项 . 其 余 的 组 合 依次 是 5 十 6 王 11、?7 十 7 一 14、8 十 11 一 19 和 14 十 19 一 33. 

根据 这 棵 树 在 右 侧 的 画 法 ， 可 以 得 到 所 有 的 编码 字 . 按 原来 的 顺序 ， 各 数据 项 的 编码 分 别 为 
100, 00000. 00001, Ol, 11, 0001, 001 和 101, 它 们 的 平均 长 度 为 也 pil; — 90/33. 原来 用 长 度 为 3 
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的 二 进 制 位 对 每 个 数据 项 编码 ， 其 平均 长 度 为 3. 新 编码 方案 的 平均 长 度 比 原 有 编码 方案 的 平均 长 
EK. 


8:11 


2.3.15 定理 4 Eon A ACIER CR DOR pi), WREE E ERP KIERA y i R h g . 

证 明 ”对 nn 用 归纳 法 ,基本 步骤 n—2. 要 发 送 一 个 信息 ， 至 少 要 发 送 一 个 比特 . 算法 用 一 个 
比特 为 每 个 数据 项 编码 ， 因 而 平均 长 度 为 1. 

归纳 步 又 : n2. 假设 给 定 "一 1 个 数据 项 的 概率 分 布 后 ， 算 法 能 产生 它们 的 最 优 编码 ， 任意 编 
码 均 将 数据 项 与 二 叉 树 中 的 叶子 对 应 起 来 . 固定 一 棵 有 n 个 叶子 的 二 叉 树 ， 为 使 得 平均 编码 长 度 最 
小 ， 应 用 贪心 策略 ， 将 概率 为 pz ps 的 各 个 信息 依次 分 派 给 深度 递增 的 各 个 叶子 . 由 于 每 个 
深度 最 大 的 叶子 还 有 一 个 兄弟 叶子 ， 并 且 交 换 同 一 深度 的 两 个 叶子 不 会 影响 编码 的 平均 长 度 ， 故 可 
以 假设 可 能 性 最 低 的 两 个 信息 以 兄弟 的 形式 出 现在 最 深 的 深度 . 

4 TE pis cs ps 的 一 棵 最 优 树 ， 其 中 可 能 性 最 小 的 两 个 数据 项 ps 和 p， 1 以 兄弟 的 形式 出 
现在 最 深 处 . OTRA 工 中 删除 这 两 个 叶子 后 得 到 的 图 ， 而 gq/ rs qid pnis Pa) H qui 
pa-1 十 pn 替换 之 后 得 到 的 概率 分 布 . 树 为 {qi} 构造 一 种 编码 . 树 T 的 平均 编码 长 度 是 了 的 平均 
编码 长 度 再 加 上 gq。! ， 因 为 如 果 分 派 给 9-1 的 叶子 的 深度 为 &， WATER TAER kan 1 并 增 
AMD CO 1+ Pad 

上 面 的 论述 对 T' 的 任意 选择 均 成 立 ， 故 最 好 的 情况 是 选择 {gi} 的 最 优 编码 树 T EL BL 
道 ， 其 最 优 编码 树 是 在 {9q;) 上 用 赫 夫 曼 编码 得 到 的 . ILI E 1 正 是 对 {pi) 进 行 赫 夫 
晕 编 码 的 第 一 步 ， 故 我 们 断言 赫 夫 曼 编 码 产生 {p;) 的 最 优 编码 树 . 


T -k> T 
P 4 4i 


-k41> 
Pa Pat a 


赫 夫 曼 算法 计算 得 出 最 优 前 缀 编码 ， 其 平均 编码 长 度 与 所 有 类 型 的 二 进 制 编码 的 最 优 值 非常 接 
近 . Shannon[1948] 证 明了 对 于 任意 二 进 制 编码 ， 其 平均 编码 长 度 至 少 是 {p:} 上 离散 概率 分 布 的 炉 ， 
B] — X pi lg pi( 习 题 31). 如 果 各 个 pi 均 是 1/2 的 守 ， 则 赫 夫 曼 编码 恰好 达到 上 述 下 界 ( 习 题 30). 
习题 
2.3.1 (H K, 的 每 条 边 指定 一 个 正 权 值 . 证 明 : 任意 环 上 的 总 权 值 是 偶数 当 且 仅 当 任意 三 角形 
上 的 总 权 值 是 偶数 . 
2.3.2 一) 证明 或 否定 : 如 果 工 是 加 权 图 G 的 一 覃 权 值 最 小 的 生成 树 ， 则 中 的 u,v- 路 径 是 G 
中 权 值 最 小 的 w，vw- 路 径 . 
2.3.3 (一 ) 在 一 个 网 络 中 ， 共 有 5 个 城市 . 在 城市 i 和 j 之 间 直 接 修一 条 路 的 成 本 是 下 面 矩 阵 中 
ai 的 值 . 无 穷 大 表示 在 两 个 城市 间 有 一 座 山 ， 因 而 无 法 修 路 . 确定 为 使 所 有 城市 相互 连通 
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2.3.6 


2.3.7 


2.3.8 


2.3.9 


2.3.10 


2.3.11 


必需 的 最 小 成 本 . 
[0 35 1 9| 
303 9 8| 
5 3 0 œ 1| 
11 9 e 


9 8 10 7 0j 
(一 ) 删 除 Ks 中 两 条 互 不 关联 的 边 ， 在 所 得 的 图 中 按 如 下 两 种 方式 将 权 值 {1，1，2，2，3， 
3，4，4) 分 配给 所 有 边 ， 一 是 使 其 具有 唯一 的 最 小 权 值 生成 树 ， 二 是 使 其 最 小 权 值 生成 树 
不 是 唯一 的 . 
(一 ) 在 一 个 网 络 中 ， 共 有 5 个 城市 . 直接 从 城市 ;到达 城市 了 所 需要 的 时 间 是 下 面 矩 阵 中 
aiv 的 值 . 这 个 矩阵 不 是 对 称 的 (用 有 向 图 )， 且 ai,; 一 co 表示 两 个 城市 间 没 有 直接 连接 的 路 
B. 对 每 个 i,j 对， 确定 从 i 到 j 的 最 小 访问 时 间 以 及 相应 的 访问 路 径 , 
0 10 20 oo 17) 
7 0 5 22 33 
14 13 0 15 27 
30 » 17 0 "| 
oo 15 12 8 Vv 


(DH Kn 的 所 有 边 分 配 整 数 权 值 . 假设 一 个 环 的 权 值 是 该 环 上 所 有 边 的 权 值 之 和 , 证 明 ， 
所 有 环 的 权 值 均 为 偶数 当 且 仅 当 具有 奇数 权 值 的 那些 边 构成 的 子 图 是 一 个 生成 二 部 图 . ( 提 
示 : 证 明 ， 对 于 具有 偶数 权 值 的 边 构成 的 子 图 ， 其 任意 连通 分 量 都 是 一 个 完全 图 ) 

设 G 是 一 个 加 权 的 连通 图 并 且 其 各 边 上 的 权 值 互 不 相同 . 不 使 用 Kruskal 算法 ， 证 明 : G 只 
有 一 棵 权 值 最 小 的 生成 树 (提示 : 运用 习题 2. 1. 37). 

设 G 是 一 棵 加 权 连 通 图 . 证 明 : Kruskal 算 法 在 选择 下 一 条 边 时 ， 如 果 它 面临 多 条 权 值 相 
同 的 边 ， 则 无 论 它 怎样 进行 选择 ， 最 小 生成 树 中 边 的 权 值 构成 的 序列 ( 按 非 递 减 次 序 ) 是 
唯一 的 . 

设 下 是 连通 加 权 图 G 的 一 个 生成 森林 . 在 G 的 端点 位 于 下 中 不 同 分 量 的 所 有 边 中 ， 设 “是 
权 值 最 小 的 一 条 边 . 证 明 : 在 G 的 包含 F 的 生成 树 中 ， 有 一 个 权 值 最 小 的 生成 树 包含 边 。. 
用 这 个 结论 重新 证 明 Kruskal 算法 能 找 出 最 小 生成 树 . 

(1)Prim 算法 从 连通 图 G 的 指定 顶点 开始 逐步 得 出 其 生成 树 ; 通过 迭代 ， 它 不 断 将 介 于 已 
到 过 的 顶点 和 未 到 过 的 顶点 之 间 的 权 值 最 小 的 边 添加 进来 ; 最 后 ， 如 果 所 有 项 点 均 已 经 到 
达 过 了 ， 则 结束 (上 述 过 程 中 ， 如 果 有 多 条 可 供 选择 的 边 ， 则 任 选 一 条 ), WEH: Prim 算法 
产生 G 的 一 棵 权 值 最 小 的 生成 树 (Jarnik[1930j]、Prim[1957 和 Dijkstra[1959] 各 自 独立 地 
研究 了 这 个 算法 ). 

对 于 加 权 图 的 一 棵 生成 树 T， 令 mT) aR 工 中 边 的 最 大 权 值 . 令 x 表示 加 权 图 G 的 所 有 
生成 树 中 m(T) 的 最 小 值 . 证 明 : mR TEG 的 总 权 值 最 小 的 一 棵 生成 树 ， 则 mT) = 
( 即 荆 中 的 最 大 权 值 是 最 小 的 ). 构造 一 个 反例 ， 说 明 其 逆 命 题 不 成 立 ( 注 : 最 大 权 值 达到 
最 小 值 的 生成 树 也 称 为 瓶颈 生成 树 或 者 最 小 最 大 生成 树 ). 
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的 不 相交 并 (定义 1. 3. 17). 在 ”一 1 步 之 后 ， 所 得 即 为 一 条 生成 路 径 . 证 明 : 算法 要 么 给 

出 一 条 权 值 最 小 的 生成 路 径 ， 要 么 在 失败 时 给 出 一 族 无 穷 的 反例 . 

(DF TEG 的 最 小 生成 树 ， 而 TRG 的 另 一 棵 生成 树 . WEH: T 可 以 通过 一 系列 步骤 转 

换 成 了 ， 每 一 步 交换 TAT 的 一 条 边 使 得 所 得 的 边 集 仍 构成 一 棵 生成 树 并 且 权 值 不 增加 . 

(1) 令 C 是 加 权 图 中 的 一 个 环 . he RC 上 权 值 最 大 的 一 条 边 . 证 明 : 存在 一 棵 不 包含 e 的 

最 小 生成 树 . 由 此 证 明 : 不 断 删除 图 中 权 值 最 大 的 非 制 边 ， 直 到 剩 下 的 图 没有 环 为 止 ， 最 

后 将 得 到 一 棵 最 小 生成 树 . 

设 丁 是 加 权 连 通 图 G 的 一 棵 权 值 最 小 的 生成 树 . 证 明 : G 中 任意 环 均 有 一 条 权 值 最 大 的 边 

Ate TP. 

有 一 天 晚上 ， 有 4 个 人 要 通过 一 条 架 在 山谷 间 的 危 桥 . 任意 时 刻 最 多 只 能 有 两 人 在 桥 上 

过 桥 需要 一 划 闪 光 灯 ， 而 这 些 人 手中 只 有 一 草 闪 光 灯 ( 因 此 ， 过 桥 时 必须 带 上 )， 如 果 单 独 

过 桥 ， 他 们 分 别 要 用 10、5、2、1 分 钟 . 如 果 两 人 同时 过 桥 ， 则 所 需 时 间 是 较 慢 者 所 需 的 

时 间 . 18 分 钟 后 ， 沿 山谷 滚滚 而 下 的 山洪 将 把 这 座 桥 冲 毁 . 这 4 个 人 能 及 时 过 桥 吗 ? 不 用 

图 论 知识 ， 证 明 你 的 结论 ; 并 说 明 如 何 用 图 论 知识 获得 答案 . 

在 未 加 权 的 图 或 有 向 图 G 中 给 定 一 个 顶点 w，( 不 用 Dijsktra 算法 ) 直 接 证 明 : 算法 2.3.8 

对 任意 zEV(G) 均 能 计算 出 d(w，z). 

说 明 如 何 用 广度 优先 搜索 来 计算 图 的 围 长 . 

(十 ) 证 明 : 下 面 的 算法 正确 地 计算 了 树 的 直径 . 首先 ， 从 任意 顶点 tw 开始 广度 优先 搜索 ， 

找 出 距离 w 最 远 的 顶点 zx， 然后， 从 “开始 广度 优先 搜索 ， 找 出 距离 最 远 的 顶点 v; 返 

[a] diam T=d(u, v). 

最 小 直径 生成 树 ” 一 棵 最 小 直径 生成 树 (MDST) 是 其 中 路 径 具 有 最 小 长 度 的 一 棵 生成 树 . 

直觉 告 诉 我 们 ， 在 离心 率 最 小 的 一 个 (中 心 ) 顶 点 处 应 用 Dijsktra 算法 将 得 到 一 棵 MDST， 

但 这 可 能 是 错 的 . 

a) 构 造 一 个 有 5 个 顶点 的 非 加 权 图 (所 有 边 的 权 值 均等 于 1) 作 为 反例 ， 使 得 Dijsktra 算法 
能 应 用 于 离心 率 最 小 的 某 个 顶点 并 得 到 一 棵 生成 树 ， 但 这 棵 生成 树 不 具备 最 小 直径 . 

b) 构 造 一 个 有 4 个 顶点 的 加 权 图 作为 反例 ， 使 得 Dijsktra 应 用 于 任意 顶点 均 得 不 到 MDST. 

设计 一 个 快速 的 算法 来 检测 一 个 图 是 否 为 二 部 图 . 图 可 以 以 邻接 矩阵 的 形式 输入 ， 也 可 以 

以 顶点 及 其 邻接 顶点 的 一 个 序列 的 形式 输入 . 算法 对 同一 条 边 的 考察 不 应 重复 两 次 以 上 . 

(一 ) 在 Q 中 求解 中 国 邮递 员 问题 ， 假 设 其 中 任意 边 的 权 值 均 为 1. 

有 一 个 懒 邮递 员 ， 他 每 天 早晨 都 乘 公共 汽车 到 邮局 ; 他 要 选择 一 条 路 径 以 便 送 完 信之 后 尽 

早 回 家 (注意 ; 终点 不 再 是 邮局 ). 下 面 的 地 图 是 他 送信 时 必须 经 过 的 街道 ， 其 中 P AURHE 

局 ，H RRR. 必须 要 走 一 raat ar aa 在 最 住 路 由 中 ， 每 条 边 要 走 几 遍 ? 


E 
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2.3. 24 


(一 ) 在 中 国 邮递 员 问 题 的 最 优 解 中 ， 会 用 一 些 迹 将 奇 顶点 两 两 配对 . 解释 : 为 什么 这 些 迹 
可 以 假定 为 路 径 . 构造 一 个 有 4 个 奇 顶点 的 加 权 图 ， 使 得 中 国 邮递 员 问 题 在 其 中 的 最 优 解 
复制 了 两 条 有 一 个 公共 顶点 的 路 径 . 

令 G 是 一 棵 有 根 树 ， 其 中 任意 项 点 有 0 个 或 个 孩子 . 给 定 k，n(G) 可 能 取 哪 些 值 ? 

找 出 一 个 递归 公式 来 计算 有 二 1 个 叶子 的 二 叉 树 的 棵 数 ( 这 里 ， 每 个 非 叶子 顶点 恰好 有 两 
个 孩子 ， 孩 子 的 左右 次 序 会 影响 计数 ). 在 "一 2 时 ， 下 图 给 出 所 有 可 能 的 情况 ， 


POR UA 


找 出 一 个 递归 公式 来 计算 有 个 顶点 的 有 根 平面 树 的 棵 数 (类 似 于 有 根 二 叉 树 ， 删 除根 之 
后 得 到 的 子 树 通过 它们 自 左 向 右 的 次 序 来 区 分 ). 

(一 ) 给 定 由 10 个 消息 符号 构成 的 集合 ， 其 中 各 符号 的 频率 分 别 为 1、2、3、4、5、5、6、 
7, 8, 9. 为 这 些 符号 计算 平均 长 度 最 小 的 编码 . 在 最 优 编码 下 ， 一 个 消息 的 平均 长 度 是 
多 少 ? 

(一 ) 拼 字 游 戏 有 100 张 卡片 ， 如 下 所 示 ， 其 中 各 个 字符 出 现 的 频率 不 同 于 英文 中 各 字符 出 
现 的 频率 ， 如 *S" 的 频率 在 这 里 就 比较 低 ， 这 样 做 是 为 了 使 游戏 更 有 趣 . 假定 这 些 频率 就 
是 英文 中 相应 字符 出 现 的 频率 ， 为 了 发 送信 息 ， 请 为 这 些 字符 找 出 一 个 平均 长 度 最 小 的 前 
级 编码 . 给 出 答案 时 ， 请 为 编码 字 的 每 种 长 度 标 出 相对 频率 . 请 为 (各 个 字符 的 ?编码 字 计 
算 平均 长 度 ( 注 ，ASCI[ 码 用 5 个 比特 为 每 个 字母 编码 ， 习 题 中 设计 的 编码 比 它 好 . 显然， 
ASCH 码 的 缺点 在 于 ， 它 包含 了 一 些 无 关 符号 的 编码 ). 
ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZØ 
922412232911426821646422121 2 
考虑 nn 个 消息 符号 ,假设 它们 出 现 的 概率 分 别 为 «cns pa 且 任意 pi 均 是 1/2 WEER 
pizO0HEp D». 

a) 证 明 : 概率 最 低 的 两 个 消息 符号 有 相同 的 概率 . 

DEH: 在 此 概率 分 布下 ， 赫 夫 曼 编码 的 平均 编码 长 度 为 一 开户 lg pi 

(十 ) 假 设 有 nn 个 消息 符号 ， 它 们 出 现 的 概率 分 别 为 请 ，…， 加 ， 且 这 些 消息 符号 被 编码 为 不 同 
的 二 进 制 码 . EUR. 在 该 概率 分 布下 ,任意 一 种 二 进 制 编码 的 平均 长 度 至 少 为 一 本 pi dg p 
《提示 :对 wn 用 归纳 法 ). (Shannon[ 1948) 
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3.1 匹配 和 覆盖 


在 一 群 人 中 ， 有 一 些 人 可 以 两 两 友好 地 共 住 一 套房 屋 . 在 什么 条 件 下 ， 可 以 将 所 有 这 些 人 两 两 
配对 ， 安 排他 们 共 住 一 套房 屋 呢 ? 图 论 中 的 很 多 应 用 均 涉 及 这 样 的 匹配 问题 . 在 例 1. 1.9 中 ,我们 
考虑 了 对 合格 的 申请 者 的 工作 安排 问题 . 二 部 图 自然 将 顶点 集 剖 分 为 两 个 集合 ， 此 时 我 们 还 想 知道 
能 否 用 若干 条 边 将 这 两 个 集合 中 的 顶点 两 两 配对 . 对 于 上 面 的 共 住房 屋 问题 ， 对 应 的 图 不 必 是 二 部 
m. 

3.1.1 定 义 图 G 的 一 个 匹配 是 由 其 一 组 没有 公共 端点 的 不 是 围 的 边 构成 的 全 合 . 与 匹配 M 中 
边关 联 的 那些 顶点 是 被 AM- 温润 的 ， 而 其 余 项 点 是 未 被 浸润 的 ( 称 之 为 M- 浸 润 的 和 M- 未 浸润 的 ) 图 
G 的 一 个 完美 匹配 是 浸润 了 所 有 顶点 的 一 个 匹配 . 


3.1.2 例 (Ko 中 的 完美 匹配 ) 考虑 部 集 为 X=1z，…，z) 和 Y= Lys e yat WRR 
Kane 一 个 完美 匹配 定义 从 X 到 Y 的 一 个 双 射 . 依次 为 zx，…，zm 找到 配对 顶点 ， 最 后 得 到 mn! 个 
完美 匹配 


每 个 完美 匹配 就 是 [nj 的 一 个 排列 ， 其 中 将 i 映射 到 j 表示 ns 与 y; NOU. 我们 也 可 以 将 匹配 用 
矩阵 来 表示 . 用 X 和 Y 分 别 对 应 行 和 列 ， 如 果 边 ri yj 在 匹配 M 中 ， 则 在 位 置 i，j 置 1， 其 他 位 置 
为 0， 这样 即 得 到 相应 的 矩阵 . 在 这 样 的 矩阵 中 ， 每 行 和 每 列 仅 有 一 个 1. 


Xi ox; X3 4 0 1 0 
i 0010 
0 

1 a 


10 
0 0 

3.13 例 ( 完 全 图 中 的 完美 匹配 ) 由 于 Ka+! 是 奇数 阶 的 ， 故 它 没有 完美 匹配 . Kz 中 完美 匹配 
的 个 数 /， 等 于 将 不 同 的 2m 个 人 进行 配对 的 方案 数 . 对 于 wv 的 搭档 ， 有 2n — 1 种 选择 方式 来 选择 ， 
并 且 对 其 中 的 每 一 个 选择 有 /1 个 方案 完成 这 个 完美 匹配 .于 是 ，n 宇 1 A fy nD fa aH 
据 /o=1, 由 归纳 法 得 到 fi, = (2n— DGn73)7 OD. 

对 于 /,， 还 有 另 一 种 计数 方法 . 将 2 个 人 排 好 序 ， 然 后 从 头 至 尾 依次 将 两 个 相 邻 者 配对 ， 这 
样 就 构造 出 一 个 完美 匹配 . 每 一 种 排序 方法 得 到 一 个 匹配 . 每 个 匹配 可 以 由 2"n! 种 排序 方法 产生 ， 
因为 交换 各 对 搭档 之 间 的 次 序 或 者 交换 每 对 搭档 的 两 个 人 之 间 的 次 序 均 得 到 同一 个 匹配 . 因此 有 
fim Cn)! /(2"n1) 个 完美 匹配 . " 

在 Petersen 图 最 常见 的 画 法 就 是 由 一 个 完美 匹配 和 两 个 5 - 环 构成 的 . 然而 ,要 计算 Petersen 
图 中 完美 匹配 的 个 数 却 颇 费 周折 (习题 14). 由 超 立方 体 Q 递归 构造 ， 容 易 找 出 它 的 许多 完美 匹配 
(习题 16) ， 但 是 要 准确 计数 却 异 常 困难 . 下 面 的 图 虽然 有 偶数 阶 ， 却 没有 完美 匹配 . 


RRA >< 
最 大 匹配 


一 个 匹配 是 由 若干 条 边 构 成 的 集合 ， 故 其 大 小 就 是 边 的 条 数 . 为 了 找 出 较 大 的 匹配 ， 可 以 用 选 
代 的 方法 ， 每 次 选择 一 条 边 使 得 其 端点 没有 被 已 经 选 出 的 那些 边 用 过 ， 直 到 没有 可 选 的 边 为 止 这 
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样 可 以 得 到 一 个 极 大 的 匹配 ， 但 它 可 能 不 是 最 大 的 匹配 . 

3.1.4 定 义 图 G 的 一 个 极 大 匹配 是 不 能 再 通过 添加 边 来 使 其 变 大 的 匹配 . 一 个 最 大 匹配 是 图 
G 的 所 有 匹配 中 边 数 达到 最 大 值 的 匹配 . 

如 果 任意 一 条 不 在 匹配 M 中 的 边 均 与 M 中 的 某 条 边关 联 ， 则 M 就 是 一 个 极 大 匹配 , 每 个 最 大 
匹配 均 是 一 个 极 大 匹配 ， 反 之 不 然 . 

3.1.5 例 极 大 匹配 天 最 大 匹配 . 有 一 个 极 大 匹配 不 是 最 大 匹配 的 最 小 图 是 Pa 如 果 将 中 间 那 
条 边 选 进 匹配 ， 则 该 匹配 不 能 再 添加 其 他 边 ， 但 两 端的 边 形成 了 一 个 更 大 的 匹配 .下 面 我 们 在 P. 
和 Ps 中 显示 这 种 现象 . 


OOO LEO SS " 


在 例 3. 1.5 中 ， 用 细 的 边 代替 粗 的 边 产生 了 一 个 更 大 的 匹配 . 这 就 为 寻找 更 大 匹配 提供 了 思路 , 

3.1.6 定义 ”给 定 图 G 的 一 个 匹配 M， 如 果 一 条 路 径 的 边 交替 出 现在 M 中 和 不 出 现在 M P, 
则 称 之 为 一 条 M- 交 错 路 径 . 两 个 端点 均 未 被 MEI S M- 交错 路 径 称 为 M- 增 广 路 径 . 

给 定 一 条 M- 增 广 路 径 已 ， 可 以 用 已 中 不 属于 M WAR P 中 属于 M 的 边 ， 将 得 到 一 个 新 的 
匹配 M“， 它 比 原来 的 匹配 多 一 条 边 . 因而 ， 如 果 M 是 一 个 最 大 匹配 ， 则 它 没有 M- 增 广 路 径 . 

事实 上 ， 下 面 我 们 将 证 明 ， 不 存在 增 广 路 径 是 最 大 匹配 的 特性 . 在 证 明 这 一 点 时 ， 考 虑 两 个 匹 
配 ， 并 检查 恰好 属于 其 中 一 个 匹配 的 那些 边 构成 的 集合 . 对 于 这 种 操作 ， 我 们 将 它 定义 在 有 相同 项 
点 集 的 两 个 图 上 (一 般 来 讲 ， 对 任何 两 个 集合 均 可 以 定义 这 种 操作 ; 参见 附录 AD. 

3.1.7 EX. 如 果 G 和 月 是 顶点 集 为 V 的 两 个 图 ， 对 称 差 GAH 是 顶点 集 为 V 的 一 个 图 ， 边 集 
由 只 出 现在 G 和 月 之 一 中 的 那些 边 构成 .我 们 也 将 这 一 术语 用 于 边 的 集合 ; 如 果 M' 和 M 是 两 个 匹 
配 ， 则 MAM' -CM-MOU(XO' - M. 

3.1.89. 在 下 图 中 ，M 是 由 5 条 实 线 边 构成 的 匹配 ，M "是 由 6 条 粗 边 构 成 的 匹配 ， 虚 线 标记 
的 边 既 不 属于 M 也 不 属于 M. 这 两 个 匹配 有 一 条 公共 边 “， 它 不 属于 M 和 M 的 对 称 差 . M'AM 的 
边 集 形 成 了 一 个 长 度 为 6 的 环 和 一 条 长 为 3 的 路 径 . 


Le 
a 

3.1.9 引 理 在 两 个 匹配 的 对 称 差 中 ， 任 何 分 量 或 者 是 一 条 路 径 ， 或 者 是 一 个 偶 环 . 

证 明令 M 和 M“ 是 两 个 匹配 且 下 = MAM'. 由 于 M 和 M' 均 是 匹配 ， 因 此 下 的 任意 顶点 至 多 与 
AM 和 M' 中 的 每 个 匹配 的 一 条 边 相 关联 . 于 是 ， 下 中 的 每 个 顶点 至 多 关联 到 两 条 边 . 由 于 A(F)<2, F 
的 任何 分 量 是 一 条 路 径 或 一 个 环 . 而 且 ，F 的 路 径 或 环 的 边 交替 出 现 于 M 一 M 和 M' 一 M， 所 以 每 
个 环 有 偶数 条 边 ， 一 半 来 自 M 一 M'， 另 一 半 来 自 M 一 M. [ 

3.1.10 定理 (Berge[1957]) 图 G 的 一 个 匹配 M 是 最 大 匹配 当 且 仅 当 G 中 没有 MM- 增 广 路 径 . 

ER “对 于 充分 性 和 必要 性 ， 我 们 均 证 明 其 倒置 命题 ， 即 图 G 有 比 M 更 大 的 匹配 当 且 仅 当 G 
中 有 一 条 M- 增 广 路 径 . 前 面 已 经 看 到 ，M- 增 广 路 径 可 以 用 来 产生 比 M 更 大 的 匹配 

反 过 来 , 令 MEG 的 比 M 更 大 的 一 个 匹配 ， 我 们 来 构造 一 条 M- 增 广 路 径 . $ P= MoM". 由 
引 理 3.1.9 可 知 ， 正 由 一 些 路 径 和 一 些 偶 环 组 成 ， 且 每 个 偶 环 有 相同 数目 的 边 分 别 来 自 M RUM. 由 
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FIM | 二 | MI ,所 以 下 必 有 一 个 分 量 ， 其 中 来 自 M“ 的 边 多 于 来 自 M 的 边 ; 这 个 分 量 定 是 以 
M “中 的 边 开始 和 结束 的 一 条 路 径 . 故而 它 必 是 G 中 的 一 条 M- 增 广 路 径 . a 
Hall 匹配 条 件 

在 为 申请 者 分 派 工作 时 ， 申 请 者 可 能 比 工作 多 ， 故 工作 分 派 之 后 可 能 还 剩余 一 些 申请 者 . 将 这 
一 问题 模型 化 ， 我 们 考虑 一 个 XX，Y- 二 部 图 ( 即 二 部 剖 分 为 X,Y 的 二 部 图 ， 参 见 定义 1. 2. 17)， 并 
在 其 中 找 出 浸润 X 的 一 个 匹配 . 

如 果 一 个 匹配 M 浸润 X， 则 对 任意 SEX， 至 少 存在 | S | 个 顶点 在 S 中 有 相 邻 顶点 ， 因 为 与 
S 匹配 的 顶点 必须 从 那个 集合 中 选 出 . 用 Nec(S) 或 NCS) 来 表示 与 S 中 顶点 相 邻 的 顶点 构成 的 集合 ， 
WINGO | >| S| 是 上 述 问 题 的 一 个 必要 条 件 . 

条 件 * 对 于 任意 SSX, | NCS) | > | S|” Hal $e. SE AK CHalD üEBI T 3X 4r 8b MR (429€ 
条 件 也 是 充分 的 (TONCAS). 

3.1. 11 定理 (Hall 定理 一 一 P. Hall[1935]) X，Y- 二 部 图 有 一 个 浸润 X 的 匹配 当 且 仅 当 对 任 
*ScXAINGI2ISI. 

证 明 必要 性 . 与 S 匹 配 的 | S | 个 顶点 必 在 NCS). 

充分 性 .为 证 明 Hall 条 件 是 充分 的 ， 我 们 证 明 其 倒置 命题 . UEM JG 的 一 个 最 大 匹配 但 M 没 
有 漫 润 X， 由 此 我 们 要 找 出 一 个 集合 SEX 满足 | NOS) | 二 | S|. 令 wEX 是 未 被 M 浸润 的 一 个 
顶点 . 在 从 uw 出 发 通过 G 的 M- 交 错 路 径 可 以 到 达 的 那些 顶点 中 ， 令 位 于 X 中 的 顶点 构成 S， 而 位 
于 Y 中 的 顶点 构成 了 (参见 下 图 ，M 被 表示 为 粗 边 ). 注意 ，vE S. 


5 
X u 


Y ———— 
T-N(S) 

我 们 断言 M VERET ATS (u). 从 zx 开始 的 M- 交 错 路 径 沿 着 不 属于 M. 的 边 抵达 Y， 并 且 沿 着 M 
中 的 边 回 到 X. 因此 ，5 一 {w} 的 每 个 顶点 从 丁 的 一 个 顶点 通过 M 的 一 条 边 到 达 . 由 于 没有 M- 增 广 
路 径 ， 故 工 的 任意 顶点 是 被 浸润 的 ， 于 是 每 一 条 抵达 yE T f] M- 交 错 路 径 通 过 M 扩展 到 S 的 一 个 
顶点 . 所 以 M 中 相应 的 边 产生 了 一 个 从 工 到 S 一 {z} 的 双 射 ， 故 而 有 | 了 | 一 1S 一 tu |. 

由 人 和 S 一 {wu} 之 间 的 匹配 可 以 得 出 TEN(S). 事实 上 ，T= N(S). 假设 yeY - T fi — 4 BIS 
顶点 vE S. 因为 u 是 未 被 浸润 的 而 S 中 其 余 顶 点 通过 M 与 工 匹配 ， 故 边 vyé M. 将 边 vy 添加 到 抵达 
v 的 一 条 M- 交 错 路 径 上 之 后 ， 得 到 一 条 抵达 yhy M- 交 错 路 径 . 这 同 »€ TAI. 因此 vy 不 存在 - 

由 T=N(S)，, 我 们 证 明了 | NCS) |= |T] = 1S| 一 1< | S|. 这 即 完成 了 对 倒置 命题 的 
AES]. " 

也 可 以 假设 Hall 条 件 成 立 ， 再 用 反 证 法 来 证 明 充分 性 : 假定 没有 匹配 温润 X， 由 此 得 出 一 个 
矛盾 . 正如 我 们 所 看 到 的 ， 缺 少 浸润 X 的 匹配 就 不 满足 Hal 条 件 . 与 假设 相 矛 盾 通 常 意味 着 倒置 
问题 中 的 蕴涵 关系 得 到 了 证 明 . 我 们 给 出 的 证 明 就 是 按 这 种 方式 进行 论述 的 . 

3.1.12 注 记 定理 3.1.11 表明 ， 只 要 X，yY- 二 部 图 没有 浸润 X 的 匹配 ， 就 能 通过 展现 X 的 某 
个 子 集 的 相 邻 点 太 少 来 证 实 这 一 点 - 
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注意 ， 定 理 和 证 明 人 允许 有 重 边 . a 

目前 已 有 很 多 关于 Hall 定理 的 证 明 ， 这 方面 的 概要 请 参见 Mirsky( 1971, p38] 和 Jacobs[ 1969 ]. M. 
Hall[1948] 给 出 一 个 证 明 ， 电 此 导出 浸润 X 的 匹配 的 数目 的 一 个 下 界 ， 该 下 界 是 项 点 度 的 函数 . 我 们 
将 在 3. 2 节 从 算法 角度 讨论 匹配 问题 . 

如 果 二 剖 分 的 两 个 集合 有 相同 大 小 ，Hall 定理 就 变 成 了 婚配 定理 ， 该 定理 最 初 由 Frobenius 
[1917] 证 明 ， 其 名 称 的 由 来 是 要 为 n 名 男子 入 名 女子 安排 融洽 的 婚配 关系 . 如 果 每 名 男子 恰好 适 于 
与 名 女子 中 的 任意 一 人 婚配 ， 且 每 名 女子 恰好 适 于 与 名 男子 中 的 任意 一 人 婚配 ， 则 必定 存在 一 个 
完美 匹配 . 这 里 ， 仍 允许 有 多 重 边 ， 这 增加 了 定理 的 应 用 范围 (例如 ， 参 见 定理 3. 3. 9 和 7. 1.7). 

3.1.13 推论 LOO, 任意 人 -正则 二 部 图 有 一 个 完美 匹配 . 

证 明 令 G 是 一 个 4- 正 则 X，Y- 二 部 图 . 分 别 用 位 于 X 中 的 端点 和 位 于 Y 中 的 端点 来 对 边 进 
FHM, ARI X 1 = 上 1Y1， 故 1X1=1Y1. FE, RERE Hall 条 件 ， 因 为 一 个 浸润 X 的 匹 
配 也 是 浸润 了 的 匹配 ， 从 而 必 是 一 个 完美 匹配 . 

H SEX, 4 m ORA S 到 N(S) 的 边 的 条 数 . hF GÆ kE, HEA m=k | S|. ix om 
条 边 均 关 联 到 N(S)， 故 m<k | NCS) |. FHM R>ORAR| S| <k| NCS) 1， 由 此 得 | S| < 
| NCS) |. 由 于 选择 SGX 的 随意 性 ，Hall 条 件 成 立 . a 

这 里 ， 我 们 也 可 以 用 反 证 法 来 证 明 . 假定 G 没 有 完美 匹配 ， 则 有 一 个 集合 SCX 使 得 | NCS) |< 
151. 重复 上 面 的 论述 ， 推 导 得 出 矛盾 
最 小 -最 大 定理 

如 果 图 G 没有 完美 匹配 ,由 定理 3. 1. 10 可 知 ， 通 过 证 明 G 没有 M- 增 广 路 径 就 可 以 说 明 M 是 
最 大 匹配 . 然而 ， 通 过 检查 所 有 的 M- 交 错 路 径 来 排除 可 能 的 增 广 路 径 ， 将 会 花费 很 多 时 间 . 

在 确定 一 个 图 是 否 是 二 部 图 时 ， 我 们 过 到 与 此 类 似 的 问题 . 在 那里 ， 仅 需 找 出 一 个 奇 环 ， 而 不 
是 去 检查 所 有 可 能 的 奇 环 二 部 剖 分 . 在 这 里 ， 我 们 也 只 需 找 出 G 中 的 某 种 结构 以 表明 不 可 能 有 比 M 
更 大 的 匹配 ， 而 不 必 检 查 所 有 可 能 的 M- 交 错 路 径 . 

3.1.14 定 义 图 上 的 一 个 项 点 覆盖 是 由 一 些 顶 点 构成 的 集合 QEV(G)，Q 包含 每 条 边 上 的 至 
少 一 个 端点 Q PER TAA iD BH ECG). 

在 表示 道路 网 路 的 图 中 (其 中 道路 均 是 直道 且 没 有 孤立 项 点) PI LAHE PR HH Ak ls DA eA BE A AE PE 
安排 最 少 的 警察 来 监管 整个 道路 网 路 的 问题 . 这 里 ,，“ 覆 盖 ” 的 含义 即 是 “监管 ” 

由 于 任意 一 个 项 点 不 能 覆盖 匹配 中 的 两 条 边 ， 所 以 每 个 顶点 覆盖 的 大 小 均 不 小 于 任何 一 个 匹配 
的 大 小 . 因此 ， 找 到 大 小 相同 的 一 个 匹配 和 一 个 顶点 覆盖 即 证 明了 两 者 都 是 最 优 的 .这 一 结果 对 二 
部 图 是 成 立 的 ， 但 对 一 般 的 图 则 不 成 立 . 

3.1.15 BOE f 5 RAMA) 在 下 面 左 侧 图 中 ， 我 们 标记 了 一 个 大 小 为 2 的 顶点 覆盖 并 用 粗 
边 表示 一 个 大 小 为 2 的 匹配 . 大 小 为 2 的 顶点 覆盖 使 得 不 存在 大 于 2 条 边 的 匹配 ， 大 小 为 2 的 匹配 
使 得 不 存在 小 于 2 的 顶点 覆盖 . 在 右 侧 的 奇 环 中 ， 二 者 的 最 优 值 相差 1. 事实 上 ， 二 者 的 最 优 值 之 
差 可 以 是 任意 大 (习题 3. 3. 10). 
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3.1.16 定理 (Konig[1931]，Egervary[1931]) 如 果 G 是 二 部 图 ， 则 G 中 最 大 匹配 的 大 小 等 于 
G 的 最 小 顶点 覆盖 的 大 小 . 

证 明 令 G 是 一 个 XX，Y- 二 部 图 . 设 Q 是 G 的 任意 顶点 覆盖 ，M 是 G 的 任意 匹配 ， 由 于 必须 
用 不 同 的 项 点 来 覆盖 匹配 中 的 各 条 边 ,， 故 | Q | 三 | M | . 给 定 G 的 一 个 最 小 顶点 覆盖 Q， 我 们 构 
造 一 个 大 小 为 | Q | 的 匹配 来 证 明 上 述 不 等 式 中 的 等 号 总 可 以 取 到 . 

将 Q@ 划 分 为 R=QNX，T=QNY. 4 HAH’ SWE H RUY- D RITUCX RB EOF 
图 . 借助 于 Hall 定理 ， 我 们 证 明 有 H 有 一 个 匹配 将 RRA Y—T oP, Wi H' 有 一 个 温润 了 的 匹配 . 
由 于 有 H 和 HH' 是 不 相交 的 ,因此 这 两 个 匹配 可 以 合成 G 的 一 个 大 小 为 | QI 的 匹配 . 

由 于 RUT 是 一 个 顶点 覆盖 ，G 没有 从 Y 一 全 到 X 一 R 的 边 . 对 任何 SGR， 考 虑 NH(S)， 它 含 
于 Y 一 TT 之 中 . 如 果 | Nn(S) | 二 |S1， 则 在 Q@ 中 用 Nn(S) 来 替换 S 即 可 得 到 一 个 更 小 的 顶点 覆 
盖 ， 因 为 Nn(S) 覆 盖 了 所 有 关联 到 S (B T REED. 

Q 的 最 小 性 使 得 H 中 Hall 条 件 成 立 ， 故 H 有 一 个 温润 RR 的 匹配 . 对 H' 进 行 同样 的 论证 可 以 
得 到 浸润 T 的 一 个 匹配 . 


T ' N4G) " 

随 着 图 论 的 不 断 发 展 ， 对 于 Konig-Egervary 定理 这 样 的 基本 结论 ， 出 现 了 许多 的 新 证 法 ， 人 参见 
Rizzi[ 2000]. 

3.1.17 注 记 ”一 个 最 小 -最 大 关系 是 一 个 定理 ， 它 说 明 某 个 最 小 化 问题 的 答案 和 某 个 最 大 化 问 
题 的 答案 之 间 等 同 , Konig -Egerváry 定理 说 明 二 部 图 中 项 点 覆盖 和 匹配 之 间 的 这 种 关系 

在 本 书 的 讨论 中 ,我 们 将 一 对 对 偶 优 化 问题 考虑 成 定义 在 相同 实例 (比如 图 ) 上 的 最 大 化 问题 M 
和 最 小 化 问题 N， 且 对 M 的 每 个 候选 解 M 和 N 的 每 个 候选 解 N( 对 相同 实例 ) ，M 的 值 小 于 等 于 NN 
的 值 . 通常 ， 解 的 “ 值 " 指 的 是 解 的 势 ， 正 如 M 是 最 大 匹配 而 N 是 最 小 顶点 覆盖 时 一 样 . 

如 果 M 和 N 是 对 偶 问 题 ， 则 得 到 候选 解 M 和 N 具有 相同 值 就 证 明 M 和 N 分 别 是 该 实例 的 两 
个 优化 解 . 我 们 会 在 本 书 中 陆续 遇 到 很 多 对 偶 问 题 . 一 个 最 小 -最 大 关系 表明 ， 对 某 些 种 类 的 实例 
来 说 ， 对 最 优 性 的 简洁 证 明 是 存在 的 . 这 样 的 定理 正 是 我 们 需要 的 ， 因 为 它们 将 节省 很 多 工作 . 我 
们 的 下 一 个 目标 是 对 二 部 图 中 的 独立 集 证 明 这 样 的 定理 . a 
独立 集 和 覆盖 

现在 我 们 将 讨论 从 匹配 转 到 独立 集 上 来 . 图 的 独立 数 是 图 中 顶点 独立 集 大 小 的 最 大 值 . 

3.1.18 例 ”二 部 图 的 独立 数 并 不 总 等 于 某 个 部 集 的 大 小 . 在 下 面 的 图 中 ， 两 个 部 集 的 大 小 均 
为 3, 但 我 们 却 标 出 了 一 个 大 小 为 4 的 独立 集 . 


A 


没有 一 个 项 点 能 覆盖 匹配 中 的 两 条 边 . 同样 ， 也 没有 一 条 边 能 连接 独立 集中 的 两 个 顶点. 这 即 
引起 另 一 个 对 偶 覆 盖 问 题 . 
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3.1.19 定 义 图 C 的 一 个 边 覆盖 是 若干 条 边 构成 的 集合 上， 它 使 得 G 的 任意 顶点 均 与 了 中 的 
某 条 边 相关 联 . 

我 们 说 图 G 的 所 有 顶点 被 边 集 L MRT. 在 例 3.1. 18 中 ， 关 联 到 所 标 顶 点 的 4 条 边 构成 一 个 
边 蓝 盖 ， 其 余 两 个 项 点 被 免费 "覆盖 了 . 

没有 孤立 点 的 图 才 有 边 敌 盖 . 一 个 完美 匹配 形成 了 有 n(G)/2 条 边 的 一 个 边 和 覆盖 ,通常 ,我 们 
可 以 向 最 大 匹配 中 添加 一 些 边 来 得 到 一 个 边 复 盖 . 

3.1.20 定 义 对 已 经 定义 的 独立 性 问题 和 覆盖 问题 中 集合 大 小 的 最 优 值 ， 我 们 使 用 如 下 记号 : 


独立 全 大 小 的 最 大 值 a(G) 
匹配 大 小 的 最 大 值 a (G) 
顶点 和 覆盖 大 小 的 最 小 值 KG 
EE F EDHE DEI Bo» 


个 图 可 以 有 多 个 具有 最 大 的 独立 集 (C; 有 5 个 )， 但 独立 数 a(G) 就 是 一 个 整数 (a(Cs) 二 2)， 
这 些 记号 把 用 于 回答 相应 优化 问题 的 数字 (比如 阶 、 大 小 、 最 大 度 和 直径 等 等 ) 看 成 图 的 参数 , 我们 
用 a'(G) 来 表示 最 大 匹配 中 的 边 数 瞳 示 了 它 与 最 大 独立 集中 的 顶点 数 a(G) 有 某 种 关系 .7. 1 节 深 入 
讨论 这 种 关系 . 

我 们 对 最 小 顶点 轩 盖 使 用 记号 KG) 是 由 于 最 小 顶点 覆盖 和 最 大 匹配 之 间 的 关系 . 在 8'(G) 上 加 
THU" BG) Bk. did aO RO Bs p Coo Rod f i C. 

在 约定 的 记号 下 ，Konig-Egerviry 定理 表述 为 每 个 二 部 图 H a (G) — (D. 我 们 还 将 证 明 ， 
对 一 个 没有 孤立 顶点 的 二 部 图 ， 有 a(G) =B'(G). 因为 没有 一 条 边 能 镍 盖 独 立 集 中 的 两 个 顶点 ， 不 
等 式 8'(G) 宇 a(G) 显 然 成 立 (如 果 SCV(G)， 我 们 常用 S 表示 其 余 顶 点 构成 的 集合 VCG) - S). 

3.1.21 引 理 图 G 中 ，SCV(G) 是 一 个 独立 集 当 且 仅 当 是 一 个 顶点 覆盖 ， 因 此 有 a(G)+ 
PG) =n(G). 

证 明 ”如 果 S 是 一 个 独立 集 ， 则 每 条 边 至 少 与 S 中 的 一 个 顶点 关联 ,反之 ， 如果 5S 米 盖 所 有 的 
边 ， 则 不 存在 连接 S 中 的 两 个 顶点 的 边 . 所 以 ， 每 个 最 大 的 独立 集 是 一 个 最 小 顶点 覆盖 的 补 集 ， 故 
有 a(G) + KG) =n(G). [1 

匹配 和 边 种 盖 的 关系 更 加 微妙 ， 也 满足 一 个 类 似 的 公式 

3.1.22 定理 (Gallai[1959]) 如 果 G 是 一 个 没有 孤立 顶点 的 图 ， 则 有 a (G) H'O =a). 

证 明 由 一 个 最 大 匹配 M， 构 造 一 个 大 小 为 na(G) |M | 的 边 覆 盖 . 因为 最 小 边 覆 盖 不 大 于 
所 构造 的 边 覆 盖 ， 故 及 (G) 过 ax(G) 一 o(G). 反之 ， 由 一 个 最 小 边 获 盖 二 ， 构 造 一 个 大 小 为 mGC) 一 
| L | 的 匹配 . 因为 最 大 匹配 不 小 于 所 构造 的 匹配 ， 于 是 有 a (G) 宇 n(G) — B' CO. 这 两 个 不 等 式 即 
可 证 明 该 定理 . 

令 M 是 G 的 一 个 最 大 匹配 . 对 每 个 未 被 浸润 的 顶点 ， 将 与 之 关联 的 一 条 边 添加 到 M 中 ， 我 们 
就 构造 出 一 个 GMO AR. 在 这 个 边 革 盖 中 ， 除 了 原来 匹配 M 中 的 每 条 边 覆 盖 两 个 顶点 之 外 ， 其 
余 的 每 条 边 均 柳 盖 一 个 顶点 ， 所 以 该 边 覆 盖 的 总 大 小 为 a(G) 一 | ML. 

令 工 是 一 个 最 小 边 覆 盖 . 如 果 边 。 的 两 个 端点 都 属于 L 中 除 e ZHAI HM, MeL, K 
为 L 一 {e} 也 是 一 个 边 覆 盖 . 于 是 ， 由 上 的 边 构成 的 每 个 分 量 最 多 只 能 有 一 个 顶点 的 度 超过 1， 并 且 
必 是 一 个 星 形 ( 即 至 多 有 一 个 非 叶 子 结 点 的 树 ). 将 分 基 的 个 数 记 为 因为 对 任意 星 形 的 每 个 非 中 
心 顶 点 , 上 中 必 有 一 条 边 与 之 对 应 ， 所 以 1L 1 一 n(G) 一 & 从 工 中 为 每 个 星 形 选 一 条 边 ， 即 得 到 一 


ma 
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个 大 小 为 k==n(G) 一 | 上 | 的 匹配 . a 

3.1.23 80. 下 面 的 图 有 13 个 顶点 . 我们 用 粗 体 线 标 出 了 一 个 大 小 为 4 的 匹配 ， 在 其 中 添加 实 
线 边 即 得 到 一 个 大 小 为 9 的 边 覆盖 . 虚线 边 无 需 出 现在 该 覆盖 中 . 这 个 边 覆 盖 由 4 个 星 形 组 成 ; 从 
每 个 星 形 中 抽出 一 条 边 ( 粗 线 边 ) 即 是 前 面 提 到 的 匹配 . 


3.1.24 推论 (Kanig[1916]) 如果 GG 是 一 个 没有 孤立 顶点 的 二 部 图 ， 则 aG) =g G). 

WEBB 由 引 理 3.1. 21 ME 3. 1. 22 i a(G) - (GG) =a CG) -- p (G). 再 由 Konig-Egerviry 定理 
知道 a (G) = BCG) ,从 第 一 个 式 子 中 减 去 第 二 式 即 可 得 证 . a 
支配 集 ( 选 学 ) 

在 顶点 覆盖 中 ， 被 一 个 顶点 覆盖 的 边 就 是 关联 到 该 顶点 的 边 ， 它 们 形成 一 个 星 形 . 因此， 顶点 
覆盖 问题 也 可 以 表述 为 用 尽 可 能 少 的 星 形 覆 盖 边 集 . 有 些 情况 下 ， 我们 希望 用 最 少 的 星 形 覆盖 顶点 
A. 这 同 我 们 下 一 个 图 参数 等 价 . 

3.1.25 例 一 个 公司 想 在 偏远 地 区 建立 发 射 塔 ， 要 求 每 个 发 射 塔 均 要 位 于 居民 建筑 物 旁 并 使 
得 每 个 建筑 物 是 可 达 的 . 如 果 一 台 发 射 机 可 以 从 z 到 达 y， 则 它 也 可 以 从 y 到达 z, 给 定 可 以 相互 到 
达 的 位 置 点 对 ， 需 要 多 少 台 发 射 机 才能 覆盖 所 有 的 建筑 物 ? 

-个 类 似 的 问题 来 自 于 趣味 数学 游戏 : 在 一 个 棋盘 上 ， 需 要 放置 多 少 个 王后 才能 攻击 所 有 的 方 
格 ? (习题 56. ) a 

3.1.26 定 义 在 图 G 中 ， 如 果 每 一 个 不 在 集合 SSEV(G) 中 的 顶点 有 一 个 属于 S 的 相 邻 顶点 ， 
MN SGEV(G) 是 一 个 支配 集 . 支配 数 7X(G) 是 G 中 支配 集 大 小 的 最 小 值 . 

3.1.27 例 下 面 的 图 G 中 ， 园 环 标记 的 是 大 小 为 4 的 一 个 极 小 支配 集 ， 方 格 标记 的 是 一 个 大 


小 为 3 的 最 小 支配 集 ， 故 Y(G) 二 3. 
PN. 3 


Berge[1962] 引 进 支配 集 的 概念 ，Ore[1962] 定 义 这 一 术语 ， 符 号 7Y(G) 出 现在 早期 的 一 篇 
综述 中 (Cockayne-Hedetniemi[1977]). 专著 (Haynes-Hedetniemi-Slater[ 1998]) 专 门 讨论 支配 集 
及 其 变形 . 

3.1.28 例 种 盖 硕 点 集 所 需 星 形 的 个 数 可 以 少 于 覆盖 边 集 所 需 星 形 个 数 . 如 果 图 G 没有 孤立 
顶点 ， 则 每 个 顶点 覆盖 就 是 一 个 支配 集 ， 于 是 Y(OGO TG. 但 这 两 个 参数 的 差 可 以 很 大 : YOGO — 
1, ROK)=n—1. L| 

如 果 把 支配 集 问题 作为 极 值 问题 来 研究 ， 则 通常 借助 于 图 的 其 他 参数 (例如 阶 和 最 小 度 ) 以 便 获 
得 支配 数 的 上 界 和 下 界 一 个 度 为 的 顶点 支配 它 本 身 和 个 其 他 顶点 ;因此 ，k- 正 则 图 G 中 的 每 
个 支配 集 的 大 小 至 少 是 a(G)/(k 十 1); 在 最 小 度 为 的 任意 一 个 图 中 ， 贪心 算法 可 以 产生 一 个 支配 
集 ， 其 大 小 不 比 上 述 值 大 很 多 . 

3.1.29 定义 ”在 一 个 图 中 ， 顶 点 的 闭 邻 域 N[v] 指 的 是 N(v)U{v). 这 是 由 支配 的 顶点 构 
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成 的 集合 ， 
3.1.30 定理 (Arnautov[1974]j，Payan[1975]) ”最 小 度 为 上 的 n- 顶 点 的 图 有 一 个 大 小 至 多 为 


1+ +1) 
“eel 的 支配 集 . 
证 明 (Alon[1990]) 4 G 是 一 个 最 小 度 为 的 图 . AE SCVO, FU 是 未 被 S 中 的 顶点 支 
配 的 顶点 构成 的 集合 . 我 们 断言 ，S 之 外 有 某 个 顶点 y， 它 至 少 支配 UU HH LU | Ge Dm TUR LU 
中 每 个 顶点 至 少 有 个 相 邻 顶点 , DD | N Go] | > |U|(k+ D .G 中 每 个 顶点 至 多 有 史 PHB 
点 ， 故 它 被 这 | U | 个 集合 至 多 计数 "次 .因此 ， 必 有 某 个 顶点 y 在 求 和 过 程 中 至 少 出 现 
JU] e+ 1 加 次 ， 因 此 断言 成 立 . 
我 们 通过 迭代 来 选择 一 个 顶点 ， 它 能 够 尽 可 能 多 地 支配 那些 剩 下 的 仍 未 受 支配 的 顶点 上面 已 
经 证 明 ， 如 果 剩 下 的 未 受 控制 顶点 有 7 个 ， 接 下 来 再 选择 一 个 支配 点 后 ， 最 多 还 剩 下 r(1 一 
CED / MAAR ACT. tn ED 步 后 ， 利 用 不 等 式 m p< er MILLET AE XE 


配 的 顶点 至 多 为 


n 


ENTE Jones 
2(1- 527) < ne =H 
1+ Ine + 


已 经 选 出 的 顶点 和 所 有 剩 下 的 未 受 支 配 的 顶点 一 起 形成 一 个 支配 集 ， 其 大 小 至 多 为 n 一 于 了 


a 

3.1.31 注 记 定理 8.5. 10 用 一 个 概率 方法 也 证 明了 这 个 界限 . Caro -Yuster-West[ 2000 ] iE 8 
了 ， 对 非常 大 的 & 值 ， 可 以 得 到 一 个 支配 集 ， 它 具有 诱导 连通 子 图 的 附属 性 质 ， 它 的 大 小 渐 近 等 于 
上 面 的 值 . Alon[1990] 用 概率 方法 证 明 : 当 A 非 常 大 时 ， 这 个 界限 是 渐 近 意义 下 最 优 的 . 

对 较 小 的 上 值 ， 确 切 的 界限 仍然 是 值得 研究 的 . 在 连通 A, 000072 MMT YCO 
2n/5(McCuaig-Shepherd[ 1989], 但 有 7? 个 较 小 的 例外 )， 而 OCG) >3 蕴涵 了 Y (G2 <3n/8(Reed 
[1996]). 习题 53 要 求 分 别 给 出 达到 这 两 个 界限 的 构造 . 

人 们 还 对 支配 集 的 许多 变形 进行 了 研究 . 比如 ， 在 例 3. 1. 25 中 ， 我 们 可 能 还 要 求 各 个 发 射 机 
能 够 相互 通信 ， 这 就 要 求 它们 诱导 出 一 个 连通 子 图 . 

3.1.32 定 义 图 G 的 一 个 支配 集 S 是 

一 个 连通 支配 集 ， 如 果 C[S] 是 连通 的 . 

一 个 独立 支配 集 ， 如 果 G[S] 是 独立 的 . 

一 个 整 支配 集 ， 如 果 G[S] 没 有 孤立 顶点 . 

每 一 种 变形 在 原来 基础 上 增加 一 个 约束 条 件 ， 于 是 这 几 类 支配 集 的 大 小 至 少 是 7Y(G). 习题 
54~60 讨论 了 这 几 种 变形 . 研究 独立 支配 集 相当 于 研究 极 大 独立 集 . 这 就 导出 有 关 无 爪 形 图 的 一 个 
很 好 的 结果 . 

3.1.33 引 理 ”一 个 图 中 的 某 个 项 点 集 是 一 个 独立 支配 集 当 且 仅 当 它 是 一 个 极 大 和 独立 集 

ER 在 所 有 独立 集中 ，S 是 极 大 的 当 且 仅 当 每 一 个 不 在 S 中 的 项 点 有 一 个 相 邻 顶点 属于 S， 
这 也 是 S 成 为 支配 集 的 条 件 . " 

3.1.34 定理 (Allan-Laskar[1978]) 每 一 个 无 乐 形 的 图 有 一 个 大 小 为 YX(G) 的 独立 支配 集 

证 明 令 S 是 无 乐 形 图 G 的 一 个 最 小 支配 集 ， 且 S' 是 S 的 极 大 独立 子 集 . 令 T=V(G) 一 RCR 
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是 由 S "支配 的 顶点 的 集合 NCSOUSO TUE T f — T REX ETE. 

因为 T' 不 包含 S "的 相 邻 顶点 ， 因 此 SUT RATH. 由 于 S 是 S 的 极 大 独立 子 集 ，S 一 S 中 
的 每 个 顶点 在 S 中 有 相 邻 的 顶点 . DEOR. THT. 因此 ，S'UT“ 是 一 个 支配 集 . 

下 面 只 需 证 明 | SUT | «xG. 由 于 S 一 S 中 的 每 个 顶点 在 S 中 有 相 邻 顶点 ， 每 个 这 样 的 
顶点 在 T“ 中 至 多 有 一 个 相 邻 顶点 ，S'UT“ 是 独立 的 且 G 是 无 爪 形 图 . 由 于 S 是 支配 集 ， 故 T "中 
的 每 个 顶点 在 S 一 S' 中 至 少 有 一 个 相 邻 顶点 . KA, |T| < S-S | ， 这 即 得 到 | SUT |S 
ISI -x(. 


习题 


3.1. 


ee 


1 


CES» S 


(一 ) 为 下 面 的 每 个 图 找 出 一 个 最 大 匹配 . 通过 给 出 对 偶 问 题 (最 小 顶点 覆盖 ) 的 优化 解 来 证 
明 所 找 出 的 是 一 个 最 大 匹配 . 说明 为 什么 这 能 证 明 匹 配 是 最 优 的 . 


A DI XXX 


(一 ) 在 环 C, 中 ， 确 定 极 大 匹配 边 数 的 最 小 值 

(一 ) 在 图 G 中 ，S 是 由 被 匹配 M 温润 的 那些 点 构成 的 集合 证 明 某 个 最 大 匹配 也 能 浸润 
整个 S. 这 个 命题 是 否 对 所 有 的 最 大 匹配 都 是 正确 的 ? 

(一 ) 对 参数 a、a po 人 分 别 表述 各 参数 为 1 的 简单 图 的 特征 . 

(一 ) 证 明 : a(G) > 2 EL q 对 所 有 的 图 均 成 立 . 

(一 ) 令 工 是 一 棵 有 n 个 顶点 的 树 , 上 为 中 独立 集 大 小 的 最 大 值 . 用 m HK RA a! CD. 
(一 ) 利 用 推论 3. 1. 24, 证 明 : 图 G 是 二 部 图 当 且 仅 当 对 G 的 任意 不 含 孤立 项 点 的 子 图 万 有 
a(H)=8'(H). 


(4) 证 明 或 否定 : 每 棵 树 至 多 有 一 个 完美 匹配 . 
(DEH: 图 G 中 每 个 极 大 匹配 至 少 有 a! (G)/2 条 边 . 
设 M 和 N 是 图 G 的 两 个 匹配 ，| MI > INT. 证 明 : 存在 匹配 M' 和 NEI |M | = | MI 
一 ]，| N | = | N | 十 1, 而 且 M' 和 NN' 的 并 集 和 交集 (作为 边 集 ) 等 于 MA N 的 并 集 和 交集 . 
令 C 和 C' 是 图 G 中 的 两 个 环 . 证 明 : CAC OUR BET TH . 
令 G 是 围 长 为 的 图 ，C 和 C 是 其 中 长 度 为 的 两 个 环 . 证 明 : CAC' 是 一 个 环 当 且 仅 当 
CNC' 是 一 条 非 平凡 的 路 径 . (Jiang[2001]) 
设 M 和 M' 是 X,Y 一 二 部 图 G 中 的 两 个 匹配 ,假定 MBIRSCX. 而 M “浸润 TSY' 证 
8). G 中 有 一 个 匹配 温润 SUT. 如 下 所 示 ， 粗 线 边 表示 M， 细 线 边 表示 M. 我 们 从 两 个 
匹配 中 分 别 选 出 一 条 边 就 可 以 浸润 SU 工 

s 


XX 


T T 


匹配 和 因子 93 


s 


.15 


.20 


.21 


.22 


. 23 


. 24 


.1.14 4 G$ Petersen 图 . 在 例 7.1.9 中 ,通过 案例 分 析 证 明 : WR MEG 的 一 个 完美 匹配 ， 


WA G 一 M=C; 十 Cs. 现在 假设 这 个 结论 成 立 . 

a HEU). G 的 每 条 边 属于 4 个 5- 环 ， 并 计算 G 中 5- 环 的 个 数 . 

b) 确 定 G 中 完美 匹配 的 个 数 . 

a) E22, 证 明 : 对 Qe 的 任意 完美 匹配 M 和 任意 位 标 iE [A], M 中 有 偶数 条 边 的 端点 在 
第 i 位 标 上 是 不 同 的 

b) 利 用 (a) 的 结论 来 计算 Qs 中 完美 匹配 的 个 数 . 

对 R2. RED Q 至 少 有 2 人 “个 完美 匹配 . 

在 Qt 中 ， 令 每 个 顶点 的 权 值 为 该 顶点 的 标签 中 1 的 个 数 . 证 明 : 在 Qt 的 每 个 完美 匹配 


中 ， 当 0<i<h 一 1 时 ， 从 权 表 示 的 顶点 到 权 什 表 示 的 顶点 的 匹配 的 边 共有 (Ya. 
i 


(9 两 个 人 在 一 个 图 上 进行 游戏 ， 轮 流 选择 不 同 的 顶点 .游戏 者 1 开始 可 以 选任 意 一 个 项 
点 .每 次 相继 的 选择 必须 与 对 手 上 次 的 选择 邻接 . 因此 ， 两 人 选取 的 顶点 最 终 形成 一 条 路 
B. 选 最 后 一 个 顶点 的 人 获胜 - EH: 如 果 图 G 有 一 个 完美 匹配 ， 则 第 二 个 人 有 一 个 必 胜 
策略 ;否则 ， 第 一 个 人 有 一 个 获胜 的 策略 (提示 ， 对 于 结论 的 后 半 部 分 ， 第 一 个 人 应 该 从 
某 个 最 大 匹配 遗漏 的 顶点 开始 )。 

(D 令 4= [Ais ims As LEER Y 的 子 集 族 LA 的 一 个 相 异 代表 系 (SDR) 是 Y 中 一 些 满足 
a, € A RETR a s an 构成 的 一 个 集合 , 证明: 4 有 一 个 SDR LOU | U Ai] > 


|S| XHEXE SC, m. mir. (提示 : 将 该 问题 转化 为 图 论 问题 ) 

-个 社团 的 成 员 正 排 苏 假 的 度假 计划 ， 有 旅行 项 目 4 ，…， 心 可 供 选择 ， 但 参加 4 的 
人 以 ci 为 限 . 每 人 有 若 十 个 喜好 的 项 目 但 是 至 多 只 能 选择 一 个 .推导 出 一 个 充 要 条 件 ， 使 
得 (在 限制 条 件 下 ) 能 够 为 各 个 成 员 安排 其 喜欢 的 项 目 . 

(DD) 令 G 是 一 个 X,Y- 二 部 图 ， 其 中 只 要 多 取 SCX,， 就 有 | N(S) | > ISI. WEH: Gi 
每 条 边 均 属于 某 个 浸润 X 的 匹配 . 

证 明 ， 二 部 图 G 有 一 个 完美 匹配 当 且 仅 当 | N(S) | > | S| 对 任意 SCV Rr. 给 出 一 
族 无 穷 的 反例 ， 说 明 这 一 结论 不 是 对 所 有 的 图 都 成 立 . 

(+) Hall 定理 的 另 一 个 证 明 . 考虑 一 个 X， 六 二 部 图 G， 假 设 它 对 任意 SEX 有 | NCS) | > 

1 S|. 对 | X 1 用 归纳 法 证 明 G 有 一 个 浸润 X 的 匹配 (提示 : 首先 ， 对 X 的 每 个 非 空 真子 
MES, 考虑 | NCS) | > | S| 的 情况 . 当 此 条 件 不 满足 时 ， 考 虑 满足 | NCD | = |T| 的 
非 空子 集 TEX). CM. Hall[1948]，Halmos-Vaughan[1950]) 

(1 置换 矩阵 是 一 个 0-1 和 矩阵， 其 中 每 行 、 每 列 仅 有 一 个 1. 证明: 具有 非 负 整数 元 素 的 
一 个 方 阵 可 以 表示 成 上 个 置换 矩阵 的 和 ， 当 且 仅 当 其 各 行 元 素 之 和 以 及 各 列 元 素 之 和 均 

Wk. 

CD MPRA Q 是 一 个 非 负 实数 矩阵 ， 其 中 每 行 、 每 列 的 元 素 之 和 均 是 1. WEH: Q He 
够 表示 成 Q 一 ci Pi 十 … 十 cmPm， 其 中 cl，…，cm 是 和 为 1 AR HIER, Pis ery P 是 
置换 矩阵 . 例如 ， 

1/2 1/3 " : | 


0 1/6 5/6 
1/2 y2 0 


[i19] 
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3.1.26 


.31 


io 


(提示 : 对 Q 中 非 0 元 素 的 个 数 用 归纳 法 . (Birkhoff[ 1946], von Neumann[1953]) 

《40) 一 副 mX n 张 的 牌 分 为 n 种 花色 ， 每 种 花色 有 m 张 不 同 面值 的 牌 . 这 些 牌 可 以 排 成 一 

NX mij88pe . 

a) 证 明 : 有 着 张 面值 不 同 的 牌 分 别 位 于 该 矩阵 的 每 一 列 中 . 

b) 利 用 (a) 的 结论 证 明 : 通过 一 系列 操作 ， 每 次 操作 将 两 张 面值 相同 的 牌 交换 位 置 ， 最 终 
可 以 使 得 这 些 牌 的 每 一 列 均 由 n 张 花色 不 同 的 牌 构成 . (Enchev[1994]) 

(1) 推 广 的 井 字 棋 .一 个 占 位 对 策 游戏 由 位 置 集 合 X 一 zi ，…，z 和 一 族 胜利 位 置 集 

Wis ts Win 组 成 ， 每 个 胜利 位 置 集 W: 是 一 个 由 一 些 位 置 构成 的 集合 ( 井 字 棋 有 9 个 位 

置 和 8 个 胜利 位 置 集 ). 两 个 游戏 者 轮流 选取 位 置 ， 先 选 得 一 个 胜利 位 置 集 的 游戏 者 获胜 . 

假定 每 个 胜利 位 置 集 至 少 有 wa 个 位 置 ， 每 个 位 置 至 多 出 现在 个 胜利 位 置 集 中 (在 井 字 游 

RP, a=3, b=4). VE]. 如 果 a 宇 25， 游 戏 者 2 总 有 一 个 取得 和 局 的 策略 (提示 ;形成 一 

个 X，Y- 二 部 图 G， 其 中 Y= (wis s wm) Uiw, 1s und). FARE zi € W; MAW 

ziw Marw. 游戏 者 2 如 何 利用 G 中 的 一 个 匹配 呢 ? TE: 这 个 结果 说 明 ， 只 要 边 数 足够 

大 ， 游 戏 者 2 在 d- 维 的 井 字 游 戏 中 就 必 有 一 个 保证 平局 的 策略 . ) 

(1 在 下 图 中 ， 给 出 一 个 完美 匹配 或 者 简要 证 明 它 没有 完美 匹配 . 


(1) 利 用 Konig-Egervary 定理 ， 证 明 任 意 二 部 图 G 有 一 个 大 小 至 少 为 e(G)/A(G) 的 匹配 ,由 
SEMI. Knn DK FR Dn 的 每 一 个 子 图 必 有 一 个 大 小 至 少 为 的 匹配 
(1 确定 简单 二 部 图 的 最 大 边 数 ， 使 得 它 既 没有 A 条 边 的 匹配 也 没有 具有 2 条 边 的 星 形 ， 
(Isaak) 
CD HI Konig-Egervary 定理 证 明 Hall 定理 
(0 在 X，Y- 二 部 图 G 中， 集合 S 的 缺失 是 指 def(S)= | S| — | NCS) | . TERE, def QW) = 
0. EH: a (OS |X| 一 maxdef(S)( 提 示 : 构造 一 个 二 部 图 G， 使 得 G 有 一 个 浸润 X 的 
匹配 当 且 仅 当 G 有 一 个 大 小 满足 要 求 的 匹配 ， 并 证 明 GWE Hall 条 件 ). (Ore[1955]) 
(1) 用 习题 3. 1. 32 证 明 Konig-Egervary 定理 (提示 : 从 具有 最 大 缺失 的 集合 获取 一 个 匹配 
和 同样 大 小 的 顶点 覆盖 ). 
(DIE G 是 一 个 没有 孤立 顶点 的 X，Y- 二 部 图 ， 并 像 习 题 3. 1. 32 中 一 样 定义 缺失 .证明 :Hall 
条 件 在 浸润 X 的 一 个 匹配 上 得 以 满足 当 且 仅 当 Y 的 任意 子 集 的 缺失 至 多 为 |Y| 一 |X I 
设 G 是 一 个 X，Y- 二 部 图 . EH: GRA+DK: 无 美的， 当 且 仅 当 每 个 SCX 均 有 一 个 
大 小 至 多 为 的 子 集 使 其 邻 域 为 N(S). CLiu-Zhou[ 1997 ]) 
m 
2 


设 是 一 个 X，Y- 二 部 图 ， 它 有 一 个 温润 的 匹配 . 令 m= | X | ER: G 至 多 有 (”) 


类 仆 于 五 子 棋 . HHE 
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.43 


«44 


.45 


条 边 不 属于 任何 大 小 为 m 的 匹配 . 构造 例子 来 表明 ， 这 个 上 界 对 任意 m 值 是 最 优 的 . 
(十 ) 设 G 是 一 个 X,Y- 二 部 图 ， 它 有 一 个 浸润 六 的 匹配 . 
DeSHTIREXIMTSEEÓSINSI-ISITINTDI-ITI.B: | NSO0DI- 
ISNTI. 
DEH: X 中 有 某 个 顶点 zx 使 得 任意 关联 到 的 边 均 属 于 某 个 最 大 匹配 (提示 : 考虑 满足 
ING | = | S| 的 极 小 非 空 子 集 SX， 如 果 这 样 的 子 集 存在 的 话 ). 
《十 ) 一 个 面积 为 n 的 小 岛 上 有 n 对 已 婚 的 猎人 /农民 夫妇 . 狩猎 管理 局 把 小 岛 分 成 » 个 大 
小 相等 的 狩猎 区 域 ; 农业 管理 局 把 小 岛 分 成 个 大 小 相等 的 农业 区 域 ， 婚 姻 管 理 局 要 求 每 
对 夫妇 接受 两 块 有 重合 的 区 域 . 由 习题 3. 1. 25， 这 总 是 可 以 实现 的 . 证 明 一 个 如 下 更 强 的 
结论 : 如 果 是 奇数 ， 则 适当 安排 可 以 保证 每 对 夫妇 的 两 块 区 域 的 重 佑 部 分 面积 至 少 为 4/ 
(n 十 1)?; 如 果 n 是 偶数 ， 则 重 释 部 分 面积 可 以 至 少 为 4/[n(n 二 2)]. Hob, UE: 无 论 
怎样 安排 ,更 大 的 公共 区 域 无 法 对 每 对 夫妇 得 以 保证 . 下 面 的 例子 给 出 了 n=3 时 取得 等 
号 的 情况 (Marcus-Ree[1959]，Floyd[1990]). 


(0.5 0.25 0.25 
0.5 0.25 0.25 
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设 G 是 一 个 非 平凡 简单 图 . WEH: aC) nC) - e(G)/ACG). WE G 是 正则 的 ， 则 
a(G) n (G)/2. (P. Kwok) 

令 G 是 一 个 二 部 图 . WH: a(G) 7200/2 当 且 仅 当 G 有 一 个 完美 匹配 . 

-个 连通 的 六 顶点 图 恰 有 一 个 环 当 且 仅 当 它 愉 有)” 条 边 ( 习 题 2.1. 30). 令 G 是 一 个 恰好 有 
-个 环 C 的 非 二 部 图 . HER: a(G) 宇 [(n(G) 一 1)/2J， 且 等 号 成 立 仅 当 G 一 V(C) 有 一 个 完 
美 匹配 . 

(1) 一 个 贪心 算法 用 迭代 过 程 构造 一 个 较 大 的 独立 集 S， 它 每 次 迭代 从 剩 下 的 图 中 选择 度 
最 小 的 一 个 顶点 添加 到 S 中 ， 并 把 该 顶点 及 其 相 邻 顶点 从 图 中 删除 证 明 : 在 简单 图 G 


中 ， 该 算法 产生 的 独立 集 的 大 小 至 少 为 DY grypy (Caro[1979]，Wei[1981]) 


在 一 个 没有 孤立 顶点 的 图 中 ， 设 M 是 一 个 极 大 匹配 而 上 是 一 个 极 小 边 覆 盖 . 证 明 下 面 的 
结论 . (Norman-Rabin[ 1959]. Gallai[ 1959]) 

2) M 是 一 个 最 大 匹配 当 且 仅 当 M BPR DB EP . 

DL 是 一 个 最 小 边 覆 盖 当 且 仅 当 包含 一 个 最 大 匹配 - 

(一 ) 设 G 是 一 个 简单 图 ， 其 中 任意 个 顶点 的 度 之 和 小 于 mn 一 证 明 : 图 G 的 任意 极 大 独 
立 集 的 顶点 数 大 于 k. (Meyer[1972]) 

图 G 的 一 条 边 e 称 为 是 a- 临 界 的 ， 如 果 a(G 一 e) a(0). WE zy 和 xz 是 G 的 两 条 a- 临 界 
边 . ER: G 有 一 个 诱导 子 图 是 包括 zy 和 zz 的 一 个 奇 环 (提示 : 令 Y，Z LL E 
和 G 一 zz 的 最 大 独立 集 . 令 H=GLYAZ). 证 明 : H 的 每 个 分 支 均 有 相同 数目 的 顶点 来 自 
Y. Z 由 此 证 明 y 和 < 属于 日 的 同一 个 分 支 ). (Berge[1970]， 用 到 Markossian-Karapetian 
[1984] 中 一 个 推广 后 的 很 难 的 结果 ) 
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.46 (x 一) 表述 支配 数 为 1 的 图 的 特征 . 
Cx 一 ) 找 出 支配 数 和 顶点 覆盖 数 不 相 等 的 最 小 树 . 
,48 (* 一 ) 求 XCC) 和 7XCP,) 公 式 . 
.49 〈(*) 设 G 是 一 个 没有 孤立 点 的 图 ，S 是 G 中 的 一 个 极 小 支配 集 . 证 明 : S 是 一 个 支配 集 . 得 
出 结论 : VCG) s n(G)/2. (Ore[1962]) 
3.1.50 CX HEM, 如 果 G 是 一 个 没有 孤立 顶点 的 n- 顶 点 图 , 则 7Y(O)<n 一 8(G)<n/2. 对 SAS 
n/2， 构 造 一 个 满足 Y(G) =k 的 连通 六 顶点 图 G. 
3.1.51 (*) 设 G 是 一 个 n- 顶 点 简单 图 . 证 明 : 
Aa/ (+ACGN 1 (GG) Sn—AO). 
b)(1+diam G)/3<1(G)<n—[(diam G)/2]. 
(x* ) 证 明 ， 如果 G 的 直径 至 少 是 3， 则 G<. 
CX ) 对 所 有 的 kE N， 构 造 一 个 支配 数 为 2k 的 5k- 顶 点 连通 图 . 构造 一 个 满足 Y(G) 一 
3n(G)/8 的 3- 正 则 图 . 
.54 C ) 确 定 Petersen 图 的 支配 数 ， 找 出 其 中 的 一 个 确定 其 完全 支配 集 的 最 小 大 小 . 
3.1.55 CX ) 在 超 立 方 体 Qu 中 ， 确 定 支配 集 、 独 立 支配 集 、 连 通 支配 集 和 完全 支配 集 的 最 小 大 小 . 
.56 (x ) 存 8X8 的 棋盘 上 ， 找 到 一 种 放置 5 个 皇后 的 方法 ， 使 得 它们 能 够 攻击 所 有 方 格 中 的 
对 方 . 证 明 ， 没有 -- 种 放置 方案 能 使 这 5 个 皇后 间 不 能 互相 攻击 ( 注 : 因而 “皇后 图 "的 独 
立 支 配 数 超过 了 它 的 支配 数 ， 这 里 支配 数 是 D. 
3.1.57 (* ) 对 所 有 的 mE N(n>>4)， 构 造 一 个 支配 数 为 2 的 n- 顶 点 树 使 得 其 中 独立 支配 集 的 最 小 
大 小 为 [n/2]. 
3.1.58 CX WEB]: Ki, 无关 图 G 有 一 个 大 小 至 多 为 (r 一 2)Y(G) 一 (r 一 3)(r 之 3) 的 独立 支配 集 ( 提 
Aa. 推广 定理 3. 1. 34 中 的 论证 ). (Bollobas-Cockayne[1979]) 
3.1.59 (x*) 证 明 ， 在 阶 为 n 的 一 个 连通 图 G 中 ， 连 通 支 配 集 大 小 的 最 小 值 等 于 减 去 生成 树 中 叶 
子 的 最 大 数目 . 
3.1.60 CDR ALS, WR OCG) 三 上 的 任意 图 有 一 个 大 小 至 多 为 3n(G)/(k 十 1) 的 连通 支配 集 
(Kleitman-West[1991], Griggs-Wu[ 1992). 用 后 面 得 到 的 图 来 证 明 这 个 界 几乎 是 最 好 的 : 
将 3m 个 两 两 互 不 相交 的 团 排 成 环 状 ， 并 使 得 每 个 顶点 与 该 顶点 之 前 的 团 和 之 后 的 团 中 的 
任意 项 点 均 相 邻 . 令 各 个 团 的 大 小 分 别 为 [k/21, [6/2]. 1, [Tk/21, [6/2]. 1, on. 


3.2 算法 和 应 用 


最 大 二 部 匹配 

为 找 出 一 个 最 大 匹配 ， 我 们 反复 找 出 增 广 路 径 来 扩展 当前 的 匹配 . 在 二 部 图 中 ， 如 果 找 不 到 一 
条 增 广 路 径 ， 我 们 将 会 找到 一 个 与 当前 匹配 大 小 相同 的 顶点 覆盖 ， 由 此 证 明 当 前 的 匹配 就 是 最 大 
的 .这 给 出 了 一 个 解决 最 大 匹配 问题 的 算法 ， 同 时 也 用 算法 证 明了 Konig-Egervary 定理 

给 定 X. Y- CRAG 的 一 个 匹配 M， 从 X 的 每 个 未 被 M 浸润 的 顶点 开始 寻找 M- 增 广 路 径 . 只 
RA X 中 的 顶点 开始 寻找 M- 增 广 路 径 ， 因 为 每 条 增 广 路 径 有 奇数 条 边 因此 其 两 个 端点 分 别 在 X 和 
Y 中 . 我 们 将 同时 从 X 的 每 个 未 浸润 顶点 开始 搜索 . 从 一 个 大 小 为 0 的 匹配 开始 ， 运 行 增 广 路 径 算 
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法 a/ (G) 次 之 后 即 得 到 一 个 最 大 匹配 . 

3.2.1 算 法 ( 增 广 路 径 算法 ) 

MA: X，Y- 二 部 图 G，G 的 一 个 匹配 M，X 中 未 被 M 浸润 的 顶点 构成 的 集合 U. 

思想 : 从 U 出 发 找 出 所 有 的 M- 交 蔡 路 径 、 并 令 SOX 和 TSY 是 申 这 些 交错 路 径 抵达 过 的 顶 
A. 在 路 径 扩展 的 过 程 中 ， 若 S 中 的 顶点 已 处 理 过 ， 则 标记 它 . 且 以 后 不 再 处 理 ; 并 且 扩 展 过 程 中 
每 抵达 一 个 项 点， 就 记录 它 是 经 哪个 顶点 抵达 的 . 

MMU: S-U; T- 92. 

BR: 如 果 S 中 没有 未 标记 的 顶点 ， 则 停止 并 将 TU CX — OA M r4 AE OS Hic] it ALS VU 
配 输出 . 否则 ， 取 一 个 未 被 标记 顶点 T€ S. 处 理 r， 考 虑 满足 ry& M 的 任意 yE NCO. 如 果 y 未 被 
浸润 ， 则 终止 并 返回 一 条 从 U 抵达 y 的 M- 增 广 路 径 . 否则 ,在 M 中 y 已 经 与 某 个 顶点 wwEX 匹配 
, 在 这 种 情况 下 ， 把 y 放 入 了 中 (记录 它 是 由 工 抵达 的 )， 并 把 w 放 入 集合 S 中 (记录 它 是 由 y 抵达 
的 ). 处 理 完 所 有 与 关联 的 边 之 后 ,对 工 做 出 标记 . 然后 继续 和 迭代 . 


U 


s 
5 : 
Y SO 
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在 选 代 中 处 理 r 时 ， 可 能 会 抵达 一 个 以 前 已 抵达 过 的 顶点 y € T. 将 工作 为 路 径 上 y 的 前 颈项 
点 记录 下 来 ， 可 能 会 影响 最 后 返回 的 M- 增 广 路 径 ， 但 是 不 会 影响 这 种 增 广 路 径 的 存在 性 . 

3.2.2 定 理 在 二 部 图 上 重复 应 用 增 广 路 径 算法 将 产生 大 小 相同 的 一 个 匹配 和 一 个 顶点 禾 盖 . 

证 阴 只 需 验证 增 广 路 径 算法 产生 一 条 M- 增 广 路 径 或 一 个 大 小 为 | M | 的 顶点 蓝 盖 ， 若 算法 
产生 一 条 M- 增 广 路 径 ， 则 得 证 . 否则 ， 算 法 终止 时 ， 标 记 了 S 中 的 所 有 项 点 并 将 Q=TU(CX 一 S) 
作为 大 小 | M | 的 项 点数 盖 返回 . 我 们 必须 证 明 Q 是 一 个 了 盖 且 大 小 为 | M | . 

为 证 明 Q 是 一 个 顶点 获 盖 ， 只 需 证 明 不 存在 边 连接 S 和 一 工 的 顶点 即 可 . 从 局 出 发 的 M- 交 
错 路 径 只 能 通过 M 中 的 一 条 边 进入 X. Wie, S-U 的 任意 项 点 x 必然 由 M 与 了 中 的 顶点 匹配 ， 并 
且 S 和 Y 一 全 间 没有 属于 M 的 边 . 另外 ，M 之 外 也 不 可 能 有 介 于 S 和 Y 一 本 之 间 的 边 . 下 面 进一步 
表明 它们 之 间 没有 边 存在 . 当 一 条 路 径 抵 达 zE S 后 ， 它 可 以 沿 着 任何 一 条 不 在 M 中 的 边 继 续 扩 
展 ， 处 理 z+ 时 把 zx 的 所 有 其 他 相 邻 顶点 添加 到 T 中 . 由 于 算法 终止 前 已 标记 了 S 的 所 有 项 点 ， 故 关 
联 到 S 的 所 有 边 也 都 关联 到 T. 

现在 ,研究 Q 的 大 小 . 算法 仅 将 被 浸润 的 顶点 放 入 TPs 工 中 每 个 项 点 通过 M 与 S 中 的 一 个 
顶点 匹配 . 由 于 US S， 央 此 X—S 的 每 个 顶点 也 均 是 被 浸润 的 顶点 . M 中 与 X 一 S 关联 的 边 不 涉及 
了 中 的 项 点， 这 与 浸润 工 的 边 是 不 同 的 ， 所 以 M 至 少 有 | X 一 S1 十 1T| 条 边 . 因为 任何 匹 
配 均 不 能 大 于 这 个 顶点 种 盖 , 故 有 | MI = 1X-SI+1TI=191. a 

除了 算法 的 正确 性 之 外 ， 我 们 还 关心 算法 所 用 的 时 间 ( 计 算 步 数 的 多 少 ). 我 们 用 输入 规模 的 函 
数 来 度量 算法 的 时 间 . 对 于 图 问题 ， 通 常用 图 的 阶 a(G) 或 大 小 e(G) 来 表示 输入 的 规模 . 

3.2.3 定 义 一 个 算法 的 运行 时 间 是 其 使 用 的 最 大 计算 步 数 ， 用 输入 规模 大 小 的 一 个 函数 来 表 
示 . 一 个 好 算法 是 运行 时 间 为 多 项 式 的 算法 . 

运行 时 间 通 常 表示 为 "OC/)”， 其 中 了 是 输入 规模 大 小 的 函数 . 0() 表 示 一 系列 函数 g 的 集合 ， 
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当 工 相当 大 时 ，| eC) | 被 | FO | 的 某 个 常数 倍数 所 限定 ( 即 存在 常数 c 和 a, 使 得 | eG | < 
cl fG | 对 | x | 之 a 恒 成 立 ). 

1 至 4 章 中 讨论 的 很 多 问题 都 有 好 算法 . 复杂 人 性 的 其 他 概念 (附录 B) 还 不 会 给 我 们 造成 麻烦 ， 
因此 不 涉及 . 因为 我 们 不 知道 在 特定 的 机 器 上 执行 一 个 特定 操作 需要 多 长 时 间 ， 所 以 运行 时 间 中 的 
常数 因子 的 意义 不 大 . 所 以 ,“ 大 0" 符号 非常 方便 . 如 果 了 是 一 个 二 次 多 项 式 ， 则 我 们 用 On 
BE O( 由 来 表示 一 个 最 多 以 的 二 阶 形 式 增长 的 函数 . 

3.2.4 注 记 设 G 是 有 n 个 顶点 和 wm 条 边 的 一 个 X,Y- 二 部 图 . 由 于 a(G) 志 n/2， 找 出 G 的 一 
个 最 大 匹配 需 运行 算法 3. 2. 1 至 多 n/2 次 . 每 次 运行 算法 3.2. 1 时 ， 处 理 X 的 一 个 顶点， 而 且 仅 在 
该 顶点 被 标记 之 前 进行 这 一 次 处 理 ; 因此 ， 算 法 对 每 条 边 也 最 多 考虑 一 次 . 如 果 处 理 一 条 边 的 时 间 
不 超过 某 个 常数 ， 则 算法 找 出 一 个 最 大 匹配 的 时 间 是 O(mn). 定理 3. 2. 22 给 出 了 一 个 更 快 的 算法 ， 
其 运行 时 间 为 O(m Jind. 3. 3 节 讨论 在 一 般 图 中 找 出 最 大 匹配 的 好 算法 . L] 


加 权 二 部 匹配 

将 我 们 的 结果 推广 到 加 权 的 X，Y- 二 部 图 ， 即 是 找 出 总 权 值 最 大 的 一 个 匹配 . 如 果 我 们 处 理 的 
图 不 是 K,.»， 则 插入 原本 没有 的 边 并 赋予 权 值 0. 这 些 边 不 会 影响 我 们 得 到 的 匹配 的 总 权 值 所 以 
我 们 假定 所 处 理 的 图 是 Kenn 

央 为 我 们 认为 各 边 均 有 非 负 权 值 ， 故 必 有 某 个 权 值 最 大 的 匹配 是 完美 匹配 ， 央 而 我 们 寻找 完美 
匹配 . 我 们 解决 最 大 权 值 匹配 问题 及 其 对 偶 问 题 . 

3.2.5 例 (加权 二 部 匹配 及 其 对 偶 ) ”一 个 农业 公司 有 ?个 农场 和 ?个 加 工厂 ， 各 农场 生产 的 玉 
米 均 达到 了 一 个 加 工厂 的 加 工 能 力 . 将 农场 i 生产 的 玉米 送 到 加 工厂 j 加 工 获得 的 利润 是 wi.;. 对 
部 集 为 X={zi，…，xz} 和 Y={y，…，w)} 的 二 部 图 ,在 每 条 边 ziyj 上 赋予 权 值 ww;.; ， 这 样 得 到 

个 加 权 的 二 部 图 . 农业 公司 希望 选择 一 些 边 形成 一 个 匹配 ， 使 得 总 利润 最 大 . 

政府 宣布 玉米 生产 过 量 ， 因 此 决定 补贴 农业 公司 使 其 不 再 生产 玉米 . 如 果农 业 公司 不 再 使 用 农 
场 i， 则 政府 给 于 补贴 ws 如 果农 业 公司 不 再 使 用 加 工厂 )， 则 政府 给 于 补贴 vj. MUR ui +u < 
auj， 则 农业 公司 使 用 边 ziy; 所 获得 的 收益 比 政府 提供 补贴 总 量 高 .为 使 得 所 有 生产 停止 ， 政 府 支付 
的 补贴 必须 对 所 有 i，j 满足 u Hyw 同时 ， 政 府 希望 找 出 一 个 补贴 方案 使 得 ui 十 忆 v 达到 最 
小 值 . a 

3.2.6 定 义 nX n KH — AR RABE ER—-PARGA n MEK. 找 出 和 最 大 的 
一 个 截断 即 是 一 个 分 配 问题 . 这 是 用 短 阵 形式 表述 的 最 大 权 值 匹配 问题 ， 即 将 非 负 权 值 wiy 分 配给 
Kww 的 边 riyj， 并 找 出 一 个 完美 匹配 M 使 得 zw(M) 达 到 最 大 . 

给 定 所 有 边 上 的 权 值 ， 一 个 (加 权 )} 覆 盖 就 是 对 标记 zl ，…，un 和 vi，*…，vn 的 适当 选择 使 得 
i 十 由宇 wij 对 任意 i，j 成 立 . MAC VARB clu, vd HRD Ut Euj. 最 小 加 权 材 盖 问 题 就 
是 找 出 代价 最 小 的 一 个 覆盖 . 

为 了 找 出 权 值 最 小 的 一 个 完美 匹配 ， 可 以 选取 某 个 很 大 的 数 M， 然 后 将 每 个 权 值 w, 用 M 一 
ui 代替， 再 从 修改 后 的 加 权 图 中 找 出 一 个 最 大 权 值 匹配 - 

3.2.7 引 理 (加 权 匹 配 问题 和 加 权 和 覆盖 问题 的 对 偶 性 ) 对 于 加 权 二 部 图 G 的 一 个 完美 匹配 M 和 
BB EQ. v, A clu, VWM), B cQ v) — wOM) SARS MÈ hA R uito = wi 的 边 
cay; 组 成 的 .在 这 种 情况 下 ，M 和 (u， 忆 都 是 最 优 的 . 

证 阴 因为 M 温润 每 个 顶点 ， 因 此 对 任意 覆盖 (uw，v)， 在 M (OSA IL ERR use jm wo 
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AB clu, TOM. MA., WR c(u，v) 二 w(M)， 则 求 和 涉及 的 个 不 等 式 中 所 有 等 式 必须 成 
立 . 最 后 ， 由 于 c(u，v) 宇 w(M) 对 任意 匹配 和 任意 覆盖 均 成 立 ， 故 c(u，v) 三 w(M) 就 表明 既 没有 


KF clu，v) 的 匹配 ,也 没有 小 于 wM) fy Lae . 
一 个 匹配 和 一 个 蓝 盖 有 相同 的 值 ， 仅 当 该 匹配 的 所 有 边 均 在 不 等 式 中 等 号 成 立 的 情况 下 被 黎 盖 . 
由 此 得 到 一 个 算法 . 


3.2.8 定义 ”加 权 和 覆盖 (u，v) 的 相等 子 图 G。,。 是 K,.n 的 一 个 生成 子 图 ， 它 的 边 是 满足 Wi 十 vj 一 
wwiij 的 所 有 顶点 对 了 ;，yj. 在 这 个 履 盖 中 ，i，j 的 差额 是 ui 十 vj 一 wi.j. 

WMR G6,。 有 一 个 完美 匹配 ， 则 其 权 值 是 也 ui 十 部 v;， 由 引 理 3. 2. 7 可 知 它 即 是 一 个 优化 解 ， 否 
则 ，( 通 过 任 一 种 方法 ， 例 如 增 广 路 径 算法 ) 在 G。,, 中 找 出 有 相同 大 小 的 一 个 匹配 M A BUSCE 
HQ. 令 R=QNX，T=QNY. 如 下 所 示 ， 图 中 大 小 为 | Q | 的 匹配 由 |R] RA RE Y-T HAA 
ITI RA TE XR HHR 

为 了 在 相等 子 图 中 找到 一 个 更 大 的 匹配 ， 在 保持 M 中 所 有 边 上 的 相等 关系 均 成 立 的 条 件 下 ， 
引进 从 一 R 到 Y 一 T 的 一 条 边 来 对 艇 盖 (u，v) 进 行 修改 . 连接 XR 和 Y 一 本 的 边 均 不 在 G6.v 中 ， 
且 这 些 边 上 的 差额 均 为 正 ; ee 是 这 些 边 上 差额 的 最 小 值 . 对 任意 xz; EX 一 R， 从 ui We. IAR 
作 使 得 相关 边 上 的 米 盖 条 件 仍 成 立 ， 同 时 使 得 相等 子 图 至 少 增加 了 一 条 边 . 为 使 得 从 XX 一 R 到 了 的 
边 的 禾 盖 条 件 仍 保持 成 立 ， 需 对 每 个 yj € T Ee 加 到 wv; E. 

对 新 的 相等 子 图 重复 上 述 过 程 ， 最 终 获得 一 个 禾 盖 ， 它 的 相等 子 图 有 一 个 完美 苞 配 .Kuhn 把 
由 此 得 到 的 算法 称 为 匈牙利 算法 ， 以 纪念 Konig 和 Egervary 所 做 的 一 些 工作 ， 这 些 工 作 正 是 匈牙利 
算法 的 基础 , 


3.2.9 Wik C4 T LUE Kuhn[1955], Munkres[ 1957 ]) 

输入 : 由 Ku 的 所 有 边 的 权 值 构成 的 矩阵 ， 其 中 Ks. 的 二 部 剖 分 为 X，Y. 

思想 : RIEN ERE ME CH. os IRIURE T IH G。., 有 一 个 完美 匹配 

初始 化 : (s. OE TM RES HEAD wi = max(w.j] fil v, —0. 

BR: 在 Gus 中 找 出 一 个 最 大 匹配 M. 如 果 M 是 一 个 完美 匹配 ， 停 止 并 将 M 作为 最 大 权 值 号 
配 返 回 . 否则 ,， 令 Q 是 Gu 中 大 小 为 | M | 的 一 个 顶点 覆盖 . 设 R=QNX， T=QNY. 4 

e = min{uit vj — wij 201 € X - Ry; € Y- T). 

X n€X-R. Au Wc: X y € T, 把 e 加 到 v; 上. 形成 一 个 新 的 相等 子 图 ， 重 复 操 作 . a 

我 们 给 出 了 一 个 用 于 二 部 图 的 算法 ， 但 是 将 中 间 过 程 中 不 断 变化 的 相等 子 图 都 画 出 来 是 繁琐 笨 
M. 因此 ,我 们 用 矩阵 来 表述 计算 过 程 . 由 原始 的 权 值 构成 矩阵 A, 其 中 位 置 i，j 的 元 素 是 权 值 
wj. 我 们 将 顶点 和 标签 (x， 了 与 矩阵 的 行 和 列 关联 起 来 ， 即将 X 和 了 分别 看 作 和 矩阵 的 行 和 列 . 从 
uj + vj WAS wy 得 到 相应 的 差额 矩阵 cy Sui v; wi 相等 子 图 的 边 对 应 于 差额 矩阵 中 的 0 元 素 . 

3.2.10 例 (分 配 问题 的 求解 ) 下 面 的 第 一 个 矩阵 是 权 值 拭 阵 ， 其 余 和 矩阵 表示 一 个 落 盖 及 其 相 
应 的 差额 矩阵 . 在 差额 矩阵 中 ， 把 与 Go,。 的 一 个 最 大 匹配 M 对 应 的 那些 项 (矩阵 的 元 素 ) 用 下 划 线 
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标记 ， 最 大 匹配 M (ih te ADE FP TARR A «3X HE. INRA BA 
制 相等 子 图 不 是 必须 的 ). 在 差额 矩阵 中 ， 仅 从 每 行 每 列 中 取 一 个 0 构成 一 个 集合 ， 它 即 对 应 于 
Gu.v 的 一 个 匹配 ;这样 个 集合 也 称 为 部 分 截断 . 

差额 矩阵 中 包含 0 元 素 的 一 些 行 和 列 构成 的 集合 是 覆盖 集 ;， 这 也 对 应 于 Guo UT URBES . 
规模 小 于 的 覆盖 集 更 接近 于 问题 的 解 ， 因 为 下 一 个 权 值 覆盖 的 代价 会 更 小 ,我们 研究 差额 矩阵 中 
的 0 元 素 ， 找 出 一 个 部 分 截断 和 一 个 同样 大 小 的 覆盖 集 . 在 较 小 的 矩阵 中 ， 通 过 日 测 即 可 完成 上 述 
Iff. 

我 们 将 部 分 截断 对 应 的 0 元 素 用 下 划 线 标记 出 来 ， 用 尺 和 T 分 别 标记 覆盖 集中 的 行 和 列 . 在 每 
次 迭代 中 ,计算 未 被 答 盖 的 行 或 列 (X 一 R 对 应 的 行 和 Y 一 本 对 应 的 列 ) 中 的 最 小 差额 . BOSE ERE 
盖 的 位 置 上 均 有 正 的 差额 (因为 相应 的 边 不 在 相等 子 图 中 ). 算法 3. 2. 9 中 定义 的 就 是 这 些 差额 中 
的 最 小 值 . 我 们 将 不 属于 RR 的 行 的 标签 u, 减 去 se. 将 属于 本 的 列 的 标签 v; WN e 

在 下 面 的 例子 中 ， 第 一 次 迁 代 使 用 的 覆盖 集 减 小 了 获 盖 的 代价 ， 但 是 没有 使 相等 子 图 中 的 最 大 
匹配 增 大 . 第 二 次 和 迭代 产生 了 一 个 完美 号 配 . 如 果 第 一 次 迭代 使 用 最 后 3 列 作为 畴 盖 集 ， 将 使 得 最 
大 匹配 立即 增 大 . 

最 让 i. 0 元 素 构成 的 截断 确定 了 一 个 完美 匹配 ， 其 总 权 值 等 于 最 后 所 得 狠 盖 的 
代价 .该 完美 匹配 对 应 的 边 在 原始 数据 中 的 权 值 是 5、4、6、8、8， 和 为 31. 最 后 所 得 覆盖 的 标签 
4、5、7、4、6 和 0、0、2、2、1 恰 好 满足 每 条 边 上 的 覆盖 条 件 。 和 也 是 31. 最 优 解 的 值 是 叭 -的 ， 
但 最 优 解 本 身 并 不 唯一 . 这 个 例子 有 很 多 最 大 权 值 匹配 和 许多 最 小 代价 斤 盖 ,但 它们 的 总 权 值 都 


是 31. 
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3.2.11 定理 勾 牙 利 算法 找到 一 个 最 大 权 值 匹配 和 最 小 代价 覆盖 . 

证 明 算法 以 一 个 萎 盖 开始 ， 并 且 仅 当 相等 子 图 有 一 个 完美 匹配 时 才 停 止 ， 这 就 保证 了 当前 的 
匹配 和 著 盖 有 相同 的 值 . Bu 是 当前 的 覆盖 且 相 等 子 图 没有 完美 匹配 . 令 (w ，v) 是 新 赋予 顶 
点 的 数值 . 由 于 上 是 -- 个 非 空 有 限 正 数 集 的 最 小 数 ， 故 e > 0. 

首先 ， 我 们 验证 (w ,vv ) 是 一 个 覆盖 . 对 X 一 尺 和 T 中 各 顶点 的 标签 的 改变 ， 使 得 从 XR 到 
工 或 从 尺 到 Y 一 工 的 每 条 边 riyj WA ul tof =u + vy. 如 果 ri ER 而 yj € T. MA ui vj mud 
vies 因此. 边 的 权 值 仍然 被 覆盖 . 如 果 EX-R liv; EYT, WA itut es h ehy 
选择 方法 知道 af to BPE wi. 

算法 仅 在 相等 子 图 有 一 个 完美 匹配 时 才 停 止 ， 故 只 需 证 明 算法 确实 能 够 停止 即 可 . 假定 权 值 均 
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为 有 理 数 乘 以 最 小 公分 母 .得 到 权 值 篆 为 整数 的 等 价 问题 D ifi e E] OD EA BLUR 24 ae A fE 
均 是 整数 ， 进 而 任意 差额 也 均 为 整数 ; 并 且 在 每 次 选 代 中 , 我们 均 使 得 覆盖 的 代价 减 小 -个 整数 
值 . FT RE EAC ES :次 选 代 时 开始 于 某 个 值 ， 并 以 任意 一 个 完美 匹配 的 总 权 值 为 下 界 ， 故 经 
过 有 限 次 迭代 之 后 必然 会 得 到 相等 关系 . 

对 于 权 值 为 实数 值 的 -- 般 情况 参见 注 记 3. 2. 12. " 

“3.2.12 注 记 如 果 权 值 为 实数 ， 则 要 使 得 算法 仍然 可 行 ， 需 要 在 相等 子 图 中 更 精心 地 寻找 顶 
JURE. 我们 证 明 算 法 最 多 用 n? 次 选 代 即 会 终止 . 由 于 M 的 边 保 留 在 新 的 相等 子 图 中 ， 因 此 当前 
匹配 的 大 小 绝 不 会 变 小 . 由 于 匹配 的 大 小 最 多 增 大 次 ， 故 只 需 证 明 每 连续 次 迭代 必然 会 使 匹配 
的 大 小 增 大 1 次 . 

如 果园 代 使 用 增 广 路 径 算法 来 找 出 -个 最 大 匹配 M， 则 在 最 后 一 次 迭代 给 出 一 个 顶点 覆盖 .这 
个 项 点 著 盖 可 以 按照 如 下 方法 获得 : 从 X 中 未 被 M 温润 的 顶点 集 U 开始 依次 遍历 所 有 M- 交 错 路 
ft: SAT 分 别 表示 在 上 述 遍 历 过 程 中 抵达 X 和 YY 的 顶点 构成 的 集合 ; RUT 即 为 我 们 要 找 的 顶 
ARK. 其 中 R-X-S. 

FAAN- ARERR RU TE M 各 边 上 的 等 式 成 立 ， 同 时 也 使 
得 从 UU 出 发 的 所 有 M- 交 错 路 径 上 各 边 的 相等 关系 成 立 . AT SIR 的 边 将 从 相等 子 岁 中 消失 ， 这 无 
关 紧 要 ， 因 为 它们 不 出 现在 从 U 出 发 的 M- 交 错 路 径 中 . 引入 一 条 从 S 到 Y 一 丁 的 边 将 保持 U 不 变 ， 
同时 有 可 能 产生 一 条 M- 增 广 路 径 也 有 可 能 增加 T 的 元 素 . 由 于 本 至 多 只 能 增 大 次 ， 故 经 过 次 
迭代 后 必然 会 在 相等 子 图 中 得 到 一 个 更 大 的 匹配 . a 

"3.2.13 注 记 “二 部 图 中 的 最 大 匹配 问题 和 顶点 获 盖 问题 是 相应 加 权 问 题 的 特殊 形式 ,给 定 二 
部 图 C， 将 G 中 边 的 权 值 设 为 1，Kwv 中 其 他 边 的 权 值 设 为 0 这样 即 得 到 一 个 加 公 图 ， 其 中 匹配 
的 最 大 权 值 是 a CG). 

给 定 整数 权 值 ， 则 匈牙利 算法 总 保持 中 间 过 程 的 各 个 加 权 落 盖 有 整数 标签 .因此 在 加 权 数 盖 问 
题 中 ， 可 以 将 所 用 数值 (标签 ) 限 定 为 整数 . 在 二 部 图 的 特殊 情况 中 ， 这 些 整数 将 总 是 0 或 |， 

标签 为 1 的 顶点 必须 蓝 盖 G 中 各 边 的 权 值 ， 所 以 它们 形成 G 的 一 个 顶点 米 盖 .在 整 数 条 件 的 限 
制 下 ， 最 小 化 标签 值 之 和 等 价 于 找 出 G 的 顶点 获 盖 中 顶点 的 最 小 数 日 . 于 是 该 加 权 入 盖 问题 的 答案 
JE BOG). " 

13204 应 用 (街道 清扫 问题 和 运 给 问题 ) 街道 清扫 机 在 清扫 街道 的 两 侧 时 必须 和 其 他 车 辆 同 

.个 方向 行驶 . 清扫 路 线 产生 了 一 个 有 向 图 ， 其 中 双向 通行 的 街道 对 应 方向 相反 的 两 条 边 ， 单 行 街 
道 对 应 方向 相同 的 两 条 边 .我们 讨论 街道 清扫 问题 的 简单 形式 .在 Tucker-Bodin[1976] 基 础 上 ， 
Roberts[1978] 详 细 研 究 了 这 一 问题 . 

纽约 市 为 了 清扫 街道 ， 每 天 道路 的 某 - 侧 是 禁止 停车 的 . 每 天 所 有 街道 能 够 清扫 的 这 一 侧 即 定 
义 了 上 述 有 向 图 H 的 清扫 子 图 G. 任意 cE ECH) 有 个 空 车 时 间 !(e) ， 即 清扫 机 停 下 清扫 工作 到 达 
该 街道 所 花费 的 时 间 “ 

我 们 要 问 ， 怎 样 清扫 G 才能 使 得 总 的 时 间 坡 小 . 这 向 图 中 中 国 邮 递 员 问 题 的 一 般 形 
XC. 如 果 在 怠 的 每 个 项 点 上 均 有 人 度 等 于 出 度 、 则 不 需要 空 fi). AW. RATEM G 的 一 些 边 
或 者 从 H 中 选择 一 些 边 添加 进来 ， 以 获得 一个 包含 6 的 欧 拉 有 向 图 G" 

设 X 是 和 人 度 大 于 出 度 的 顶点 构成 的 集合 : 对 zEX, Sol) = do CO di Cr). RY 是 出 度 大 


;如果 清 打 机 边 走 边 清扫 。 则 空 车 时 间 为 0. 译 者 注 
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于 人 度 的 顶点 构成 的 集合 ; 对 yEY, 令 2 (y) — d; G0 d$ O0. 显然 有 Doa — 3 9(y) .为 
了 由 G 得 到 G'， 必 须 在 EX 处 增加 s(z) 条 出 边 ， 在 CY 处 增加 3 ORAN. 由 于 CERET 
顶点 的 净 出 度 为 0， 因 此 增加 的 边 形成 了 从 X BLY 的 若干 条 路 径 . 一 条 +，y- 路 径 的 代价 c(x，y) 
是 加 权 有 向 图 H PA r 到 y 的 距离 ， 这 些 代价 可 以 由 Dijkstra 算法 得 到 . 

由 此 得 到 运输 问题 . Ax cc X 的 供给 r(z) 和 >yEY 的 需求 3 (?)， 从 工 到 > 的 单位 运输 代价 是 
cGy), BXoGo — 3212 Cy) s 我 们 希望 用 最 小 的 总 代价 满足 所 有 需求 . 这 一 问题 的 一 种 形式 是 由 
Kantorovich[1939] 引 入 的 ; Hitcheock[1941]( 另 见 Koopmans[1947]) 提 出 了 该 问题 的 上 面 这 种 形式 
(并 构造 出 了 一 个 解 ). Ford-Fulkerson[1962，p93-130] 深 入 地 讨论 了 这 个 问题 . 

如 果 供 给 和 需求 都 是 有 理 数 ， 则 可 以 运用 分 配 问 题 来 求解 . 首先 ， 将 所 有 数值 增 大 一 个 整数 倍 使 
得 供给 和 需求 都 是 整数 ， 接 下 来 定义 一 个 2o(z) 行 、 忆 xc(z) 列 的 矩阵 ， 对 每 个 EX 产生 o(z) 个 行 ， 
d y€Y 产生 9 (y) 列 ,如果 i， 了 表示 r, ys MI wu 一 M 一 c(zy)， 其 中 M max (ry). 现在 ， 一 
个 最 大 加 权 匹 配 产生 运输 问题 的 一 个 最 小 代价 解 . 运输 问题 的 一 般 形式 在 4. 3 节 中 讨论 . a 
稳定 匹配 ( 选 学 ) 

现在 ， 我们 不 再 对 匹配 的 总 权 值 进行 优化 ， 而 是 对 优先 选择 进行 优化 . 给 定 n 名 男子 和 n 名 女 
子 ， 我 们 希望 建立 n 对 稳定 的 婚姻 . 如 果 将 男子 x 和 女子 a 分 别 婚 配给 其 他 人 ， 但 是 x 喜欢 a 胜 过 
他 当前 的 配偶 ; a 喜欢 x 也 胜 过 她 目前 的 配偶 ， 则 他 们 可 能 会 离开 目前 的 配偶 ， 而 结合 到 一 起 . 在 
这 种 情况 下 ， 称 未 匹配 的 对 (+，a) 是 一 个 不 稳定 对 . 

3.2.15 定义 ”如 果 一 个 完美 匹配 没有 不 稳定 的 未 匹配 对 ， 则 称 它 是 一 个 稳定 匹配 . 

3.2.16 例 给 定 男子 +、y、z、w 和 女子 a、5、c、d， 他 们 各 自 的 偏好 如 下 所 示 .匹配 和 ra， 
yb, zd, we) i- PARIR. 

男子 :fxzvyvzvzj 女子:(avbvcvd 

rii b c d azz >xr>y>ow 

yu cm bd biymw»r»z 

ziccdDalmb ciwlAa yz 

wic>b>a>d dix >y>z>w " 

Gale 和 Shapley 在 他 们 的 论文 "College admissions and the stability of marriage" 中 证 明 一 个 稳定 
的 匹配 总 是 存在 的 ， 并 且 可 以 由 一 个 相对 简单 的 算法 找到 . 在 这 个 算法 中 ， 男 子 和 女子 承担 的 角色 
是 不 对 称 的 ; 稍 后 ， 我 们 再 讨论 这 种 区 别 的 重要 性 . 下 面 的 算法 产生 例 3. 2. 16 中 的 匹配 

3.2.17 算法 (Gale-Shapley 求婚 算法 ) 

BA: 每 名 男子 和 女子 各 自 的 偏好 序列 . 

BB. 使 用 求婚 机 制 获得 一 个 稳定 的 匹配 . 维护 - -个 信息 ， 以 记录 谁 向 谁 求 过 婚 和 谁 拒绝 过 谁 
的 求婚 . 

BR: 每 名 男子 向 排 在 其 偏好 序列 最 前 面 的 仍 未 拒绝 过 他 的 女子 求婚 . 如 果 每 名 女子 只 收 到 一 
个 人 的 求婚 ， 则 停止 并 采纳 所 得 的 匹配 . 否则 ， 收 到 多 个 求婚 请 求 的 每 名 女子 拒绝 除 排 在 其 偏好 序 
列 中 最 靠 前 的 那个 求婚 者 之 外 的 其 他 所 有 人 . 收 到 求婚 请 求 的 每 名 女子 对 向 其 求婚 的 人 中 最 有 吸引 
力 的 人 说 “可 能 ” a 
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3.2.18 定理 (Gale-Shapley[1962]) 求婚 算法 产生 一 个 稳定 匹配 

证 明 算法 终止 (于 某 个 匹配 ) ， 因 为 在 每 次 非 终 止 的 迭代 过 程 中 ， 所 有 男子 的 潜在 配偶 序列 的 
总 长 度 是 递减 的 . 迭代 至 多 进行 wx 次. 

观察 到 的 关键 结果 : 每 名 男子 所 做 的 求婚 序列 在 其 偏好 序列 中 是 非 增 序 . 每 名 女子 向 他 说 了 
“可 能 ”的 男子 构成 的 序列 在 该 女子 的 偏好 序列 中 是 非 降序 的 ， 直 到 找到 与 之 婚配 的 男子 为 止 . 上 述 
结论 成 立 ， 因 为 每 名 男子 重复 地 向 一 名 女子 求婚 直到 被 拒绝 ; 每 名 女子 向 同一 名 男子 说 “可 能 ”直到 
她 更 喜欢 的 求婚 者 到 来 . 

如 果 所 得 匹配 不 稳定 ， 则 存在 一 个 不 稳定 的 未 匹配 对 (z，a)， 在 当前 匹配 中 工 与 4 配对 而 y 与 
a 配对 .由 上 面 的 关键 结果 可 知 ， 在 算法 中 x 从 未 向 a 求婚 ,因为 a 接受 了 喜欢 程度 次 于 x 的 男 
F. 另 一 方面 ,关键 结果 也 表明 ， WME zx 先 没有 向 a 求婚 ， 则 将 永远 不 会 向 b 求婚 . 这 与 所 得 匹 
配 的 稳定 性 发 生 了 矛盾 . L] 

求婚 算法 具有 不 对 称 性 ， 我 们 自然 要 问 ， 哪 个 性 别 的 人 更 满意 呢 ? 如 果 所 有 男子 的 第 一 选择 各 [131] 
不 相同 ， 则 他 们 将 实现 其 第 一 愿望 ， 而 女子 必然 嫁 给 她 们 的 求婚 者 . 如 果 算 法 改 为 让 女子 求婚 ， 则 
她 们 得到 的 利益 至 少 同 由 男子 求婚 时 得到 的 利益 相同 ， 此 时 男子 同样 也 是 有 苦 无 法 诉 . 在 例 3. 2. 16 
中 ， 让 女子 求婚 ， 运 行 算法 马上 产生 一 个 匹配 {xd，yb，za，wc)， 其 中 所 有 女子 均 与 她 们 第 一 候 
选 者 婚配 事实 上 ， 在 所 有 的 稳定 匹配 中 ， 每 名 男子 最 满意 的 是 由 男子 求婚 的 算法 得 出 的 一 个 匹配 ， 
每 名 女子 最 满意 的 是 由 女子 求婚 的 算法 得 出 的 一 个 匹配 (习题 11). 由 此 可 见 ， 社 会 习俗 照顾 男性 . 

这 一 算法 还 可 以 用 于 另 一 种 场合 . 每 年 ， 医 学 院 的 研究 生 提 交 一 个 清单 ， 按 优先 级 高 低 列 出 他 
们 希望 去 实习 的 医院 . 医院 有 其 自己 的 偏好 ; 我 们 把 有 多 个 空缺 职位 的 一 个 医院 看 成 是 有 相同 偏好 
的 多 家 医院 .在 Gale-Shapley 的 论文 定义 和 解决 这 个 问题 的 10 年 前 ， 实 习 生 市 场 的 混乱 迫使 医院 
设计 和 实现 .个 算法 来 解决 该 问题 . 结果 ，1952 年 创立 了 一 个 非 赢 利 性 的 协会 ， 即 国家 实习 生 匹 
配 计划 ， 由 该 协会 来 统一 安排 日 程 和 匹配 过 程 . 

谁 对 安排 的 结果 更 满意 呢 ? 由 于 算法 由 医疗 单位 执行 ， 他 们 提出 计划 ， 从 而 他 们 对 结果 更 满 
意 ， 这 一点 是 不 足 为 奇 的 . 在 另 一 种 场合 下 ， 区 别 更 加 明显 . 申请 工作 的 学 生 有 各 自 的 偏好 ， 但 由 
用 人 单位 提供 给 学 生 * 工 作 机 会 " NRMP 的 这 种 令 人 不 满意 之 处 导致 了 1998 年 对 系统 的 更 改 ， 更 改 
司 的 系统 叫做 学 生 申请 计划 . 1998 年 ， 系 统 处 理 了 上 35823 名 申请 者 对 22451 个 职位 的 申请 . 关于 此 
系统 的 详细 信息 可 以 在 万 维 网 nrmp. ame. org/nrmp/mainguid/ 找 到 . 

或 许 还 有 其 他 稳定 匹配 不 同 于 两 种 求婚 算法 产生 的 结果 . 为 了 找 出 一 个 "公平 "的 稳定 匹配 ， 可 
以 让 每 个 人 用 一 些 点 数 来 对 偏好 进行 量化 . 配对 ra 的 权 值 就 是 x 给 a 的 权 值 与 a 给 的 点 数 之 和 . 
匈牙利 算法 可 以 找 出 总 权 值 最 大 的 一 个 匹配 ， 但 这 可 能 不 是 一 个 稳定 匹配 (习题 10). 其 他 一 些 处 理 
方法 请 参见 Knuth[1976] 和 Gusfield-Irving[ 1989], 其 中 对 稳定 婚配 和 相关 主题 进行 了 探讨 . 


快速 二 部 匹配 ( 选 学 ) 

作为 这 一 节 的 开始 ， 我 们 给 出 一 个 在 二 部 图 中 寻找 最 大 匹配 的 算法 它 以 更 合理 的 次 序 查 找 增 
广 路 径 ， 从 而 使 得 其 运行 时 间 得 以 改善 :如 果 存 在 较 短 的 增 广 路 径 ， 可 以 不 必 处 理 很 多 边 而 找 出 一 
个 增 广 路 径 . 从 X 的 所 有 未 被 浸润 的 顶点 开始 同时 进行 广度 优先 搜索 ， 我 们 对 边 集 每 进行 - -次 处 
理 就 可 以 找到 多 条 长 度 相同 的 路 径 . Hopcroft 和 Karp[1973] 证 明 (匹配 ) 越 靠 后 的 扩张 所 使 用 的 增 广 路 
径 也 越 长 ， 所 以 搜索 可 以 分 阶段 进行 ， 每 个 阶段 找 出 长 度 相同 的 路 径 . 结合 上 述 思想 ， 他 们 证 明 只 需 [132] 
要 很 少 的 阶段 即 可 找 出 最 大 匹配 ， 六 顶点 二 部 图 中 最 大 匹配 可 以 在 OG? 53) 时间 内 找到 
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3.2.19 注 记 BM 是 一 个 大 小 为 r 的 匹配 。M" 是 一 个 大 小 为 s>r 的 匹配 ， 则 至 少 存在 ;一 + 
条 无 公共 顶点 的 M- 增 广 路 径 . 至 少 可 以 在 MAM" 中 找到 这 些 路 径 、 a 

下 面 的 引 理 表明 ， 前 后 相继 的 最 短 增 广 路 径 的 长 度 序列 是 非 递 减 的 . 这 里 ， 我 们 把 路 径 看 成 是 
边 的 集合 ， 集 合 的 势 表示 边 的 数 日 . 

3.2.20 引 理 如 果 忆 是 一 条 最 短 的 M- 增 广 路 径 ， 已 是 MAP- 增 广 路 径 , 则 | P| S| P| + 
2| PAP | (将 PP 看 成 边 的 集合 ). 

证 明 注意 MAP 是 一 个 匹配 ， 它 恰好 是 用 已 对 M 进行 增 大 后 得 到 的 . > N 是 用 已 增 大 MAP. 
后 得 到 的 匹配 (MAP)AP'. HH | N| = | MI 十 2， 注 记 3.2.19 保证 MAN 有 两 条 无 公共 顶点 的 
M- 增 广 路 径 己 和 Po. 每 一 条 至 少 与 一样 长 ， 因 为 P 是 最 短 的 M- 增 广 路 径 . 

由 于 M 调换 P 的 边 ， 青 调换 P' 的 边 之 后 才 得 到 N， 一 条 边 只 属于 MEN 当 且 仅 当 它 只 属于 PP 
3k P. Kili, MAN=PaP’. 这 好 得 到 | PAP |>| P 1 十 | P21 S21 P|. mh 

21PI<IPAP' |=} PEEL P I-2] PY Pi. 

TYEHIPIZIPIT2| PNP}. " 

3.2.21 8|. AX 已，P，… 是 由 前 后 相继 的 最 短 增 广 路 径 构成 的 序列 ， 则 长 度 相 同 的 增 广 
路 径 没有 公共 顶点 . 

证 明 ”使 用 反 证 法 . 令 Pr ，P( 人 > 所 是 序列 中 距离 最 近 的 长 度 相同 的 有 公共 顶点 的 两 条 路 径 . 
由 引 理 3. 2. 20 可 知 ， 前 后 相继 的 最 短 增 广 路 径 的 长 度 是 非 递 减 的 ， 于 是 Pe oo Pr 均 有 相同 的 长 
HE. 由 于 Py Pa 是 距离 最 近 的 相同 长 度 的 两 条 相交 路 径 ， 因 此 路 径 Pasa rns Pi 一 定 是 两 两 不 
相交 的 . 

AM’ Se Pi, Pos ee Pe 增 广 后 得 到 的 匹配 . 由 于 Peas cns Py 是 两 两 不 相交 的 ， 故 Pr 
是 一 条 M“- 增 广 路 径 . 几 引 理 3. 2. 20 可 知 ，| Pil >) Pel +l PNP |. AFIPS) Pele 
故 己 和 Pu 没有 公共 边 . 

另 一 方面 ，P 和 Pe 必 有 一 条 公共 边 . Po 的 任意 顶点 均 通 过 P 的 一 条 边 被 M 浸润; M“- 增 广 路 
径 Pi 的 任意 一 个 已 经 被 M' 浸 润 的 顶点 (比如 Pa 和 Pi 的 公共 顶点 ) 必 然 使 得 浸润 该 顶点 的 边 属于 Pi 

士 面 的 矛盾 表明 ， 不 存在 Pee Pr 这 样 的 两 条 路 径 . a 

3.2.22 定理 (Hopcroft-Karp[1973]) 在 具有 个 顶点 和 m 条 边 的 二 部 图 中 ,使 用 广度 优先 策 
略 的 阶段 化 的 最 大 匹配 算法 的 运行 时 间 是 OCm ind. 

GEAR 由 引 理 3.2.20—3.2. 21 可 知 ， 同 时 从 X 的 所 有 未 被 浸润 的 项 点 搜索 最 短 增 广 路 径 ， 香 
到 的 路 径 两 两 间 没 有 公共 顶点 ; 之 后 . 所 有 其 他 的 增 广 路 径 有 更 长 的 长 度 . 所 以 在 O(m) 时 间 内 对 
边 集 进行 一 次 处 理 ， 可 以 找 出 具有 某 种 长 度 的 所 有 增 广 路 径 . 现在 ， 只 需 证 明 至 多 存在 2LV7Z J+ 
2 个 阶段 即 可 . 

按 长 度 依次 将 增 广 路 径 排列 为 Pl ，Pz，…，P,，s 二 a'(G) 三 n/2. 由 于 长 度 相同 的 增 广 路 径 没 
有 公共 顶点 ， 因 此 任意 Poser Pi, =o Pi 形成 的 匹配 M, 的 增 广 路 径 . 只 要 能 证 明 下 面 更 一 般 
的 命题 即 可 完成 整个 证 明 ， 只 要 Pl Poy ces P. 是 构造 某 个 最 大 匹配 所 需 的 一 系列 前 后 相继 的 最 
短 增 广 路 径 ， 则 这 些 路 径 长 度 的 不 同 取 值 至 多 为 2| 上 J+2 个 . 

令 r=|s 一 V5J. AX |M, | =r 且 最 大 匹配 的 大 小 为 s， 由 注 记 3. 2. 19 BPR, EDH sor 条 无 
公共 顶点 的 M, 增 广 路 径 . 这 些 路 径 中 ， 最 短 的 一 条 路 径 至 多 用 到 了 M 中 的 lr/(s 一 )| 条 边 . 所 以 
| Pre L2 ]p/G-D |l. ARAGOA] RRE LS 条 增 广 路 径 外 )P, 及 其 
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之 前 的 路 径 的 长 度 至 多 为 2L As |+1. 由 于 增 广 路 径 的 长 度 为 奇数 ， 因 此 在 长 度 小 于 等 于 21Ys| +1 
的 增 广 路 径 中 ， 不同 的 长 度 值 至 多 有 | ys +1 个， 即使 最 后 的 NS 1 条 路 径 各 有 不 同 的 长 度 值 ， 它 们 
也 至 多 提供 | Vy 引 十 1 个 长 度 值 . 于 是 至 多 有 21Vs|+2 个 不 同 的 长 度 值 . 

Even and Tarjan[1975] 扩 展 了 这 种 方法 ， 在 OCm Yn) 时间 内 解决 了 一 个 更 一 般 的 问题 ， 该 问题 
包含 了 最 大 二 部 匹配 问题 . 


习题 
3.2.1 


3.2.2 
3.2.3 
3.2.4 


3.2.5 


3.2.6 


3.2.7 


(一 ) 在 边 上 使 用 非 负 权 值 ， 构 造 一 个 4- 顶 点 加 权 图 ， 使 其 中 权 值 最 大 的 匹配 不 是 大 小 最 大 


的 匹配 . 


(一 ) 说 明 如 何 由 匈牙利 算法 来 检测 一 个 二 部 图 中 是 否 存在 完美 匹配 . 
Cx 一 ) 用 两 名 女子 和 两 名 男子 举 一 个 稳定 匹配 的 例子 ， 要求 例子 中 的 稳定 匹配 多 于 一 个 . 
C 一 ) 对 如 下 的 偏好 序列 . 以 男子 求婚 的 方式 和 女子 求婚 的 方式 分 别 运行 求婚 算法 ， 确 定 


稳定 匹配 . 


BE: (uy vy wy xy yo eh 


uta>h>d>e>f>e 
via>b>e>/>e>d 


对 下 面 给 定 的 矩阵 ， 分 别 找 出 总 和 (或 权 值 ) 达 到 最 大 值 的 一 个 截断 ， 对 相应 的 对 偶 问 题 给 


>d>u>J>e 


KF: (ay bv cy ds es fl 


atz>4s>y>u>v>w 


b? y>z>w>r>v>u 


出 一 个 解 ， 由 此 证 明 没有 更 大 的 截断 . 解释 为 什么 这 能 证 明 没 有 更 大 的 截断 . 


(Ca) 
44436 
11434 
14535 
56479 
53683 


给 出 如 下 矩阵 的 最 小 权 值 截断 ， 用 对 偶 来 证 明 给 出 的 解 是 优化 的 (提示 
11) 


4 


6 
4 


(b) 
78987 
87676 
96546 
85764 
76555 


8 10 
5 7 
12 9 
13 10 
7. 3 


on oe 


G) 
12345 
67872 
13445 
36287 
41354 


: 利用 对 问题 的 变形 ). 


公交 车 驾驶 员 问题 .有 汪 名 公交 驾驶 员 ; n 条 上 午 路 线 ， 其 规定 的 行车 时 间 分 别 是 ns s 
cas nn 条 下 午 路 线 ， 其 规定 的 行车 分 别 是 vie 


o». 如 果 一 名 司机 在 上 午 路 线 和 下 午 路 


(135 


106 


第 3 章 


3.2.8 


3.2.9 


3. 2. 10 


3.2.11 


3.2.12 


3.2.13 


3.3 
讨 


线 中 的 行车 时 间 总 和 超过 t+， 则 可 以 获得 加 班 费 . 目标 是 为 每 名 司机 分 配 一 条 上 午 路 线 和 一 
条 下 午 路 线 , 使 得 总 加 班 费 最 小 . TA: 对 任意 司机 i， 为 其 分 配 第 i 长 的 上 午 路 线 和 第 i 
短 的 下 午 路 线 ， 将 产生 一 个 最 优 解 (提示 : 不 要 使 用 匈牙利 算法 ; 考虑 矩阵 的 特殊 结构 ). 
(R. B. Potts) 
ABA A 中 的 元 素 满足 wi,j 一 aib;， 其 中 as s an 是 与 行 关联 的 数 ，b1 ，…，b。 是 与 列 
关联 的 数 . 确定 A 中 截断 的 最 大 权 值 WE wi,; ai +b), REBUT ABR? (提示: 对 每 
种 情况 ,根据 n—2 时 的 解 来 猜测 解 的 一 般 形式 ). 
(* ) 数 学 系 为 该 系 的 nn 名 学 生 开设 个 讨论 班 ， 各 讨论 班 均 有 不 同 的 主题 . 每 名 学 生 参 加 
一 个 讨论 班 ; 第 i 个 讨论 班 可 容纳 k; 名 学 生 且 本 k; =n 每 名 学 生 提 交 了 一 个 表单 ， 将 个 
讨论 班 依 其 偏好 程度 排序 . 将 学 生 分 配 到 各 讨论 班 ， 如 果 不 存在 两 个 学 生 使 得 交换 他 们 的 
讨论 班 之 后 各 自 均 找到 了 更 喜欢 的 讨论 班 ， 我 们 称 该 分 配方 案 是 稳定 的 .描述 怎样 用 加 权 
二 部 匹配 来 找 出 一 个 稳定 的 分 配方 案 . (Isaak) 
(C* ) 设 有 nn 名 男子 和 n 名 女子 ， 每 人 为 其 偏好 序列 中 的 第 了 个 人 打分 为 一 ? 各 配偶 对 的 
分 数 是 二 人 各 自在 对 方 偏好 序列 中 获得 的 分 数 之 和 构造 一 个 例子 ， 使 其 中 最 大 权 值 匹配 
均 不 是 稳定 匹配 . 
CX DER: 如 果 男 子 zx 与 女子 a 在 某 个 稳定 匹配 中 被 配 成 一 对 ， 则 在 男子 求婚 的 条 件 下 
Gale-Shapley 求婚 算法 中 a 不 会 拒绝 上 . 由 此 得 出 结论 ， 在 所 有 的 稳定 匹配 中 ， 任 意 男子 均 
对 这 一 算法 产生 的 匹配 最 满意 (提示 : 考虑 题 设 中 这 类 拒绝 第 一 次 出 现 ). 
C ) 在 稳定 室友 问题 中 ， 共 有 2n 个 人 ， 每 个 人 均 将 其 他 2n 1 个 人 按 其 偏好 排序 .在 一 
个 完美 匹配 中 ， 如 果 没 有 未 匹配 在 一 起 的 两 个 人 使 得 他 们 彼此 对 对 方 的 偏好 程度 均 高 于 各 
自 当前 的 室友 ， 则 称 该 完美 匹配 是 稳定 的 . 证 明 : 下 面 的 偏好 序列 不 存在 稳定 匹配 . (Gale 
Shapley[ 1962]) 

atbh>c>d 

bic>a>d 

cta>b>d 

dt:a>b>c 
(x ) 在 稳定 室友 问题 中 ， 假 定 每 个 人 均 将 其 偏好 序列 前 面部 分 的 人 列 为 “可 接受 的 定义 
一 个 可 接受 图 ， 其 顶点 是 所 有 的 人 ， 边 是 彼此 将 对 方 列 为 可 接受 的 人 的 那些 人 员 对 ,证 
明 : 可 接受 图 为 G 的 偏好 序列 集合 可 产生 一 个 稳定 匹配 ， 当 且 仅 当 G 是 二 部 图 . (Abeledo- 
Isaak[1991]) 


一 般 图 中 的 匹配 
论 图 的 完美 匹配 时 ， 必 然 要 考虑 生成 子 图 


3.3.1 定 义 图 G 的 一 个 因子 是 G 的 一 个 生成 子 图 . 一 个 大 -因子 是 一 个 大 正则 生成 子 图 . 图 的 


一 个 奇 
3. 
生成 子 
存 


分 量 是 阶 为 奇数 的 分 量 ; H PHA EH PRIA OCH). 

3.2 注 记 1- 因子 和 完美 匹配 几乎 没有 区 别 . 准确 地 讲 ， 区 别 在 于 :“1 -因子 "是 G 的 1 正则 
图 而 “完美 匹配 ?是 这 种 子 图 的 边 集 . 

在 完美 匹配 的 3- 正 则 图 可 以 分 解 成 一 个 1- 因 子 和 一 个 2- 因 子 . m 
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Tutte 1- 因 子 定理 

Tutte 找到 了 图 有 1- 因 子 的 充 要 条 件 . 如 果 G 有 一 个 1- 因 子 ， 考 虑 集合 SSEV(C)， 则 G—S 的 
任意 奇 分 量 有 一 个 顶点 匹配 到 该 分 量 外 部 的 某 个 顶点 ， 这 个 顶点 只 能 属于 S. 由 于 S 中 的 这 种 顶点 
必然 各 不 相同 ， 故 o(G 一 S)< | S|. 


O Q 


偶数 偶数 


条 件 “ 对 任意 SSV(G). of G—S)< | S | "BPA Tutte HH . Tutte 证 明了 这 个 显然 的 必要 条 件 
也 是 充分 的 (TONCAS). 现 已 知 有 很 多 证 明 ， 如 习题 13 和 习题 27. 我 们 给 出 Lovász 借助 对 称 差 和 
极端 化 方法 得 到 的 证 明 . 

3.3.3 定理 (Tutte[1947]) 图 G 有 一 个 1- 因 子 当 且 仅 当 0(G- S)« | S| 对 任意 SC VOD RÀ. 

证 明 (Lovisz[1975]) ”必要 性 .G 一 S 的 各 个 奇 分 量 必 有 顶点 匹配 到 S 的 不 同 顶 点 . 

充分 性 . 如 果 增 加 一 条 边 将 G 一 S 的 两 个 分 量 连接 起 来 ， 则 奇 分 量 的 数目 不 会 增加 ( 奇 分 量 和 偶 
分 量 连 在 一 起 变 成 一 个 奇 分量 ， 奇 偶 性 相同 的 两 个 分 量 连 在 一 起 变 成 一 个 偶 分 量 ). E, 
个 操作 将 保持 Tutte 条 件 仍 成 立 ， 如 果 G 一 G+e 且 SEV(G), 则 olG' 一 S)<o(G 一 S)< | S|. 同时 ， 
如 果 G =G 十 e 没 有 1- 因 子 , WG ha 1- 因子 . 

所 以 ， 除 下 面 的 情况 外 定理 均 成 立 : 存在 一 个 简单 图 G 满足 Tutte Rit, GRA 1- 因子 , 但 在 
G 中 任意 添加 一 条 未 出 现在 G 中 的 边 之 后 得 到 的 图 却 有 一 个 1- 因子 . 令 G 就 是 这 样 一 个 图 . 证 明 G 
实际 上 有 一 个 1- 央 子 ， 由 此 得 到 矛盾 . 

AU REG 中 度 为 1(G) 一 1 的 顶点 构成 的 集合 . 

情形 1，G 一 U 由 不 相交 的 完全 图 组 成 . 这 时 ，G 一 U 的 每 个 分 量 的 顶点 可 以 随意 配对 ， 但 奇 分 
量 要 剩 下 一 个 顶点 . DD o(G- UO |U | BU 的 任意 顶点 与 G 一 U 中 的 所 有 顶点 均 相 邻 ， 因 此 可 
以 把 奇 分 量 剩 下 的 顶点 与 U 中 的 顶点 分 别 进行 配对 . 

最 后 剩 下 的 未 配对 顶点 都 在 U 中 ， 且 U 是 一 为 了 完成 1- 因 子 的 构造 ， 只 需要 证 明 U 中 
剩 下 的 未 配对 顶点 的 个 数 是 偶数 ， 进 而 只 需 证 明 n(G) 是 偶数 . 对 此 ， 在 Tutte 条 件 中 令 S=o, H 
于 阶 为 奇数 的 图 必 有 一 个 阶 为 奇数 的 分 量 ， 故 n(G) 是 偶数 . 


情形 2，G 一 U 不 是 若干 个 互相 不 相交 的 国 的 并 . 在 这 种 情况 下 ，G 一 U 有 两 个 顶点 的 距离 为 2; 
这 两 个 顶点 也 就 是 公共 相 邻 顶点 为 » € U 的 两 个 不 相 邻 的 顶点 +，z( 习 题 1.2.23a). 由 于 VEU, MK 
G-U 有 另外 一 个 顶点 ww 与 y BHD. 由 G 的 取 法 ， 为 G 添加 一 条 边 将 产生 一 个 1- 因子 ; $M 和 
M: 分 别 是 G+ zz 和 G 十 yw 的 1- 因子 . 现在 ， 只 需 证 明 Mi AM: U{zy，?z} 包 含 一 个 不 涉及 zz 和 
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yw 的 1- 因子 ,因为 这 样 一 个 1- 因子 也 是 G 的 1- 因子. 

4 F-M AM;. 由 于 zzE Mi - M», yw€ M2 一 M1， Biz 和 yw 都 属于 F. 由 于 G 的 每 个 顶点 
在 Mi 或 Mz 中 的 度 是 1， 所 以 G 中 任意 顶点 在 下 中 的 度 是 0 或 2. 于 是 , 下 的 各 个 分 量 是 孤立 点 或 
偶 环 (参见 引 理 3. 1. 9). 令 C 是 下 中 包含 边 xz HH. 

WR C 不 包含 yw. WERA 1- 因 子 是 M2 PAF C 的 边 加 上 Mi 中 所 有 不 属于 CC 的 边 . 

WE CAA yw 和 zz， 如 下 图 所 示 ， 为 了 避免 使 用 边 yw 和 .r=， 我 们 使 用 yr R yz. 对 于 CI 上 
从 > 开始 沿 yw 行进 的 部 分 ,使 用 属于 M 的 边 来 避免 使 用 yw， 当 到 达 {7+7，z} 中 的 一 个 顶点 时 ， 若 
到 达 的 是 x( 如 下 图 所 画 的 )， 则 使 用 yr. 否则 ,使 用 zy. 对 C 的 其 余部 分 ,使 用 属于 Mo 的 边 . 这 
样 即 构造 了 C+irzy，yz) 的 一 个 1- 因子 ， 并 且 既 没有 使 用 yw 也 没有 使 用 xz. 将 M R M 中 其 他 
不 在 C 中 的 边 添加 进来 ， 即 得 到 GG 的 一 个 1- 因 子 . 


3.3.4 注 记 与 其 他 的 刻画 特征 的 定理 一 样 (如 定理 1. 2. 18 和 定理 3. 1. 11)， 无 论 是 否 有 定理 
3. 3. 3 中 所 说 的 性 质 ， 由 定理 本 身 我 们 对 此 将 得 出 一 个 简短 的 验证 方法 . 证 明 G 有 1- 因子 的 办 法 是 
给 出 一 个 1- 因子 . 为 了 说 明 G 没 有 上 - 因 于 ， 由 定理 3. 3. 3 可 知 ， 只 需 给 出 一 个 子 集 并 说 明 删除 该 
集合 将 产生 过 多 的 奇 分 量 . m 

3.3.5 注 记 对 于 图 G 及 任意 SGEV(G)， 计 算 顶 点 数 模 2 表明 | S | +o(G 一 S) 和 MG) 有 相同 
的 奇偶 性 . 而 差 值 o(G 一 S) 一 | S | 和 wn(G) 也 有 相同 的 奇偶 性 . 由 此 得 出 一 个 结论 : 如 果 nC Ae 
数 且 CG 没 有 1- 因 子 ， 则 对 某 个 S，o(G 一 S) 至 少 比 1S1 大 2. a 

对 于 非 二 部 图 (如 奇数 环 ) ， 在 a (OM BCG) 27 MT fi fal BRS 027 E 100. 然而 ， 另 一 个 最 小 
化 问题 产生 了 一 般 图 中 关于 a(G) 的 最 小 -最 大 关系 . 这 个 最 小 -最 大 关系 推广 了 注 记 3.3.5. 证明 过 
程 用 到 了 图 变换 ， 其 中 涉及 了 一 般 的 图 操作 . 

3.3.6 定义 ”简单 图 G 和 月 的 连接 ， 记 为 GV H， 是 在 G+ 日 中 添加 边 (xy: EWG). y€ VODY 


之 后 得 到 的 图 . 


3.3.7 推论 (Berge-Tutte 公式 -一 -Berge[1958]) G 中 被 一 个 匹配 浸润 的 顶点 的 最 大 数目 是 

amin (MOS). RP dC) 76-9 - 181. 
um 给 定 SEV(C) ,至 多 需要 | S| 条 边 就 能 将 S 中 的 顶点 分 别 匹 配 到 G— S 的 奇 分 量 中 的 项 

点 上 ， 所 以 G 的 任意 匹配 至 少 有 o(G 一 S) 一 | S| 个 未 浸润 的 顶点 . 我 们 希望 这 一 田 限 是 可 达 的 

4 d—maxl o(G—8S)— | S| : SEVO}.  S= DM d>0. 4 G'—GV Ka. 由 于 对 每 个 S， 
4d(S) 和 nCG) 的 奇偶 性 相同 ， 故 n(G) 是 偶数 . 如 果 G 满足 Tune 条 件 ， 则 由 G 的 完美 匹配 可 以 得 
到 G 的 一 个 大 小 符合 要 求 的 匹配 ， 因 为 删除 d 个 新 添 的 顶点 至 多 删除 了 温润 G 的 d 个 顶点 的 边 . 

由 于 nCG) 是 偶数 ， 故 条 件 o(G' — SO 1S | 在 S = Oir. 如 果 S' 非 空 且 不 包含 整个 
Ku，G' 一 S' 只 有 一 个 分 量 ，1< 1 S' | . 最 后 ,如 果 Kus’, 4 SES -VK 则 有 G S= 
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G 一 S, 从 而 有 o(G —S)=0(G-S)< | S| +d= |S' |. 至 此 ， 我 们 证 明了 C'HE Tute 条 件 . 


Cc: >O i 


推论 3. 3. 7 表明 ， 为 了 简要 证 明 一 个 最 大 匹配 确实 有 最 大 的 大 小 ， 我 们 可 以 给 出 一 个 集合 S 并 
说 明 删 除 S 后 将 得 到 适当 数量 的 奇 分 量 . 

Tutte 定理 的 大 部 分 应 用 均 涉及 如 下 过 程 : 证 明 其 他 的 一 些 条 件 蕴涵 了 Tute 条 件 ， 进 而 存在 

-个 1- 因子 ,有 不 少 结论 比 Tate 定理 早 很 多 年 ， 它 们 是 用 其 他 手段 来 证 明 的 . 

3.3.8 推论 (Petersen[1891]) 没有 制 边 的 任意 3- 正 则 图 有 一 个 1- 因子. 

证 明 设 G 是 一 个 没有 割 边 的 3- 正 则 图 . 我 们 证 明 它 满足 Tutte 条 件 . 给 定 SEV(G) ， 对 介 于 
S 和 G 一 S 的 奇 分 量 之 间 的 边 进行 计数 . 由 于 G 是 3- 正则 的 ， 故 S 的 每 个 顶点 至 多 与 3 条 这 样 的 边 
XK. 如果 G 一 S 的 任意 奇 分 量 H 至 少 与 3 条 这 样 的 边关 联 ， 则 30(G 一 S)<3 | S | ， 进 而 o(G 一 
5S) | S| ， 这 正 是 需要 求证 的 结果 . 

Bm JEWS FH 的 边 的 条 数 . 中 所 有 顶点 度 之 和 为 3n(H) 一 m. 由 于 日 是 一 个 图 ， 因此 其 
顶点 度 之 和 必 为 偶数 . 而 nC H) 是 奇数 ， 因 此 m 必 是 奇数 . 由 于 G 中 没有 制 边 ， 故 m 不 等 于 1. 于 
是 ， 正 如 我 们 所 希望 的 ，S 到 H 的 边 的 条 数 至 少 是 3. a 

这 里 ， 很 自然 地 想到 使 用 反 证 法 . 假定 o(G 一 S) 二 | S|. MU EQG-S) ISI. F 
是 可 以 直接 改写 证 明 ,推论 3. 3. 8 的 结论 是 最 优 的 ; Petersen 图 满足 假设 条 件 ， 但 是 没有 两 个 无 公 
共 边 的 1- 因子 (Petersen[ 1898]). 

Petersen 还 证 明了 存在 2* 因 子 的 一 个 充分 条 件 . 顶点 度 均 为 偶数 的 连通 图 是 欧 拉 图 (定理 
1. 2. 26)， 这 种 图 可 以 分 解 成 一 些 无 公共 边 的 环 (命题 1. 2. 27). 对 于 度 为 偶数 的 正则 图 ， 该 图 的 某 
个 分 解 中 的 环 可 以 适当 分 组 并 形成 一 个 2- 因子 . 

3.3.9 定理 (Petersen[1891]) 顶点 度 为 正 偶数 的 任意 正则 图 有 一 个 2- 因 子 . 

证 明 设 G 是 顶点 为 w，…，mw 的 2k- 正 则 图 .G 的 每 个 分 量 均 是 欧 拉 图 ， 进 而 有 一 个 欧 拉 回 
路 C. 对 每 个 分 量 ， 定 义 一 个 二 部 图 有 H， 其 顶点 为 1 rte us Hiis rms wne UR FE C 的 某 个 位 
Mkv Kiki uj. WE H reus. DOS C ilb, Hei BU E X CH Je e ERU Cc EH 
Ai COREG, PERITI PII SPB 万 ， 见 定义 1. 4. 20). 

内 为 HAERE, MICH 有 一 个 1- 因 子 (推论 3.1. 13). H 中 与 w; 关联 的 边 对 应 于 CC 
中 进入 顶点 的 边 . HH 中 与 ui 关联 的 边 对 应 于 C "PEE DUNS w 的 边 . 因而 ，H 的 1- 因 子 转换 成 G 
中 该 分 量 的 一 个 2- 正 则 生成 子 图 . 对 G 的 每 个 分 量 进行 这 样 的 处 理 ， 最 后 得 到 一 个 2- 因 子 . a 

3.3.10 例 (构造 一 个 2- 因 子 ) 考虑 G= Ks 中 依次 遍历 1231425435 的 欧 拉 回路 C. 相应 的 二 部 
图 HH 如 右 侧 所 示 . 对 于 w，w- 对 分 别 是 12、43、25、31、54 的 1- 因子 ,由 它 得 出 的 2- 因 子 是 环 
(1，2，5，4，3). 其 余 的 边 形成 了 另 一 个 1- 因 子 ， 它 对 应 于 G 中 的 2- 因 子 (1，4，2，3，5). 
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图 的 f- 因 子 { 选 学 ) 

一 个 因子 是 图 的 一 个 生成 子 图 . 我 们 关心 特殊 类 型 的 因子 的 存在 性 . 一 个 及 因子 是 一 个 k- 正 则 
WF; 我 们 已 经 研究 了 1- 因子 和 2- 因子 . 我 们 试图 指定 每 个 项 点 的 度 ， 以 得 到 某 种 特定 的 央 子 . 

3.3.11 定义 给 定 一 个 函数 f: V(G) 一 NU{0}， 图 G 的 一 个 /因子 是 一 个 生成 子 图 HH， 其 中 
任意 vEV(G) 均 满足 dH(v) 一 /(v)，N 是 自然 数 集合 . 

Tutte[1952] 证 明了 图 G 有/- 因 子 的 一 个 充 要 条 件 (习题 29). 他 后 来 将 这 个 问题 归 约 为 在 一 个 
相关 的 简单 图 中 检查 是 否 存在 一 个 1- 因子. 我 们 描述 这 种 归 约 转化 ; 关于 把 图 问题 转化 为 先前 已 解 
决 的 问题 ， 这 是 一 个 很 好 的 例子 . 

3.3.12 例 (一 个 图 变换 ，Tutte[]954a]) 假定 /(w) 志 d(w) 对 所 有 的 顶点 wR. 否则 ，G 
Tk w 处 的 边 太 少 ， 不 可 能 有 SAY. 构造 一 个 图 万 ， 使 得 它 有 一 个 1- 因 子 当 且 仅 当 G 有 一 个 广 因 
F. Few) —dCu) fw); 这 是 顶点 也 处 的 剩余 项 点 度 ， 它 是 非 负 的 . 

为 了 构造 厅 ， 将 每 个 顶点 替换 为 二 部 团 Kuew.cw HRR ADM B(v) 的 大 小 分 别 是 dv) 
Melv). 对 每 条 边 vwE E(G) ， 添 加 一 条 边 将 A(u) 的 一 个 顶点 和 A(Cw) 的 一 个 顶点 相连 . A(v) 的 每 
个 顶点 均 出 现在 这 样 一 条 边 中 . 

下 图 给 出 了 一 个 图 G( 顶 点 的 标签 由 函数 / 给 出 ) 和 相应 的 简单 图 H. H 中 粗 边 形成 一 个 1- 因 
子 ， 它 对 应 于 G 的 一 个 广 因子 . 在 这 个 例子 中 ， 广 因子 不 是 唯一 的 . 


3.3.13 定 理 图 G 有 一 个 /- 因 子 当 且 仅 当 (类 似 于 例 3. 3. 12 那样 ) 从 G 和 上 厂 构造 的 图 月 有 一 
个 1- 因 子 . 

证 明 必要 性 . 如 果 图 G 有 一 个 -因子 ， 则 H 中 相应 的 边 留 下 A(v) 中 eC 个 顶点 未 配对 ;把 
这 些 顶 点 随意 匹配 给 B(v) 的 顶点 即 得 到 一 个 1- 因子 . 

充分 性 .从 HA 1- 因子 中 删除 B(u) 以 及 AGO H B(u) 匹 配 的 那些 项 点 ， 剩 下 /(v) 个 度 
为 1 的 顶点 对 应 顶点 w 这 样 处 理 G 中 的 每 分 v， 青 把 各 个 A(v) 中 剩 下 的 /CO I USCR EOS — 7 TR 
点 ,使 之 与 vu 对应， 这 样 得 到 G 的 一 个 子 图 ， 它 在 任意 顶点 v 处 的 度 为 /(v). 因而 ,得 到 的 图 即 为 
—^ fW. " 

(4 3.3. 12 中 导出 的 ) 图 H 的 关于 1- 因 子 的 Tutte 条件 变 成 了 G 中 的 广 因 子 的 充 要 条 件 . 这 种 
方法 的 一 个 应 用 是 关于 Erdss-Gallai[1960] 对 简单 图 的 顶点 度 序列 的 特征 表征 的 证 明 ( 习 题 29). 

给 定 一 个 找 出 1- 因 子 的 算法 ， 由 定理 3. 3. 13 给 出 的 对 应 关系 可 以 得 到 一 个 算法 来 检测 广 因子 
的 存在 性 . 下 面 ， 我 们 不 青 局 限于 找 出 一 个 1- 因 子 ( 即 完美 匹配 ) ， 而 是 考虑 找 出 图 中 的 一 个 最 大 匹 
配 ， 这 是 一 个 更 一 般 的 问题 . 
Edmonds 开花 算法 ( 选 学 ) 

Berge 定理 (定理 3. 1. 10) 断 言 ， 图 G 的 一 个 匹配 M 是 最 大 匹配 当 且 仅 当 G 没有 M- 增 广 路 径 . 
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可 以 通过 不 断 寻找 增 广 路 径 来 找 出 一 个 最 大 匹配 . 因为 匹配 的 大 小 至 多 增 大 n/2 次 ， 故 如 果 算 法 寻 
找 一 条 增 广 路 径 所 花费 的 时 间 不 长 ， 则 它 就 是 一 个 很 好 的 算法 . Edmonds[1965a] 在 其 著名 的 论文 
“Paths, trees, and flowers" 中 提出 了 第 一 个 这 样 的 算法 . 

在 二 部 图 中 ， 可 以 很 快 找 出 所 有 增 广 路 径 (算法 3. 2. 1)， 因 为 每 个 顶点 至 多 处 理 一 次 ， 始 于 zx 
的 一 条 M- 交 错 路 径 只 能 沿 一 条 被 M 浸润 的 边 到 达 u 所 在 部 集 的 顶点 +. 所以， 我们 只 到 达 x 和 处 
理 z 一 次 . 这 个 特点 在 有 奇 环 的 图 中 不 成 立 ， 因 为 始 于 某 个 未 被 浸润 的 顶点 的 M- 交 错 路 径 既 可 以 
沿 着 被 浸润 的 边 达 到 zx， 人 也 可 以 沿 着 未 被 浸润 的 边 到 达 zx. 

3.3.14 例 在 下 图 中 ，M 用 粗 线 表示 ， 在 从 w 开 始 寻 找 最 短 M- 增 广 路 径 时 ， 由 未 被 浸润 的 边 
az 达到 zx. 如 果 不 再 考虑 其 他 通过 被 浸润 边 到 达 z 的 更 长 的 路 径 ， 则 将 漏 掉 增 广 路 径 4，v，a,b， 
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y x d 
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我 们 描述 Edmonds 对 这 个 难题 的 解法 . 从 u 开始 寻找 M- 交 错 路 径 时 ， 如 果 有 一 条 路 径 由 一 条 
未 被 浸润 边 抵达 zx， 而 另 有 一 条 路 径 由 一 条 已 被 浸润 边 到 达 z+， 则 顶点 属于 一 个 奇 环 . 始 于 4 的 
多 条 交错 路 径 只 有 在 它们 的 下 一 条 边 均 未 被 浸润 时 才 会 分 叉 ( 例 3.3. 14 中 的 顶点 a 处 ); 如 果 它们 
的 下 一 条 边 均 已 被 浸润 ， 则 它们 都 只 能 选择 这 条 被 温润 的 边 . 从 路 径 开始 出 现 分 叉 的 顶点 开始 计 
算 ， 由 未 被 浸润 的 边 到 达 z 的 路 径 的 长 度 是 奇数 ;由 已 被 浸润 边 到 达 zx 的 路 径 的 长 度 是 偶数 ， 这 样 
两 条 路 径 合 在 一 起 就 构成 一 个 奇数 环 . 

3.3.15 定 义 设 M 是 图 G 中 的 一 个 匹配 ,uw 是 未 被 M 浸润 的 顶点 ， 始 于 u 的 两 条 M- 交 错 路 
径 ， 如 果 到 达 顶 点 工时 这 两 条 路 径 有 相反 的 奇偶 性 (之 前 没有 出 现 这 种 情况 )， 则 这 两 条 路 径 的 并 称 
AAR. 花 的 柄 是 这 两 条 路 径 起 始 部 分 的 极 大 公共 子路 径 ( 具 有 非 负 偶数 长 度 )， 花 的 花 森 是 删除 
ALMUS ME P ERR. 

在 例 3. 3. 14 rb, JEJEBR T. y 顶点 外 的 整个 图 . 花 柄 是 路 径 wx，v，a# 花 打 是 图 中 的 5- 环 . 对 于 
在 搜索 过 程 中 用 到 的 结构 ， 我 们 常用 树 这 样 的 园艺 术语 来 命名 

AE AE £l BI BEER LE e TERT I d . 对 于 花 打 中 的 每 个 顶点 >， 有 某 一 条 M- 交错，z 路径 由 一 
条 已 被 浸润 的 边 到 达 z: 从 花 柄 出 发 ， 沿 适当 方向 遍历 该 花 休 即 可 找到 这 条 路 径 . 于 是 ， 从 花 朱 开 
始 ， 可 以 沿 任意 一 条 未 被 浸润 的 边 继续 搜索 ， 以 便 到 达 其 他 未 到 过 的 顶点 . 例 3. 3. 14 给 出 了 这 样 
一 个 扩张 ， 该 扩张 立即 到 达 了 一 个 未 被 温润 的 顶点 ， 从 而 得 到 一 条 M- 增 广 路 径 、 

花 朱 的 每 个 顶点 均 被 其 路 径 中 的 某 条 边 温润 ， 故 匹配 中 任意 被 浸润 的 边 均 不 可 能 从 花 休 出 发 与 
其 他 顶点 相连 ( 花 柄 除外 ). 根据 这 两 个 观察 结果 ， 可 以 把 整个 花 作 看 成 花 柄 末端 已 被 浸润 的 边 上 的 
一 个 超级 顶点 . 搜索 过 程 遇 到 这 样 的 超级 顶点 时 ， 我 们 同时 从 花朵 的 所 有 顶点 出 发 ， 沿 着 未 被 浸润 
的 边 继续 搜索 . 

为 了 实现 上 述 搜索 过 程 ， 当 发 现 一 个 花朵 BB 时 ， 将 该 花 打 的 所 有 边 收 缩 为 一 个 顶点 . 结果 ， 得 
到 一 个 已 被 温润 的 顶点 bp， 它 与 花 柄 的 最 后 一 条 (已 被 温润 的 ) 边 关联 . 与 顶点 4 关联 的 其 他 边 是 介 
于 B 的 顶点 和 B 之 外 的 顶点 之 间 的 那些 未 被 浸润 的 边 . 我 们 以 通常 的 方式 处 理 0， 继 续 搜索 之 后 
可 能 还 会 发 现 包括 顶点 5 的 另 一 个 花 打 ; 则 同样 进行 收缩 . 如 果 在 最 后 的 图 中 找到 一 条 从 到 达 某 
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个 未 被 浸润 的 顶点 c 的 M- 交 错 路 径 ， 则 用 * 反 收缩 "操作 可 以 恢复 得 到 原始 图 中 的 一 条 到 达 z 的 
M- 增 广 路 径 . 

除了 对 花 打 的 处 理 外 ， 该 方法 的 其 他 步骤 与 算法 3. 2. 1 中 查找 M- 交 错 路 径 的 步骤 相同 . 用 相 
应 的 说 法 来 表示 ， 工 表示 当前 图 中 沿 着 未 被 浸润 的 边 抵达 的 顶点 构成 的 集合 ，S 表示 沿 着 已 被 浸润 
的 边 抵达 的 项 点 构成 的 集合 ， 收 缩 过 程 得 到 的 新 顶点 属于 S. 

3.3.16 例 下 面 左 侧 的 图 中 ， 设 M 是 由 粗 线 标记 的 匹配 .从 未 被 浸润 的 顶点 :开始 搜索 ， 寻 
找 一 条 M- 增 广 路 径 . 首先 ， 处 理 与 关联 的 两 条 未 被 浸润 的 边 ， 到 达 a BL. 申 于 a 和 4 是 已 被 浸 
润 的 顶点 ， 因 此 可 以 立刻 沿 着 边 ac 和 边 bd 来 扩张 这 两 条 路 径 . ME, S (us c. d). BERR, n 
果 我 们 处 理 c， 则 沿 着 两 条 未 被 浸润 的 边 将 到 达 c 的 相 邻 项 点 e ALS. 由 于 边 efE€ M， 于 是 ， 我 们 找 
BIT Dido e SER. 收缩 花 打 得 到 一 个 新 顶点 C， 并 相应 地 将 S ERR Cu. C d). Z 


此 得 到 了 右 侧 的 图 . 
Je 
; Leap fali 
5 d h d 
x x n 


现在 ， 假 设 开始 处 理 项 点 C. 通过 两 条 未 被 浸润 的 边 到 达 顶 点 & Ald. 由 于 g 已 经 被 边 gh 温润 ， 
因此 将 A 放 入 S 中 . 由 于 4 已 经 位 于 S 中 ， 故 又 找到 了 另 一 个 花 某 . SIR d 的 两 个 路 径 分 别 是 w， 
b, d Flu. a, C, d. 收缩 这 个 花 休 ， 得 到 新 项 点 U 和 下 面 右 侧 的 图 ， 此 时 S=(U, A). PE A 
没有 新 的 变化 (如 果 处 理 完 S 中 的 点 ， 均 没有 到 达 一 个 未 被 温润 的 顶点 ， 则 不 存在 始 于 4 的 M- 增 广 
路 径 ). 最 后 处 理 新 项 点 U， 到 达 未 被 浸润 的 顶点 x 


$ 
a c i 
U g h 
u e < Pa 
x 
5 d 
x 


由 于 已 经 记录 了 到 达 每 个 顶点 所 使 用 的 边 ， 因 此 可 以 取出 一 条 MMS u, Bi. 由 于 从 新 顶 
HUFA, RUKH, a，C，d，b)， 可 以 发 现实 际 上 是 沿 bt 由 U 到 达 z 的 . 找 出 花 
JEU 中 由 一 条 已 被 浸润 的 边 到 达 6 的 路 径 ， 该 路 径 结束 于 顶点 C，d，b. 由 于 C 是 原始 图 中 的 一 个 
He, HOR CRI cy fs e). 注意 ，d 是 通过 未 被 浸润 的 边 ed HC 到 达 的 . IER C 中 沿 一 条 已 
被 温润 的 边 到 达 。 URBE fo e 最 后 c 是 从 a 到 达 的 ,a 是 从 到 达 的 . 于 是 ， 我 们 得 到 一 条 
完整 的 M- 增 广 路 径 ; ws as cy fr ey dy by z. a 

“FERRER. AER TBR AO MN. TIE OO AERE . 

3.3. 17 算法 (Edmonds 花 采 算法 [1965a] 一 一 概略 ) 

MA: 图 G，G 中 的 一 个 匹配 M， 一 个 未 被 M BAT ue. 

BGB. 查找 始 于 w 的 M- 交 错 路 径 ， 对 每 个 顶点 记录 它 是 从 哪个 顶点 到 达 的 ; 一 旦 发 现 花 采 ， 
则 收缩 它 . 类 似 于 算法 3. 2. 1， 维 护 顶 点 集 工 和 S， 其 中 S 包含 x 和 由 已 被 浸润 的 边 到 达 的 顶点 . 
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一 旦 遇 到 另 一 个 未 被 浸润 的 顶点 ， 即 得 到 一 条 增 广 路 径 . 

初始 化 : Sci B T- 9. 

BR: 如 果 S 中 没有 未 标记 的 顶点 ， 则 停止 : 此 时 ， 不 存在 始 于 的 增 广 路 径 . 否则 ， 取 一 个 
未 被 浸润 的 顶点 vE S， 处 理 顶 点 v， 即 依次 考虑 满足 y€ T 的 任意 顶点 y€ N(v). 

MR y 未 被 M 浸润 ， 则 从 y 开始 回潮 ( 如 果 有 必要 ， 则 还 原 被 收缩 的 花 打 )， 输 出 一 条 M- 增 广 
u, y BH. 

MR y€ S, WRB— PEA. ER v (ABER. CRE, FB OY aT RICE S IT 
中 的 相应 项 点. 从 这 个 新 顶点 开始 在 收缩 所 得 的 更 小 的 图 中 继续 搜索 . 

否则 ，y 被 M 匹配 到 某 个 顶点 w. 将 y 放 人工 (同时 标记 它 是 由 v 到 达 的 ); 把 ww 放 入 S( 同 时 标 
记 它 是 由 y BAM). 

处 理 完 v 所 有 的 相 邻 顶点 后 ， 标 记 vw， 继续 和 迭代. a 

我 们 不 能 像 算法 3. 2. 1 一 样 同 时 处 理 所 有 未 被 浸润 的 顶点 ， 因 为 顶点 是 否 属于 一 个 花 洒 受到 对 
初始 的 未 被 浸润 的 顶点 的 选择 的 影响 . 然而 ， 如 果 没 有 找到 始 于 xz 的 M- 增 广 路 径 ， 则 可 以 从 图 中 
删除 u 并 在 后 续 搜索 最 大 匹配 时 忽略 它 (习题 26). 

3.3.18 注 记 在 Edmonds 最 初 提出 的 算法 中 ， 执 行 时 间 是 O(Ox ). Ahuja-Magnanti-Orlin[ 1993, 
p483-494] 给 出 了 算法 的 一 种 实现 ， 其 执行 时 间 为 0Cw ) 的 算法 ;其 中 实现 要 求 ，1) 用 合适 的 数据 
结构 来 表示 花 朱 和 处 理 收缩 2) 仔 细 分 析 执 行 收缩 操作 的 次 数 ， 处 理 各 条 边 需 要 的 时 间 ， 以 及 收缩 
和 还 原 花 打 的 时 间 . 

以 少 于 3 次 方 的 时 间 解 决 最 大 匹配 问题 的 第 一 个 算法 是 Even-Kariv[1975] 提 出 的 OO 2 ) 算 法 . 
对 于 含有 个 顶点 和 m 条 边 的 图 ， 目前 已 知 最 快 的 算法 是 OO m2)( 对 稀 政 图 ， 它 比 O05 2 ) 算 法 
快 ). 这 个 算法 相当 复杂 ， 它 是 由 Micali-Vazirani[1980] 提 出 的 ，Vazirani[1994] 给 出 了 其 完整 的 证 明 . 

我 们 没有 讨论 一 般 图 中 的 加 权 匹 配 问题 . Edmonds[1965d] 给 出 这 样 一 个 算法 ，Gabow[1975] 和 
Lawler[1976] 在 OG? ) 的 时 间 内 实现 了 该 算法 . Gabow[1990] 和 Gabow-Tarjan[1989] 给 出 了 更 快 的 
算法 . m" 
习题 
3.3.1 一) 确定 下 面 的 图 是 否 有 1- 因子 . 


3.3.2 (一 ) 对 下 面 的 图 ， 给 出 一 个 最 大 匹配 ， 利 用 本 节 的 一 个 结论 简短 证 明 它 没有 更 大 的 匹配 . 


[144] 


145 


114 第 3 章 

3.3.3 (一 ) 对 于 下 面 的 图 ， 对 (0，1，2，3，4} 中 的 每 个 4 值 给 出 一 个 人 -因子 . 

3.3.4 (一 ) 令 G 是 一 个 上 -正则 二 部 图 . 证 明 : G 可 以 分 解 为 若 十 个 ~- 因子 当 且 仅 当 ~ 整除 人 . 

3.3.5 (一) 给 定 G 和 HH， 确定 GvH 的 分 量 数 和 最 大 度 ， 并 将 它们 用 G 和 H 的 参数 表达 出 来 . 

3.3.6 (DEW: 树 全 有 一 个 完美 匹配 当 且 仅 当 olT 一 w)=1 AHER vE VOT) RST. (Chungphaisan) 

3.3.7 (1!) 对 任意 >1， 构 造 一 个 没有 1- 因子 的 -正则 简单 图 . 

3.3.8 ”证 明 ， 如 果 图 G 可 以 分 解 成 若干 个 1- 因 子 ， 则 G 没 有 割 点 . 作 一 个 连通 的 3- 正则 图 使 得 它 
有 一 个 1- 因子 和 一 个 割 点 . 

3.3.9 EB]. 没有 孤立 点 的 任意 图 G 有 一 个 大 小 至 少 为 x(G)/(1 十 A(G)) 的 匹配 (提示 : 对 e(G) 用 
归纳 法 ). (Weinstein[1963]) 

3.3.10 (1) 对 任意 图 G, WEH: B(G)<2a'(G). 对 任意 kE N， 构 造 一 个 简单 图 G 使 得 a (G) =k H 
KG) =2k 

3.3.11 设 了 是 G 中 一 些 顶 点 的 集合 . WEH: G 有 一 个 温润 T 的 匹配 当 且 仅 当 对 所 有 SSV(C)， 
G 一 S 的 含 于 G[T] 的 奇 分 量 的 个 数 至 多 是 1S | . 

3.3.12 (D Kónig-Egerváry 定理 在 一 般 图 中 的 推广 . HERG $ S, e Se MT HE VG IY 
子 集 ， 且 任意 S 的 大 小 是 奇数 .如果 G 的 任意 一 条 边 有 一 个 端点 在 T 中 或 者 两 个 端点 都 
位 于 某 个 S, 中 ， 则 称 这 些 集合 构成 G 的 一 个 广义 覆盖 . 广义 覆盖 的 权 值 是 指 | 了 | + 
DLL Si 1/2]. g* (C) 是 广义 覆盖 的 最 小 权 值 . 证 明 : a (CO = n CO (提示 ; 运用 推论 
3.3.7. ik; [EXE REE E — 117 RES. Mog" OAG). 

3.3.13. (十 ) 由 Hall 定理 得 出 Tutte RB. i G 是 一 个 图 ， 其 中 任意 SGEV(GC) 均 满足 o(G- S) 
1S|. 设 本 是 满足 0(G 一 了 T)= | 下 | 的 一 个 极 大 顶点 集合 . 

a) 证 明 : G 一 全 的 每 个 分 量 都 是 奇 分 量 . MEN BIE. TAS. 

104: CJ& G 一 工 的 一 个 分 量 . 证 明 : 删除 C 的 任意 一 个 项 点 之 后 ， 在 所 得 图 上 Tutte 条 件 成 
立 (提示 : 由 于 C 一 z 的 阶 为 偶数 ， 违 反 Tutte 条 件 必然 使 得 o(C 一 z 一 S) | S| +2). 

OF HH 是 部 集 分 别 为 和 C 的 一 个 二 部 图 ， 其 中 C 是 G 一 工 的 分 支 构成 的 集合 . 对 于 4 
T 和 CECc, RICE E(H) 当 且 仅 当 Noa C 的 一 个 顶点 . iE). 对 于 存在 浸润 C 的 
匹配 ，H 满足 Hall 条 件 . 

DHH, (b, (OUE Hall 定理 ， 用 归纳 法 证 明 Tutte 1- 因 子 定理 . (Anderson[1971]， 
Mader[1973]) 

3.3.14 (十 ) 对 于 AEN， 设 G 是 一 个 简单 图 ， 它 满足 AG Dk Mn GOS. 证 明 : a (GDR 
Th: 运用 推论 3. 3.7). (Brandt[1994]) 

3.3.15. 设 G 是 至 多 有 两 条 割 边 的 3- 正则 图 . WEH: G 有 一 个 1- 因 子 . (Petersen[1891]) 

3.3.16 (1 设 G 是 一 个 偶数 阶 的 人 -正则 图 ， 且 删除 其 中 任意 k 一 2 条 边 之 后 仍然 连通 . EH: G 有 
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二 个 1- 因 子 - 

设 G 同 习题 3. 3. 16， 利 用 注 记 3. 3. 5， 证 明 : G 的 任意 一 条 边 均 属 于 某 个 1- 因 子 ( 注 : 这 

一 结论 加 强 了 习题 3.3. 16 中 的 结论 ). CSchónberger[ 1934] ib i£ T k=3 的 情形 ，Berge 

[1973，p162]) 

(十 ) 对 大 于 1 的 任意 奇数 4， 构造 一 个 没有 1- 因 子 的 上 -正则 图 使 得 删除 其 中 任意 k 一 3 条 

边 之 后 仍然 保持 连通 ( 注 : 这 一 结果 说 明 习题 3. 3. 16 是 最 优 的 ). 

《0 设 G 是 一 个 没有 割 边 的 3- 正 则 简单 图 . WEH: G 可 以 分 解 为 P4 的 车 十 个 拷贝 (提示 : 

运用 推论 3. 3. 8). 

(DER: 一 个 3- 正 则 简单 图 有 一 个 1- 因 子 当 且 仅 当 它 可 以 分 解 成 P4 的 若干 个 拷贝 . 

(二 ) 设 G6 是 一 个 2m- 正 则 图 ,是 一 棵 具有 m 条 边 的 树 . 证 明 ， 如 果 工 的 直径 小 于 C 的 

MK. C 可 以 分 解 成 了 的 若干 个 拷贝 (提示 : 用 定理 3. 3. 9 米 证 明 一 个 更 燥 的 结果 ， 芭 ， 

G 有 一 个 分 解 使 得 G 的 任意 顶点 被 用 做 了 中 每 个 顶点 的 像 一 次 ) (Häggkvist) 

(DD) 令 G 是 一 个 XX，Y- 二 部 图 . 如 果 n(G) 是 奇数 ， 则 在 Y 中 添加 一 个 项 点， 然后 再 添加 一 

些 边 使 得 Y 变 成 一 个 团 ， 将 这 样 由 G 得 到 的 图 记 为 H. 

aif: G 有 一 个 大 小 为 | X | 的 匹配 当 且 仅 当 Hd 1 WT. 

b) EAH: 如果 GME Hall 条 件 (| NCS) | >| S| 对 所 有 SOX Jr). W HWE Tutte 
RECH- To | T| 对 所 有 TOV CH) aD). 

OAH GO RICO, dfi Tutte 定理 证 明 Hall 定理 . 

设 G 是 一 个 偶数 阶 的 无 爪 形 的 连通 图 . 

a) 令 下 是 G 的 由 广度 优先 搜索 算法 (算法 2. 3. 8) 得 到 的 生成 树 .z，y 是 了 中 有 公共 父亲 的 
两 个 顶点 , 但 其 公共 父亲 不 是 根 . 证 明 : c. y 必然 相 邻 . 

b) 巾 (a) 证 明 ，G 有 一 个 1- 因 子 ( 注 , 没有 (a)， 我 们 可 以 直接 证 明 下 面 更 强 的 结果 ， 即 最 
长 路 径 的 最 后 一 条 边 属于 一 个 1 -因子 ). (Sumner [1974a]，Las Vergnas[1975]) 

(DD 设 G 是 阶 数 n 为 偶数 的 简单 图 ， 它 有 一 个 大 小 为 上 的 集合 S 满足 o(G 一 S) 二 “证 明 ， 


casts) eoe (CT sene. 并 且 这 个 界 是 最 优 的 .由 此 ， 确 定 无 1 因子 


的 -顶点 简单 图 的 大 小 的 最 大 值 . CErdós-Gallai[ 19617) 

在 图 G 中， 如 果 删 除 任意 一 个 顶点 v 之 后 得 到 的 图 G 一 u 有 一 个 1- 因子 ， 则 称 G 是 因子 - 

临界 的 .证明 : G 是 因子 -临界 的 当 且 仅 当 n(G) 是 奇数 且 o(G 一 S)< |S | 对 任意 非 空 集合 

SCV(G) B E. . (Gallai[1963a]) 

COU M 是 图 G 中 的 一 个 匹配 ，u 是 一 个 未 被 M 浸润 的 顶点 . 证 明 : LIG I ELE 

AM- 增 广 路 径 ， 则 “在 G 的 某 个 最 大 匹配 中 未 被 浸润 . 

(x ) 假 定 算法 3.3.17 是 正确 的 ， 下 面 得 出 Tutte 定理 (定理 3. 3. 3) 的 算法 证 明 . 

a) BE G 是 没有 完美 匹配 的 图 ,而 M 是 G 中 的 一 个 最 大 匹配 . 设 S 和 了 是 从 顶点 v 运行 算 
法 3. 3. 17 得 到 的 集合 . WEH: | Ti) <] Si So(G-T). 

b) 由 (a) 证 明定 理 3. 3. 3. 

(OO) 4 No =NU (0). Ai f: VO 一 No, 如果 存在 w: EG) -> No 使 得 2, waw) = 


S 对 任意 vE VIG) 成 立 ,图 G 称 为 广 可 解 的 . 
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DER: G 有 一 个 广 因子 ， 当 上 且 仅 当 在 将 G 的 每 条 边 细 分 两 次 后 得 到 的 图 H 中 为 每 个 新 
顶点 指定 了 的 值 为 1 之 后 ，H 是 广 可 解 的 

DAE GAS: V(G) 一 No， 构 造 一 个 图 开 ( 并 证 明 ) 使 得 G 是 /- 可 解 的 当 且 仅 当 HH 有 一 个 
1- 因 子 . (Tutte[1954a]) 

Cx 十 )Tutte f- 因子 条 件 与 图 解 序 列 . 给 定 f: VIG) 一 No, 对 SSV(G) ,定义 FS) = 

Dsl). WF VG 的 不 相交 子 集 S,T, 令 q(S,T) 表示 G 一 S 一 了 的 使 得 e(Q,T) + 


Exi 


SVQ) 是 奇数 的 分 量 Q 的 个 数 , 其 中 e(Q,T) 是 从 Q 到 了 的 边 的 条 数 . Tutte[1952,1954a] 
证 明了 G 有 一 个 /- 因子 当 且 仅 当 
ST) + f(D) — Sides < f(s) 


对 任意 选择 的 不 相交 子 集 S，TCYV mr. 
DAMIR. 今 8(S,T) = f(S)— f(T) + >)dc-s(u 一 9(S,T). 证 明 : 对 于 不 相交 集合 S, 


TC V(G),&G,. T) 与 /(V) 有 相同 的 奇偶 性 (提示 :对 | T | 用 归纳 法 ). 
bE G-K,. fcu) 7d. HP Xd; 是 偶数 且 dioe md, 利用 广 因 子 条 件 和 (a)， 证 


明 ，G 有 一 个 /因子 当 且 仅 当 Y d <n 1 ok + Y) d AR e+ <n MER A 


SL. 
c) 利 用 (b) 得 出 如 下 结论 ， 满 足 dim ad, 的 非 负 整数 di …，d 是 一 个 简单 图 的 所 有 项 


点 度 当 且 仅 当 >d; 是 偶数 ， 并 且 x d, < kk — 4 $ min{k,di) 对 1«kscn 成立 - 


CErdós--Gallai[ 1960]? 


第 4 章 连通 度 和 路 径 


4.1 割 和 连通 度 


一 个 完善 的 通信 和 网 络 不 会 轻易 瘫痪 . 我 们 希望 由 所 有 可 能 的 信息 传输 线路 构成 的 图 (或 有 向 图 ) 
能 够 保持 连通 ， 即 使 某 些 结 点 或 边 坏 了 . 如 果 通 信和 链 路 非常 昂贵 ， 则 我 们 希望 用 尽量 少 的 边 来 达到 
上 述 日 的 . 圈 与 连通 度 无 关 ， 因 此 本 章 (尤其 在 考虑 与 度 有 关 的 条 件 时 ) 假 定 图 和 有 向 图 都 没有 图 . 
连通 度 

要 想 使 得 图 不 连通 ， 必 须 删除 多 少 个 顶点 呢 ? 

4.1.1 定 义 ” 图 G 的 一 个 分 离 集 或 点 市 是 一 个 集合 SSV(G)， 它 使 得 G 一 S 连通 分 量 多 于 一 
A. GHEE, G), 是 这 样 一 个 顶点 集合 S 的 大 小 的 最 小 值 ， 它 使 得 G 一 S 不 连通 或 者 只 
有 一 个 顶点 . 如 果 图 G 连通 度 至 少 为 &， 则 称 它 是 -连通 的 . 

非 完全 图 是 k- 连 通 的 当 且 仅 当 每 个 分 离 集 的 大 小 至 少 为 k. 我 们 可 以 将 "k- 连 通 " 看 成 是 有 关 结 
构 的 一 个 条 件 ， 而 将 “连通 度 为 ”看 成 一 个 优化 问题 的 解 . 

4.1.2 BICK, 和 Km.n 的 连通 度 ) 因为 团 没有 分 离 集 ， 故 对 其 连通 度 我 们 要 做 一 个 约定 . 这 同 
时 也 解释 了 定义 4.1. 1 中 “或 者 只 有 一 个 顶点 "这 个 提 法 .于 是 我 们 有 x(K,) 二 n 一 1， 而 当 G 不 是 完全 
MA OSG —2. 有 了 这 个 约定 ， 绝 大 多 数 关 于 连通 度 的 一 般 性 结论 对 完全 图 也 是 成 立 的 . 

考虑 Kn 的 一 个 剖 分 X，Y. 分 别 在 X ALY 中 至 少 有 一 个 顶点 的 任意 诱导 子 图 都 是 连通 的 . 因此 ， 
Kww 的 任意 分 离 集 包 含 X 或 由 于 X 或 了 本身 也 是 分 离 集 (或 者 仅 剩 下 一 个 顶点 )， 因 此 有 Knn) = 
min(m, n). Ka.3 的 连通 度 是 3; 它 是 1- 连 通 的 ，2- 连 通 的 ，3- 连 通 的 ， 但 不 是 4- 连通 的 . a 

顶点 数 大 于 2 的 图 的 连通 度 为 1， 当 且 仅 当 它 是 连通 的 并 且 有 一 个 制 点 . 顶点 数 大 于 1 的 图 的 
连通 度 为 0， 当 且 仅 当 它 是 不 连通 的 . 1- 顶 点 图 K, 有 不 一 致 性 问题 ; 它 是 连通 的 ， 但 为 了 讨论 连通 
度 时 的 一 致 性 ， 我 们 令 x(K =0. 

4.1.3 例 ( 超 方 体 Qt) HFRS, Qe 中 任意 一 个 顶点 的 相 邻 顶点 构成 一 个 分 离 集 ， 因 此 
KODS HERU) 二 k， 我 们 来 证 明 每 个 点 割 的 大 小 至 少 为 我 们 对 用 归纳 法 . 

基本 步骤 kE {0，1). FESI, Q 是 具有 上 十 1 个 顶点 的 一 个 完全 图 ， 因 而 具有 连通 度 人 

归纳 步骤 : R2. 由 归纳 假设 可 知 ，x(Q- 7 &— 1. 考虑 将 Qe 描述 成 Q 1 的 两 个 拷贝 Q、 g 
外 加 由 Q 和 Q' 的 相应 顶点 间 的 边 构 成 的 匹配 (习题 1. 3. 8). BES E Qu 中 的 一 个 点 割 . MR Q-S He 
连通 的 且 Q 一 S 是 连通 的 ， 则 Q 一 S 也 是 连通 的 ， 除非 S 包含 每 个 匹配 点 对 中 的 至 少 一 个 项 点， 
这 就 要 求 | S | 三 24 !， 但 是 ， 当 kt 之 2 时 26 1. 

因此 ， 不 妨 假定 Q—S 是 不 连通 的 ， 由 归纳 法 假设 ， 这 意味 着 S 至 少 包含 Q 的 人 一 1 个 顶点 
MES 不 包含 Q' 中 的 顶点 ， 则 Q 一 S 是 连通 的 并 且 Q 一 S 中 的 所 有 顶点 在 Q' 一 S 中 都 有 相 邻 顶点 ， 
因此 Qk 一 S 也 是 连通 的 . 于 是 ，S 必然 包含 Q' 中 的 一 个 顶点 . 这 就 得 到 | S | >k, EPER. 


ae 


-L- 
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在 一 个 图 中 ， 删 除 某 个 顶点 的 所 有 相 邻 顶点 所 得 的 图 是 一 个 不 连通 图 (或 只 剩 一 个 项 点)， 故 
KOG). 但 等 号 不 一 定 成 立 ; 例如 2K, 有 最 小 度 m 一 1， 但 连通 度 却 为 0. 

由 于 连通 度 上 要 求 5(G) 志 &， 它 也 要 求 图 中 至 少 有 [An/3 条 边 .k- 维 方 体 达到 这 个 界 ， 但 也 仅 在 
n=2 时 达到 这 个 界 . 只 要 <n， 这 个 界 可 能 是 最 好 的 ， 正 如 下 面 的 例子 所 示 . 

4.1.4 例 (Harary B) ”给 定 2 过 k<n， 将 n 个 顶点 等 间距 地 排 成 一 个 图 . 如 果 是 偶数 ， 则 将 
每 个 顶点 分 别 与 圈 的 每 个 方向 上 距 该 点 最 近 的 &/2 个 顶点 置 为 相 邻 ， 由 此 得 到 Hene 如 果 上 是 奇数 
Tin 是 偶数 ， 则 将 每 个 顶点 分 别 与 每 个 方向 上 距 该 点 最 近 的 (一 1)/2 顶点 置 为 相 邻 ， 并 且 使 该 点 和 
与 之 相对 的 顶点 也 成 为 相 邻 ， 由 此 得 到 Haus. 对 每 种 情况 ，Hi, 均 是 k- 正 则 的 ， 

当 上 入 n 都 是 奇数 时 ， 用 模 nn 得 到 的 整数 来 给 顶点 编号 ,再 对 满足 O<I< EE i 
值 ， 向 He tw 中 添加 边 i>i 二 (mn 一 1)/2， 由 此 构造 得 到 Han 下 面 给 出 了 图 Hi,s 、Hs.s 和 Hs,9. 


4.1.5 定理 (Harary[1962a]) xk( Hh.n) 一 k， 因 此 具有 nn 个 顶点 的 k 连 通 图 的 最 小 边 数 是 [ kn/2 ]. 

证 明 ”这 里 只 证 明 k=2r 这 种 偶数 的 情况 ， 将 奇数 的 情况 留 为 习题 12. 设 G= Hany h F OCG) = 
k， 只 需 证 明 GSR 对 于 满足 | S| <k 的 集合 SESV(G), 证 明 G 一 S 是 连通 的 ,考虑 u，vE 
V(G) 一 S. 在 最 初 的 环 状 的 安排 中 ， 有 一 条 顺 时 针 方 向 的 uw， 路 径 和 一 条 递 时 针 方向 的 4，vv 路 径 ; 
dbA. B 分别 是 这 两 条 路 径 上 内 顶点 构成 的 集合 . 

由 于 | S | 一 &， 由 合集 原理 可 知 : 在 {(A，B} 的 某 个 集合 中 ，S 含有 的 顶点 少 于 /2 个 . HEC 
中 的 任意 顶点 在 一 个 特定 方向 上 有 到 达 其 后 k/2 个 顶点 的 边 ， 删 除 少 于 A/2 个 相继 的 顶点 并 不 能 阻 


断 我 们 沿 该 方向 行进 . 因此 ， 我 们 从 A 和 B 中 选取 使 S HTL FL E 通过 这 个 集合 可 


能 在 G 一 S 中 找到 一 条 u，v 路 径 . a 

Harary 的 构造 确定 了 克 许 一 个 图 是 人 连通 图 的 度 条 件 . 习题 22 给 出 了 过 使 一 个 简单 图 是 - 连 
通 图 的 度 条 件 . 由 于 连通 度 依赖 于 顶点 删除 ， 故 删除 多 重 边 的 额外 拷贝 不 会 影响 连通 度 . 因 此， 我 
们 只 对 简单 图 论述 -连通 度 的 度 条件 . 

4.1.6 注 记 要 直接 证 明 x(G) 之 k， 需 要 给 出 一 个 点 割 S 并 证 明 | S| 4 或 者 对 任意 少 于 个 
顶点 的 集合 S 证 明 G 一 S 是 连通 的 . 非 直接 的 证 明 方法 是 假定 一 个 项 点数 少 于 的 点 割 并 由 此 得 出 
一 个 矛盾 . 非 直接 的 证 明 可 能 较 容易 获得 .但 直接 的 证 明 可 能 陈述 起 来 更 清晰 

另外 要 注意 ， 如 果 k<n(G) 并 且 G 有 一 个 大 小 小 于 WA, MG 也 有 大 小 为 & 一 1 的 点 市 ( 先 
删除 制 集 ， 继 续 删除 顶点 直到 k 一 1 个 顶点 被 删 掉 . 同时 在 两 个 分 量 中 各 保留 一 个 顶点 ). 

最 后 ,证 明 x(G) = 也 需要 给 出 一 个 大 小 为 《的 点 市 ; 通常 ， 这 是 很 简单 的 . a 
边 -连通 度 

或 许 我 们 的 发 射 机 可 靠 性 很 高 而 不 会 瘫 奖 ， 但 是 通信 链 路 可 能 会 受到 噪声 干扰 或 其 他 干扰 . 在 
这 种 情况 下 ,我 们 想 让 图 不 会 因为 删除 了 某 些 边 而 变 得 不 连通 
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4.1.7 定 义 由 边 构成 的 断 连 通 集 是 一 个 集合 FEG), ERG C 一 到 的 连通 分 量 多 于 一 个 . 
如 果 一 个 至 少 有 两 个 顶点 的 图 的 每 一 个 断 连通 集 至 少 含有 条 边 ， 则 称 该 图 是 人 - 边 连通 的 . 至 少 有 
两 个 顶点 的 图 G 的 边 -连通 度 ， 记 作 c(G)， 是 断 连通 集 大 小 的 最 小 值 (这 与 是 使 G 为 A- 边 连通 图 
的 最 大 值 等 价 ). 

给 定 S，TEV(G)， 将 一 个 端点 在 S 中 而 另 一 个 端点 在 中 的 边 构成 的 集合 记 作 [S，7]. 一 个 
边 割 就 是 形 如 [S，S] 的 边 集 ， 其 中 S 是 V(G) 的 一 个 非 空 真子 集 而 S 表示 V(G) —S. 


断 连 通 集 


4.1.8 注 记 ( 断 连通 集 与 边 制 ) ”每 个 边 制 均 是 一 个 断 连通 集 ， 因 为 G 一 L S，S] 没 有 从 S 到 S 
的 路 径 . 其 逆 命 题 不 成 立 ， 因 为 断 连通 集 可 能 包含 额外 的 边 . 在 上 图 中 ， 我 们 用 粗 边 给 出 了 一 个 断 
连通 集 和 一 个 边 割 ;也 可 以 参见 习题 13. 

然而 ，( 当 wx(G) 二 1 时 ) 边 的 任意 极 小 断 连通 集 都 是 边 割 . 如 果 对 某 个 FSE(G) 来 说 G 一 下 的 连 
通 分 量 多 于 一 个 ， 则 存在 C 一 下 的 某 个 分 量 岂 ， 我 们 已 删除 了 恰好 有 一 个 端点 在 万 中 的 所 有 边 ， 故 
下 包含 边 制 [VCH)，VOH)]， 且 下 不 是 一 个 极 小 断 连通 集 ， 除非 F=[V(H), VCH). a 

AR Ze]. 下 中 每 条 边 的 一 个 端点 也 将 删除 中 的 一 条 边 ， 这 表明 eG)! CG). 但 是 在 删除 过 
程 中 必须 小 心 ， 不 要 删除 G 一 F 的 某 个 分 量 中 最 后 仅 存 的 顶点 使 得 最 后 留 下 一 个 连通 子 图 ， 

4.1.9 定理 (Whitney[1932a]) wR GAMERA. M 

x(G) Sx (G) < HG). 

证 明 SAAREKS v RR AY BAT DEVE PCT COAG). 剩 下 的 就 是 证 
明 KGS (G). 

我 们 已 经 看 到 x(O) 壹 n(G) 一 1( 见 例 4.1.2). 考虑 最 小 边 割 L[S，5]. 如 果 S 的 每 个 顶点 与 3 的 
每 个 顶点 都 邻接 ， 则 | [S，S] | = | S| 151>>wG) 一 1I>x(G)， 因 此 要 证 的 不 等 式 成 立 - 

WU. AMES, y€ S 使 得 zfy. T IAS 中 的 x 的 所 有 相 邻 顶点 和 S 一 {z} 中 的 所 有 在 S 
中 有 相 邻 顶点 的 顶点 . 每 条 +，y- 路 径 者 通过， 内 此 工 是 一 个 分 离 集 . 同时 ， 取 出 从 + 到 TNS 
的 所 有 边 ， 并 且 从 TMS 的 每 个 顶点 取 一 条 到 S 的 边 ( 下 图 粗 线条 所 示 ) 即 得 到 [S，S] 中 的 | 了 | 条 
不 同 的 边 . 因此 «(0)= 1[S, 51i > |T] ZG. 


a 


我 们 已 经 看 到 ， 当 G 是 完全 图 、 二 部 团 、 超 方 体 或 者 Harary 图 时 ， 有 eCG) =G). 由 定理 
4.1.9 可 知 ， 对 这 些 图 也 有 x*(G) =6(G). 然而 ， 在 很 多 图 中 ， 与 具有 最 小 度 的 顶点 关联 的 边 的 集 
合 不 是 最 小 边 市 .x (G) 二 6(G) 的 情形 恰好 就 是 最 小 边 割 均 不 产生 孤立 顶点 的 情形 


[is 


5: 


2) 
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4.1.10 例 (x<x <b 成立 的 可 能 性 ) ”在 下 面 的 图 G 中 ,x(G)=1, x (G)=2 H AGI. ER 
最 小 边 割 都 不 产生 孤立 项 点 . 

每 个 不 等 式 都 可 能 成 为 等 式 . Go Ks Kv t, H (G= (G)=0 但 是 5(G)=m 一 1. 4G 
由 具有 唯一 公共 顶点 的 两 个 mn- 团 构成 时 ,x(G) =G) =m] 但 是 x(G)=1. 


a 

有 一 些 不 同 的 条 件 可 以 令 这 三 个 参数 间 的 等 式 成 立 ! 比如 ， 当 G 的 直径 为 2 并 且 为 简单 图 时 ， 
AL(G)=8(0G)( 习 题 25). 对 于 3- 正 则 图 ， 连通 度 和 边 -连通 度 总 相等 . 

4.1.11 定理 如 果 G 是 3- 正 则 图 ， 则 (G= C. 

证 明 设 S 是 一 个 最 小 点 割 ( | S| =G). 由 于 x(G)Sx(G) 总 成 立 ， 因 此 只 需 找 出 一 个 大 小 
为 1 S| 的 边 割 . SH, H 是 G 一 S 的 两 个 分 量 . 由 于 S 是 一 个 最 小 点 割 ， 故 任意 VES TE H A 
H: 中 各 有 一 个 相 邻 顶点 . BEAR GE 3- 正则 的 ， 因 此 wv 不 能 在 Hi 和 He 中 都 有 两 个 相 邻 项 点. 对 
于 每 个 vE S， 删 除 一 条 从 v 到 { Hi，H2) 中 的 一 个 分 量 的 边 ， 其 中 v 在 该 分 量 中 只 有 一 个 相 邻 
顶点 . 

这 kx(G) 条 边 中 断 了 所 有 从 Hi 到 He 的 路 径 ， 除 非 下 面 的 情况 发 生 ， 即 有 一 条 路 径 通 过 w 进 
A S 并 通过 us 离开 . 这 时 ， 我 们 将 wm A ve 到 Hi 的 边 都 删除 ， 这 样 就 断 开 了 所 有 从 Hi 经 {vi， 
ve} BY He 的 路 径 . 


H 

D " 

如 果 x (GO) 过 8(G)， 则 最 小 边 割 不 会 产生 任何 孤立 顶点 . 事实 上 ， 只 要 | CS, SJ | <86), W 

f S( 当 然 集合 5 也是) 必然 远 比 一 个 孤立 顶点 大 . 这 个 结论 源 自 边 割 L[S，S] 的 大 小 和 由 S 诱导 的 子 

图 的 大 小 之 间 的 一 个 简单 关系 . 
4.1.12 命题 如 果 S 是 图 G 中 一 些 顶点 构成 的 集合 ， 则 
1[S,5] |= [Dew] — 2e(GL S. 
证 明 G[S] 中 的 每 条 边 在 Daw 中 计算 两 次 ,而 [S,S] 中 的 每 条 边 在 这 个 和 中 只 计算 一 次 , 


由 于 该 求 和 对 所 有 可 能 的 边 进行 计数 , 故 得 到 了 7d o) =|[S,S] |+ 2e(GLS]). a 
4.1.13 推论 如 果 G 是 简单 图 且 对 V(G) 的 某 个 非 空 真子 集 S 有 1 LS，S] | XO. 1s] 
XO. 
证 明 ha 4.1.12 OCG) > Dd(w 一 2e(GLSD. Bl dC > HG) RI GSD <I SIUSI- D 
得 到 
XO >1 SIAO -I SIASI- D. 
该 不 等 式 要 求 | S | 之 1， 从 而 合并 含有 8(G) 的 项 并 消去 | S| 一 1 得 到 | S | >I. a 
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作为 由 边 构成 的 一 个 集合 ， 一 个 边 割 可 以 包含 另 一 个 边 市 . 例如 ，Ki,: 有 三 个 边 割 ， 其 中 一 个 
包含 另外 两 个 . 图 的 极 小 非 空 边 割 有 十 分 有 用 的 结构 性 质 . 

4.1,14 定 义 一 个 键 是 一 个 极 小 非 空 边 害 . 

这 里 ,“ 极 小 ”的 含义 是 没有 非 空 真子 集 也 是 边 割 .我 们 来 表述 连通 图 中 键 的 特征 . 

4.1.15 命题 如 果 G 是 连通 图 ， 则 边 割 下 是 键 当 且 仅 当 G 一 玉 恰 好 有 两 个 分 量 ， 

ER 令 F=[S，S] 是 一 个 边 割 . 先 假定 G 一 F 恰 有 两 个 分 量 ， 并 令 PRP 的 一 个 真子 集 . 图 
G 一 已 包含 G 一 下 的 两 个 分 量 并 且 至 少 还 有 一 条 介 于 这 两 个 分 量 之 间 的 边 ， 这 条 边 将 两 个 分 量 连 通 
起 来 . 因此 下 是 一 个 最 小 边 割 ， 故 而 是 一 个 键 . 

对 于 逆 命 题 ， 假 设 6G 一斑 有 多 于 两 个 的 连通 分 量 . 由 于 G 一 下 是 G[S] 和 G[S] 的 不 相交 的 并 ， 
因此 这 二 者 之 一 必 至 少 含有 两 个 连通 分 量 ,由 对 称 性 ， 不 妨 假设 GLS] 含 有 两 个 连通 分 量 . 因此 ， 
我 们 可 以 记 S= AUB， 其 中 没有 边 连接 A MB. REANA, AJMCB, BL FMM TR, PA 
是 一 个 键 . 


块 

没有 割 点 的 连通 图 不 一 定 是 2- 连 通 的 ， 因 为 它 可 能 是 Ki K 没有 割 点 的 连通 子 图 给 出 了 图 
的 一 种 有 用 的 分 解 . 

4.1.16 定 义 图 G 的 一 个 块 是 G 的 没有 割 点 的 极 大 连通 子 图 .如果 G 本 身 是 连通 的 并 且 没有 
制 点 ， 则 G 是 一 个 块 . 

4.1.17 例 ( 块 ) ME HER GHAR. VH Fox Po ire e. 但 Ta G 的 制 点 作为 
顶点 . 例如 ， 下 面 的 图 有 5 个 块 : Ke 的 3 个 拷贝 、1 个 Ks 和 1 个 既 不 是 环 也 不 是 完全 图 的 子 图 


<> a 
4.1.18 注 记 ( 决 的 性 质 ) 环 的 边 本 身 不 能 成 为 一 个 块 ， 因 为 它 含 于 更 大 的 一 个 没有 制 点 的 子 
Bieb. 因此 ， 一 条 边 是 一 个 块 当 且 仅 当 它 是 一 条 担 边 ; 树 的 所 有 块 就 是 它 的 所 有 边 ， 如 果 一 个 块 中 
的 顶点 多 于 两 个 ， 则 它 是 2- 连 通 的 . 一 个 无 圈 图 的 所 有 块 包含 其 所 有 孤立 点 、 所 有 市 边 和 所 有 的 极 
大 2- 连通 子 图 . " 
4.1.19 命题 图 的 两 个 块 最 多 只 有 一 个 公共 顶点 . 
证 明 我们 用 反 证 法 . 假设 块 Bl 和 B 至 少 有 两 个 公共 顶点 . 证 明 Bi U Bo 是 没有 制 点 的 连通 
子 图 ， 这 与 B 和 Be 的 极 大 性 矛盾 - 
如 打从 B, 中 删除 一 个 顶点 ， 则 所 得 的 子 图 是 连通 的 . 因此 ， 我 们 保留 了 B 中 剩 下 的 任意 顶点 
到 V(Bi) VCB2) 中 任意 顶点 的 一 条 路 径 . 由 于 这 两 个 块 有 至 少 两 个 公共 顶点 ， 因 此 删除 单个 顶点 
后 在 交 中 还 剩 有 一 个 顶点 . 我 们 保留 了 所 有 顶点 到 该 项 点 的 路 径 ， 故 只 删除 一 个 顶点 不 能 使 得 
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Bi U B: 变 成 不 连通 图 . a 

任意 一 条 边 都 是 没有 割 点 的 子 图 ， 故 而 含 于 某 个 块 中 . 可 以 断言 一 个 图 的 所 有 块 分 解 了 该 图 . 
图 中 块 的 作用 有 些 类 似 于 有 向 图 的 强 连通 分 量 (定义 1.4.12), 但 是 强 连通 分 量 之 间 没 有 公共 顶点 
(习题 1. 4. 13a). 故 图 的 块 分 解 了 边 集 ， 而 有 向 图 的 强 连 通 分 量 只 是 划分 了 顶点 集 并 且 在 通常 情况 
下 要 忽略 一 些 边 . 

如 果 G 的 两 个 块 有 一 个 公共 顶点 ， 则 该 顶点 必 是 G 的 一 个 割 点 . 块 和 制 点 之 间 的 相互 作用 关系 
可 以 用 一 种 特殊 的 图 来 描述 . 

“4.1.20 定 义 图 G 的 块 - 割 点 图 是 一 个 二 部 图 日 ， 其 中 一 个 部 集 由 G 的 割 点 构成 而 另 一 个 部 
集中 的 每 个 点 b; 对 应 于 G 的 一 个 块 Bi. 我 们 包含 vb; HAH 的 一 条 边 当 且 仅 当 vE bi. 


An G 是 连通 的 ， 则 其 块 - 割 点 图 是 一 棵 树 ( 参 见习 题 34) 并 且 该 树 的 叶子 都 是 G 的 块 ， 央 此 ， 
非 单 块 图 至 少 含有 两 个 块 ( 叶 块 ) 使 得 每 个 块 恰 有 G 的 一 个 割 

用 搜索 图 的 技术 可 以 找 出 所 有 的 块 . 在 深度 优先 搜索 (DFS) 中 ， 我 们 总 选择 最 近 到 达 的 还 存在 
未 处 理 的 边 的 了 续 进 行 搜索 (该 过 程 也 称 为 回溯 ). 相应 地 ， 广 度 优先 搜索 (算法 2. 3. 8) 从 最 旱 
处 理 过 的 顶点 出 发 进行 搜索 . 因此 ，DFS 和 BES 之 间 的 区 别 在 于 在 DFS 中 我 们 把 要 搜索 的 项 点 序 
列 维护 成 一 个 后 进 先 出 的 “ 栈 "而 不 是 一 个 队列 . 

“4.1.21 例 (深度 优先 技 索 ) ”在 下 面 的 图 中 ， 从 顶点 出 发 的 一 个 深度 优先 搜索 找到 顶点 的 
Mu. as b. cs d, es fy g. 对 DES 和 BES 来 说 ,找到 顶点 的 顺序 都 依赖 于 从 搜索 顶点 出 发 
搜索 它 的 边 的 次 序 . 


H 了 
A m 


从 顶点 4 出 发 的 广度 优先 搜索 或 深度 优先 搜索 都 生成 一 棵 以 为 根 的 树 ， 每 次 搜索 某 项 点 x 都 
得 到 一 个 新 顶点 v， 我 们 加 入 边 zw 这 样 逐 步 得 到 一 棵 树 ， 它 是 包含 项 点 “的 连通 分 量 的 生成 树 . 
深度 优先 搜索 的 运用 依赖 于 所 产生 的 生成 树 的 一 个 基本 性 质 . 

“4.1.22 引 理 T ALT ua 出 发 进行 深度 优先 搜索 时 产生 的 连通 图 G 的 生成 树 ， 则 对 
于 G 的 不 含 于 下 中 的 任意 一 条 边 ， 其 端点 vs w TARA T PHu, wE. 

证 明 令 ww 是 G 的 一 条 边 ， 并 假设 深度 优先 搜索 时 先 搜索 到 而 后 搜索 到 ve 由 于 vw 是 一 条 
边 ， 内 此 不 可 能 在 也 被 加 入 到 工 之 前 完成 对 的 搜索 . 因此 w XU EE v 的 搜索 完成 前 形成 的 子 
树 中 ， 因 此 从 u F) w 的 路 径 包含 a 

14.1.23 算法 (计算 图 的 块 ) 

输入 : 连通 图 C( 图 的 块 是 该 图 所 有 连通 分 量 的 块 ， 每 个 连通 分 量 的 块 可 以 用 深度 优先 搜索 获 
得 ,因此 假设 @ 是 连通 图 ). 

思想 : 建立 G 的 一 棵 深度 优先 搜索 树 T. 当 一 些 块 被 识别 出 来 后 则 删 掉 工 的 某 些 部 分 . 维护- 
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个 顶点 ACTIVE. 
初始 化 : 取 xEV(G) 为 根 ; 令 工 为 ACTIVE; 设 T— Gn. 
循环 : 设 v 表 示 当 前 的 活动 顶点 . 
DUR vv 有 一 条 未 处 理 的 关联 边 ww， 则 


1A) 如 果 wEVCT). WH vw 添加 到 了 中 ,将 vw 标记 为 处 理 过 ， 令 wA ACTIVE. 
1B) 如 果 wEVCT), W w o 的 祖先 ; 将 ow 标记 为 处 理 过 


2) 如 果 wv 没有 未 处 理 的 关联 边 ， 则 


2A) 如 果 vér iti w KE v 的 父亲 ， 则 令 wH ACTIVE. 如 果 以 o 为 根 的 当前 子 树 了 “中 没有 项 
点 通过 一 条 处 理 过 的 边 连接 到 w 之 前 的 祖先 上 ， 则 VTO U{zw} 是 一 个 块 的 项 点 集合 ， 
记录 这 一 信息 并 从 工 中 删除 VCT ). 

2B) 如 果 v 一 z， 结 束 . " 


“4.1.24 例 ( 找 出 所 有 块 ) 对 下 面 的 图 ， 从 工 出 发 的 深度 优先 搜索 按照 顺序 <c，b，c，cd，*e， 
Sy Bo hy is 了 访问 其 他 项 点. 我 们 按照 顺序 {a, b, c d)les f» g, hllas illz, a, etiz, jii 
出 了 所 有 块 . 每 当 找 出 一 个 块 ， 即 删除 该 块 中 除 最 上 面 的 顶点 外 的 其 他 顶点. 习题 36 要 求 给 出 正 


确 性 的 证 明 , 
了 
f 
8 
LJ 
习题 
4.1.1 (一 ) 对 下 面 的 每 个 命题 给 出 证 明 或 举 出 反例 . 


a) 任 意 连通 度 为 4 的 图 是 2- 连通 的 . 

b) 任 意 3- 连 通 图 的 连通 度 为 3. 

ec) 任意 所 连通 图 均 是 4- 边 -连通 的 . 

d) 任 意 刀 边 -连通 图 均 是 A- 连 通 的 . 

(一 ) 为 下 面 的 命题 举 一 个 反例 ， 然 后 添加 一 个 假设 条 件 使 得 它 成 立 并 证 明 所 得 命题 的 正确 
Tk. 如 果 e 是 图 C 的 一 条 割 边 ， 则 e 至 少 有 一 个 端点 是 G 的 割 点 . 

(一 ) 设 G 是 含有 多 于 个 顶点 的 图 且 不 是 完全 图 . 证 明 : 如 果 G 不 是 人 -连通 的 ， 则 它 有 一 
个 大 小 为 一 1 的 分 离 集 . 

(一 ) 证 明 : FAG 是 -连通 的 当 且 仅 当 GV K,( 定 义 3. 3.6) 是 k 十 -连通 的 . 

(一 ) 令 G 是 至 少 含有 3 个 顶点 的 连通 图 . BRAG, RE do Gr. y) 72 则 添加 一 条 端点 为 
Xx，y 的 边 ， 将 所 得 到 的 图 记 为 G'. EH: G' 是 2- 连通 的 . 


(一 ) 令 G 是 连通 图 并 且 其 所 有 块 为 B, = B 证 明 : GRA ( >》)n(Bi) ) 一 k 十 1 个 顶点 . 


(一 ) 给 出 一 个 公式 将 连通 图 的 生成 树 的 标 数 表示 成 其 块 的 生成 树 的 棵 数 : 


对 下 面 的 每 个 图 G， 确 定 其 x(G)、x(G) 和 6(G) (提示 : 对 于 左 侧 的 图 ， 用 命题 4. 1. 12 来 
得 到 边 -连通 度 ). 
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.1.9 对 于 满足 Obl WYER BBR, Lom. HAR G HR eC k, (OSH 


6(G) — m. (Chartrand-Harary[ 1968) 

.10 (1) 找 出 (并 证 明 ) 连 通 度 为 1 的 最 小 3- 正 则 简单 图 . 

1.11 证 明 : 如 果 G 是 满足 A(G)<3 的 简单 图 ， 则 x (G) C. 

.12 设 n, 上 是 正 整数 ， 其 中 是 偶数 而 k 是 奇数 ， 并 且 nk 1. 4 G 是 如 下 构造 的 &- 正 则 简 
单 图 : 在 环 上 放 个 顶点 ， 让 每 个 顶点 与 它 对 面 的 顶点 邻接 ， 并 且 将 它 与 环 的 每 个 方向 上 
距 该 点 最 近 的 (k 一 1)/2 个 顶点 置 为 邻接 . 证 明 : eCG) =k. (Harary[1962a]) 


.1.13 在 Km.n 中 ， 设 S 由 一 个 部 集 的 a 个 顶点 和 另 一 个 部 集 的 5 个 顶点 构成 . 


a) 通 过 计算 将 | [S，5] | 用 a,，6b，m，n 表示 出 来 . 
b) 通 过 (a) 从 数字 上 证 明 : x (Cu) — minim, n}. 
中 证 明 ，K3.3 中 任意 由 7 条 边 构成 的 集合 均 是 不 连通 集 ,但 任意 由 7 条 边 构成 的 集合 均 不 


.1.14 (1) 设 G 是 一 个 连通 图 ， 且 对 于 其 中 的 每 条 边 。 均 存在 两 个 包含 e WHC) 和 C2 使 得 二 者 


的 唯一 公共 边 是 e 证 明 : G 是 3- 边 -连通 的 . 用 这 个 结论 证 明 Petersen 图 是 3- 边 -连通 的 ， 
1.15 “利用 命题 4. 1. 12 和 定理 4. 1. 11 证 明 Petersen 图 是 3- 连 通 的 . 
利用 命题 4. 1. 12 证 明 Petersen 图 有 一 个 大 小 为 m 的 边 割 当 且 仅 当 3« m 12H 对 于 
1< [S| <5, 考虑 1 [S, S] 1D. 
证 明 ， 从 Petersen 图 中 删除 大 小 为 3 的 边 害 将 得 到 一 个 孤立 顶点. 
设 G 是 三 角形 无 关 的 简单 图 ， 其 最 小 度 至 少 为 3. 证明， 如果 nC 11. N)G 是 3- 边 - 连 
通 的 . 找 出 一 个 具有 12 个 顶点 的 3- 正 则 二 部 图 使 得 它 不 是 3- 边 -连通 的 ， 由 此 证 明 上 面 
题 设 中 的 不 等 式 是 最 优 的 (Calvin) 
1.19 GER: 如 果 G 是 简单 图 日 3(G) 三 nx(G) 一 2， 则 <(G) — 8C). 对 任意 ">4， 构 造 一 个 最 小 
度 为 n 一 3 且 连 通 度 小 于 一 3 的 -顶点 简单 图 ， 由 此 证 明 上 面 题 设 中 的 不 等 式 是 最 优 的 . 
1.20 (Di G El n/2-1<8(G)<n—2 的 简单 -顶点 图 . 证 明 : 对 于 满足 k<26(G) 十 2 一 
的 所 有 值 ，G 是 上 -连通 的 . 构造 一 个 最 小 度 为 $ 但 对 一 28 二 3 一 ! 不 是 人 -连通 的 简单 六 
顶点 图 ， 由 此 证 明 题 设 中 关于 A 值 的 不 等 式 是 最 优 的 ( 注 : 命题 1. 3.15 是 5(G) 一 Cn 一 1)72 
时 的 特殊 情况 ). 


1.21 CORGAE ne +) HAOS HEE qi AR. 证明: 如果 GS 的 连通 


a 


$3 


分 量 多 于 ! 个 ， 则 | S| Sk. 构造 一 个 恰当 的 最 小 度 为 | OO | 的 简单 -顶点 图 ， 
由 此 证 明 nSk HI MAX OMBRA ERREGE: 这 推广 了 习题 4. 1. 209. 


.1.22 (1)k 二 1- 连通 图 的 充分 条 件 (Bondy[1969]) 


a) 设 G 是 顶点 度 为 di 三 … 三 d, 的 简单 -顶点 图 . 证 明 : 如 果 dj 之 j 十 对 任意 jn 一 1 一 
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.23 


.24 


,25 


.26 


.27 


.28 


.29 


30 


.31 


32 


.33 
«34 


d, BOL, M C 是 上 十 1- 连 通 的 ( 注 : 习题 1. 3. 64 是 该 命题 在 人 一 0 时 的 特殊 情况 ). 

DRE Oscj-- kxcn. 构造 一 个 wn- 顶 点 图 G HERO RAC 有 j 个 顶点 的 度 为 j 十 k 一 1、 
nn 一 j 一 上 个 顶点 的 度 为 n 一 j 一 1 并 有 上 个 顶点 的 度 为 n 一 1. 从 哪 种 意义 上 讲 ， 这 证 明了 a 
是 最 优 的 结果 ? 

(DD) 设 G 是 一 个 偶数 阶 的 -连通 图 并 且 它 不 含 K1.r+1 作 为 诱导 子 图 . WEH: G 有 一 个 1- 因 

F . (Sumner[1974b]) 

(Dx = 0 的 度 条 件 设 G 是 简单 -顶点 图 . 利用 推论 4. 1. 13 证 明 下 述 命题 

DME IG [n/2], We (D = 二 8(G). 对 任意 4， 构造 一 个 满足 aG) —[n/2|-1H. 
x (GG) «C ff fi 3 -顶点 图 G， 由 此 证 明 上 述 结论 是 最 优 的 . 

b) 如 果 dlr) Hd Sn] 对 任意 xyoy 成 立 ， 则 wx(G)=6(G). 对 任意 n24 A OG) =m< 
n/2—1 Vil — ^A WE Kk (G) (0G) = m H dir) + dC) Zin— 2 对 任意 zyoy 成 立 的 图 G, 
由 此 证 明 上 述 结果 是 最 优 的 . 

(上 ) 直 径 为 2 时 有 wx(G)=6(G). 设 G 是 一 个 直径 为 2 的 简单 图 ， 并 令 [S，5] 是 满足 | S | < 

1S | 的 一 个 最 小 边 割 . 

a) 证 明 ，5 的 每 个 项 点 在 S 中 均 有 相 邻 顶点 . 

b) 利 用 (a) 和 推论 4. 1. 13 WEH: (G) =8(G). CPlesnik[ 1975 ]) 

(Dik PEG 中 的 一 些 边 构成 的 集合 . 证 明 : F 是 一 个 边 割 当 且 仅 当 F 含有 G 中 任意 环 的 

偶数 条 边 . 比如 ， 如 果 G= Cs， 则 任意 由 偶数 条 边 构 成 的 集合 均 是 边 制 ， 但 任意 由 奇数 条 

边 构 成 的 集合 均 不 是 边 割 ( 提 示 : 充分 性 的 证 明 就 是 要 将 G 一 下 的 连通 分 量 分 成 两 个 集合 

使 得 下 中 的 任意 一 条 边 恰好 在 每 个 集合 中 有 一 个 端点 ). 

(4) 设 [S，5] 是 一 个 边 割 . 证 明 : 存在 两 两 间 无 公共 边 的 一 些 键 使 得 这 些 键 (作为 边 集 ) 的 

并 是 CS，S]( 注 如果 [S，S] 本 身 是 一 个 键 ， 则 命题 是 平凡 的 ). 

(90 证明， 两 个 边 制 的 对 称 差 是 一 个 边 割 (提示 : 画 一 个 图 表示 两 个 对 称 差 并 用 它 引导 

证 明 ). 

CDi H Jil ll G 的 一 个 生成 子 图 . 证 明 : H 是 G 的 一 棵 生成 树 当 且 仅 当 子 图 G 一 

ECH) 不 含 键 并 通过 增加 H 的 任意 边 构建 一 个 不 含 键 的 子 图 ( 注 : 更 一 般 的 论述 见 8.2 节 ). 

(一 ) 设 G 是 一 个 简单 图 ， 其 顶点 集合 为 {1，…，11)，iyw 当 且 仅 当 i 和 j 具 有 大 于 1 的 公 

因子 . 找 出 G 的 所 有 块 . 

仙人 党 图 是 每 个 块 均 为 一 条 边 或 者 一 个 环 的 连通 图 . 证 明 : 一 个 简单 -顶点 仙人 掌 图 中 边 

的 最 大 数目 是 |3(n 一 1)/2 上 提示 : Ex] Ly Kl x yp. 


DAL 


证 明 ， 图 的 每 个 顶点 的 度 均 为 偶数 当 且 仅 当 每 个 块 都 是 欧 拉 图 ~ 

证 明 : 连通 图 是 - 边 -连通 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 块 均 是 k- 边 连通 的 

(* ) 块 - 制 点 图 (参见 定义 4.1.20). 设 图 G 有 一 个 割 点 ,日 是 G 的 块 -市 点 图 . Harary- 
Prins[1966]) 

a) 证 明 : H 是 一 个 森林 
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DWE: G 至 少 有 两 个 块 使 得 其 中 每 个 块 恰 有 G 的 一 个 割 点 . 
UE: 有 “个 连通 分 量 的 图 恰好 有 A + D (6b(v) 一 1) 个 块 ， 其 中 6(w) 是 包含 v 的 块 数 . 
DEA: 任意 图 的 割 点 比 它 的 块 少 . 
4.1.35 RAHM H BAG 的 两 个 极 大 -连通 子 图 . 证 明 : 这 二 者 最 多 有 一 1 个 公共 顶点 . 
(Harary-Kodama[ 1964]) 
4.1.36 (*) 证 明 : 算法 4.1.23 正确 地 找 出 了 任意 图 的 所 有 块 . 
4.1.37. Cm ) 设 计 一 个 算法 用 来 计算 任意 有 向 图 的 所 有 强 连通 分 量 ， 并 证 明 其 正确 性 (提示 :模仿 
算法 4.1.23). 
4.2 -连通 图 
如 果 通 信和 网 络 的 节点 之 间 有 和 多 条 可 供 选 择 的 路 径 ， 则 该 网 络 具 有 一 定 的 容错 性 ， 而 且 无 公共 边 
(或 公共 顶点 ) 的 路 径 越 多 容错 性 越 好 . 本 节 要 证 明 这 种 衡量 连通 性 的 度量 本 质 上 等 同 于 人 连通. 当 
= 1 时 ,定义 本 身 就 阐明 了 图 G 是 1- 连通 的 当 且 仅 当 任意 项 点 对 通过 一 条 路 径 相连 . 对 于 较 大 的 人 
值 ， 二 者 间 的 等 价 性 则 不 十 分 明显 . 
2- 连 通 图 
我 们 从 描述 2- 连 通 图 的 特征 开始 . 
4.2.3 EX. 从 v& 到 u 的 两 条 路 径 内 部 不 相交 ， 如 果 它 们 没有 公共 的 内 顶点 
4.2.2 定理 (Whitney[1932a]) 至 少 含有 3 个 顶点 的 图 G 是 2- 连 通 的 当 且 仅 当 对 于 任意 顶点 对 
u, VEV AG PAE AAA AR du, vie. 
证 明 充分 性 ， 如 果 G 含有 内 部 不 相交 的 u,v 路 径 ， 则 删除 一 个 顶点 不 能 将 u 和 vw 分离， 由 
于 这 个 条 件 对 任意 顶点 对 u,v 均 成 立 ， 故 删除 一 个 顶点 不 能 使 得 任意 顶点 与 任意 其 他 顶点 间 不 可 
ik. 由 此 得 到 G 是 2- 连 通 的 . 
必要 性 ， 假 定 G 是 2- 连 通 的 . 对 d(w， 了 用 数学 归纳 法 来 证 明 G 有 内 部 不 相交 的 u， 路 径 . 
RABI a, v)=1): Mdu, 0) =1 时， 图 G—uv EEUU. AH & (024 ( 22. G uv 
"BB us vc BEES wv 本 身 构 成 的 u,v 路 径 内 部 不 相交 . 
归纳 步骤 (d(k，u 二 1D: bk dCi, v). 令 外 是 某 条 最 短 w，v- 路 径 上 位 于 v 之 前 的 那个 项 
点 ， 有 du，z)=A 一 1. 由 归纳 假设 ，G 有 内 部 不 相交 的 x，w 路径 P MQ. 如 果 vEV(P)UV(Q)， 
WEI PUQ 上 可 以 找到 要 求 的 路 径 . 假设 不 是 这 种 情况 . 
由 于 是 2- 连 通 的，G 一 也 是 连通 的 进而 含有 一 条 wu，w- 路 径 R. RR BIT P 或 Q， 则 我 
们 完成 了 证 明 ， 但 是 尺 可 能 与 已 和 Q 都 有 公共 的 内 部 顶点. 设 = 是 尺 上 最 后 一 个 (" 之 前 ) 属 于 PUQ 
的 顶点 . 由 对 称 性 ， 不 妨 假设 EP. 我 们 将 P 的 w，z- 子 路 径 与 R 的 =，z 子 路 径 合并 即 得 到 一 条 
5j QU we 内 部 不 相交 的 wx， 六 路 径 . 


4.2.3 引 理 (扩张 引 理 ) 设 G 是 一 个 人 -连通 图 ， 在 其 中 添加 一 个 新 项 点 y 并 使 它 在 G PESA 
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不 个 相 邻 项 点， 将 所 得 到 的 图 记 为 G ， 则 G' 是 人 -连通 的 . 
证 明 证明 必 的 分 离 集 S 的 大 小 至 少 为 k. 如 果 VES, WS yi DBT G, ili | S| 之 k 十 1. 
WR vESTINGOSS, WS) Sk. FMW N(y) 一 S 位 于 G' 一 S 的 某 一 个 连通 分 量 中 ， 于 是 S 也 分 


ATG, vem | S | Sk 
Cp 
a 


4.2.4 定 理 对 于 至 少 有 3 个 顶点 的 图 G， 下 面 的 条 件 是 等 价 的 (并 且 描述 了 2- 连通 图 的 特征 ): 

AG 是 连通 的 并 且 没有 人 割 点 . 

B) 对 任意 zx，yEV(G)， 存 在 内 部 不 相交 的 x, y BE. 

OES r, VEV), EBÈ yR. 

D)6(G)>1 并 且 G 的 每 一 对 边 均 位 于 一 个 公共 环 上 . 

证 明 定理 4.2.2 证 明了 ASB. 

对 于 Bec. WERA rA y 的 那些 环 对 应 于 内 部 不 相交 的 +，y- 路 径 构成 的 那些 路 径 对 . 

对 于 DSC, REAGOS RH x My 都 不 是 孤立 的 ; 然后 将 D 的 后 面部 分 应 用 到 与 x 和 y X 
联 的 边 上 ， 如 果 只 有 -- 条 这 样 的 边 ， 则 用 这 条 边 和 关联 到 另 一 个 项 点 的 任意 一 条 边 . 

为 完成 证 明 ， 假 设 G 满足 A 和 C 中 这 两 个 相互 等 价 的 性 质 ， 然 后 来 推导 D. 由 于 G 是 连通 的 ， 
HOG) >]. 现在 考虑 两 条 边 cy 和 uv. 在 G 中 添加 顶点 w 使 其 邻 域 为 {u，v)， 青 添加 顶点 = 使 其 邻 
Bir. yl. 由 于 GG 是 2- 连 通 的 ， 由 扩张 引 理 ( 引 理 4. 2. 3) 可 知 最 后 得 到 的 图 G 也 是 2- 连 通 的 - 

TG, AVE CO GR. 故而 也 和 z 位 于 G 的 一 个 环 C 上 . BET wA 中 的 每 个 项 点 都 其 
AME 2， 央 此 (上 C £16 T MEER us w v 和 x，z，y 但 是 不 包含 边 wv Mary. 用 边 uv 和 zy 分 别 代替 路 
feu, w vv 和 z，z，y 即 得 到 G 中 经 过 wv 和 zy HH. 


4.2.5 定义 ”在 图 中， 边 ww 的 细 分 是 用 通过 一 个 新 顶点 w HBB uy wy v RAIL uv 这 个 操作 ， 


O- G5 


4.2.6 推论 如 果品 是 2- 连 通 的 ， 则 细 分 G 的 一 条 边 得 到 的 图 G 也 是 2- 连 通 的 . 


Eate, 找到 通过 它们 的 环 (定理 4. 2. 4D). 

由 于 GR 2- 连通 的 ， 因 此 G 的 任意 两 条 边 都 位 于 某 个 公共 的 环 上 (定理 4. 2. 4D). 当 所 给 的 G 
Whe, 位 于 G 中 ， 则 G 中 通过 这 两 条 边 的 环 也 在 G 中， 除非 这 个 环 用 到 了 边 uv， 这 时 我 们 要 修 
改 这 个 环 . 这 里 “修改 这 个 环 ”是 指 " 用 通过 ww 的 长 为 2 的 路 径 x，w，v 代 替 边 uv". 

于 ceEE(O) 而 /Eluww， wo) BE. BAC Hate 和 uw HH. 当 {e，/) 一 {ww，wv} 时 ， 修 改 通 过 
uv 的 环 即 可 . a 

2- 连 通 图 这 个 类 上 共有 一 个 性 质 ， 即 每 个 2- 连 通 图 的 构造 可 以 表达 成 一 些 环 和 一 些 路 径 . 


(163) 
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4.2.7 定 义 ”图 G 的 耳 是 G 中 内 部 顶点 的 度 均 为 2 的 极 大 路 径 . 图 G 的 耳 分 解 是 满足 下 面条 件 
的 分 解 Po ，… Py; Po 是 一 个 环 而 i 之 1 时 P; 是 PoU…UPi 63. 
Ps 


e 9 


4.2.8 定理 (Whitney[1932a]) 一 个 图 是 2- 连通 的 当 且 仅 当 它 有 耳 分 解 . 而 且 ，2- 连 通 图 的 每 
个 环 均 是 菜 个 耳 分 解 的 起 始 环 . 

证 明 充分 性 ， 由 于 环 是 2- 连 通 的 ， 央 此 只 需 证 明 往 其 中 添加 耳 保 持 2- 连 通 . us. o EXER 
加 到 2- 连 通 图 G 上 的 耳 P 的 端点 . 添加 一 条 边 不 会 减 小 图 的 连通 度 ， 因 此 G+ uv 是 2- 连通 的 . 连 
续 进行 一 系列 细 分 就 将 G 十 uv 转变 为 GUP， 其 中 是 GUP HE. 由 推论 4.2.6 可 知 ， 每 个 细 分 
均 保持 2- 连 通 . 

必要 性 ， 给 定 2- 连 通 图 G， 我 们 要 从 G 中 的 一 个 环 C 出 发 建立 G 的 一 个 耳 分 解 . 令 Go=C. 设 
Gi 是 连续 添加 i 个 耳 后 得 到 的 子 图 . WE G; 关 G， 则 可 以 选 出 G 一 E(G;) 的 一 条 边 uv 和 (Gi) 的 一 
Ail xy 由 于 G 是 2- 连 通 的 ， 因 此 uv 和 <zy 位 于 一 个 公共 的 环 C' 中 . PRC PHM, CAA 
uv 并 恰好 有 Gi 中 的 两 个 顶点 ， 并 且 每 个 顶点 恰好 位 于 的 一 端 . 现在 ， 可 以 把 卫 添 加 到 Gi 中 得 
到 更 大 的 子 图 Gi+;， 其 中 是 它 的 耳 . 只 有 在 包含 完 G 的 所 有 边 之 后 ， 这 个 过 程 才 结束 . a 

每 个 2- 连 通 图 都 是 2- 边 -连通 的 ， 但 逆 命 题 不 成 立 .前面 讲 过 ， 蝴 蝶 结 图 是 一 个 由 共享 一 个 项 
点 的 两 个 三 角形 成 的 图 ， 它 是 2- 边 -连通 的 ， 但 不 是 2- 连 通 的 . 由 于 2- 边 -连通 图 包含 更 多 的 图 ， 
故 对 2- 边 -连通 图 的 分 解 也 需要 更 一 般 的 操作 ， 其 证 明 类 似 于 定理 4. 2. 8. 


>< 


4.2.9:EX. 图 G 的 一 个 闭 耳 是 G 中 除 一 个 顶点 外 其 他 顶点 的 度 均 为 2 的 一 个 环 .GG 的 一 个 闭 - 
耳 分 解 是 满足 下 面条 件 的 分 解 Po，…，Ph: Po 是 一 个 环 而 iS 1 时 Pi 要么 是 PoU…UPi 的 ( 开 ) 
耳 要 么 是 PbU…UPi 的 闭 耳 . 

4.2.10 定理 ”一 个 图 是 2- 边 -连通 的 当 且 仅 当 它 有 一 个 闭 - 耳 分 解 ， 而 且 2- 边 -连通 图 的 每 个 环 
均 是 这 样 的 某 个 分 解 的 起 始 环 . 

证 明 ”充分 性 ， 割 边 是 不 在 环 上 的 边 ( 定 理 1. 2. 14) ， 央 此 连通 图 是 2- 边 -连通 的 当 且 仅 当 任意 
边 都 位 于 某 个 环 上 . 最 初 的 环 是 2- 边 -连通 的 . 如 果 添 加 一 个 闭 耳 ， 则 它 的 所 有 边 构 成 一 个 环 . 如 
果 添 加 一 个 开 耳 PP 到 一 个 连通 图 G， 则 G 中 连接 P 的 端点 的 一 条 路 径 义 完成 了 包含 P 中 所 有 边 的 
一 个 环 . 在 每 种 情况 下 ， 新 得 到 的 图 仍 是 连通 的 . 因此 ， 添 加 一 个 开 耳 或 闭 耳 保持 图 是 2- 边 - 连 
33m. 

必要 性 . 给 定 一 个 2- 边 -连通 图 G, 设 Po EG 中 的 一 个 环 . 考虑 G 的 子 图 G 的 闭 - 耳 分 解 Po，…， 
P, 如 果 G 尖 Gi， 则 可 以 找 出 一 个 耳 继续 添加 . 由 于 G 是 连通 的 ， 故 存在 一 条 边 wv€ E(G) 一 E(Gi) 
且 wuEV(Gi). 由 于 G 是 2- 边 -连通 的 ,因此 wv 位 于 某 个 环 C 中 . 沿 C 行进 直到 同 到 V(G)， 到 此 
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为 止 所 经 过 的 边 形成 一 个 环 或 者 路 径 已 将 P 添 加 进来 得 到 G 的 一 个 更 大 的 子 图 Gi+!， 且 了 在 其 
中 是 一 个 开 耳 或 闭 耳 . 只 有 包含 完 G 的 所 有 边 后 ， 这 个 过 程 才 结束 . " 
有 向 图 的 连通 度 

关于 大 连通 图 和 A- 边 -连通 图 的 结果 同样 适用 于 有 向 图 . 这 时 ， 我 们 采用 类 似 的 术语 . 

4.2.11 定 义 有 向 图 了 的 一 个 分 离 集 或 点 割 是 一 个 集合 SSV(D)， 它 使 得 D 一 S 不 是 强 连 通 
的 .G 的 连通 度 <(D) 是 如 下 的 顶点 集合 S 的 大 小 的 最 小 值 : S 使 得 口 一 S 不 是 强 连通 的 或 只 有 一 个 
顶点 .有 向 图 是 人 连通 的 ， 如 果 其 连通 度 至 少 为 上 对 于 有 向 图 DD 中 顶点 的 集合 S，T， 设 [S，T] 
表示 尾部 在 S 中 且 头 部 在 T 中 的 那些 边 构成 的 集合 . 一 个 边 割 是 某 个 集合 忆 夫 SCV(CD) 对 应 的 集合 
[S，5]. 有 向 图 是 k- 边 连通 的 ， 如 果 其 每 个 边 割 至 少 有 上 尺 条 边 . 边 割 大 小 的 最 小 值 称 为 边 -连通 度 
KD). 

4.2.12 注 记 因为 1[S，S] | 表示 离开 集合 S 的 边 的 条 数 ， 因 此 可 以 把 边 -连通 度 重新 表述 
为 如 下 定义 : 图 或 有 向 图 G 是 人 边 连通 的 当 且 仅 当 对 项 点 的 每 个 非 空 真子 集 S 至 少 存在 人 条 离开 

HEELS, THEA SBT 的 边 构成 的 集合 ， 其 意义 依赖 于 所 讨论 的 是 图 还 是 有 向 图 . 在 图 中 ， 
我 们 认为 它 由 端点 分 别 位 于 这 两 个 集合 中 的 所 有 边 构成 ， 而 在 有 向 图 中 ,我们 认为 它 仅 由 尾部 在 S 
中 且 头 部 在 了 中 的 那些 边 构 成 . a 

强 连 通 图 类 似 于 2- 边 -连通 图 . 

4.2.13 命题 添加 一 个 (有 向 ) 耳 到 一 个 强 有 向 图 产生 一 个 更 大 的 强 有 向 图 . 

证 明 根据 注 记 4. 2.12， 一 个 有 向 图 是 强 连通 的 当 且 仅 当 对 顶点 的 每 个 非 空 真子 集 存 在 一 条 
起 始 边 .如 果 添 加 一 个 开 耳 或 闭 耳 P 到 有 向 图 D， 则 对 于 满足 SN DCV(D) 的 每 个 集合 ，S 已 有 
一 条 从 S 到 V(D) 一 S 的 一 条 边 . 我 们 只 需 考虑 与 VCD) 不 相交 的 那些 集合 和 包含 VCD) 但 不 完全 包 
含 VCP) 的 那些 集合 . 对 每 个 这 样 的 集合 ， 存 在 一 条 沿 已 离开 该 集合 的 边 . 

在 何 种 条 件 下 ， 一 个 道路 网 络 的 所 有 街道 只 允许 单 向 通行 而 不 存在 从 某 个 地 点 不 能 到 达 的 地 
Ji? 换 名 话说， 一 个 图 在 什么 条 件 下 才 具 有 强 定 向 ?下面 的 图 就 没有 强 定 向 . 对 此 ， 那 些 显然 的 必 


要 条 件 也 是 充分 的 . 


4.2.14 定理 (Robbins[1939]) 一 个 图 有 强 定向 当 且 仅 当 它 是 2- 边 -连通 的 。 

证 明 必要 性 ， 如 果 一 个 图 是 不 连通 的 ， 则 从 某 些 顶点 出 发 在 任何 定向 中 均 无 法 到 达 其 他 一 些 
顶点 .如果 G 有 一 条 制 边 zy， 它 在 定向 万 中 由 工 指向 y， 则 在 D 中 无 法 从 y Eli c. 因此 ，C 必须 
是 连通 的 并 且 没 有 割 边 . 

充分 性 如果 G 是 2- 边 -连通 的 ， 则 它 有 一 个 闭 - 耳 分 解 . 我 们 定向 一 个 初始 环 ， 得 到 一 个 强 
连通 图 . 当 添加 每 个 新 的 耳 时 ， 我 们 一 致 地 为 它 定向 ， 命 题 4. 2. 13 保证 了 得 到 的 仍然 是 强 连 通 图 . 

a 

Robbins 的 这 个 定理 可 以 推广 到 所 有 的 如 果 Gf — 7h k- 3h e MER 4. 2. 12 意味 

着 G 必 是 2k- 边 -连通 的 . Nash-Williams[196o] 证 明了 这 个 显然 的 必要 条 件 也 是 充分 的 : 一 个 图 有 
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边 - 连 通 的 定向 当 且 仅 当 它 是 2k- 边 -连通 的 . 当 G 是 欧 拉 图 时 ， 这 很 简单 (习题 21), 但 是 一 般 的 情形 
则 比较 困难 (参见 习题 36-38). 该 结论 的 完整 论述 以 及 其 他 的 定向 定理 可 以 在 Frank[1993] 中 找到 . 
k -连通 图 和 k - 边 连通 图 

对 于 图 的 良好 的 连通 性 ， 我 们 已 经 给 出 两 个 度量 : 执行 顶点 删除 操作 时 保持 连通 度 的 能 力 和 项 
点 间 可 用 路 径 的 多 重 性 . 通过 扩展 惠 特 尼 (Whitney) 的 定理 ， 我 们 来 证 明 这 两 个 概念 是 相同 的 、 这 
对 顶点 删除 和 边 删除 都 成 立 ， 同 样 对 有 向 图 和 无 向 图 也 都 成 立 - 

我 们 首先 讨论 “局 部 ”问题 ， 即 讨论 特定 顶点 z+，y 之 间 的 路 径 . 这 里 的 定义 对 于 有 向 图 和 无 向 
图 均 成 立 , 

4.2.15 定义 给 定 z，yEV(G)， 和 集合 SCV() — (x, ylt—^ x, y SOFA n. yW, t 
果 G 一 S 中 没有 xz，y 路 径 . Dlr, PRET, yHOKD ORME. 邻 A(T，y) 表 示 由 两 两 内 部 
不 相交 的 Tr，y- 路 径 构成 的 集合 的 大 小 的 最 大 值 . 对 于 X，YSV(G)， 一 条 X，Y- 路 径 是 第 一 个 顶 
REX 中 、 最 后 一 个 顶点 在 Y 中 ， 并 且 其 他 顶点 均 不 在 XUY 中 的 一 条 路 径 . 

一 个 zx，y- 割 必然 包含 每 条 工 ，y- 路 径 的 一 个 内 部 顶点 . 没有 哪 一 个 顶点 能 够 将 两 条 内 部 不 相 
交 的 路 径 制 开 . Ai, er, VA, y). 因此 ， 寻 找 最 小 割 这 个 问题 与 寻找 路 径 的 最 大 集合 这 个 
问题 是 对 偶 问 题 ， 如 同 第 3 章 中 匹配 与 种 盖 之 间 的 对 偶 性 一 样 . 

4.2.16 例 在 下 面 的 图 G 中 ,集合 S={5，c，z，d) 是 一 个 大 小 为 4 的 x，y- 割 ， 故 x(x，y) 志 4. 
正如 左 侧 的 图 所 示 ，G 有 4 条 两 两 之 间 内 部 互 不 相交 的 x，y 路 径 . 故 M(z，y?) 之 4. HF Gr, y> 
Alr, VÄRE, AH ec(z，y) 一 MX(z，?) 一 4. 


考虑 顶点 对 w，z， 如 上 面 右 侧 的 图 所 示 .x(w，z) 二 A4(w，z) 一 3， 其 中 人，c，z} 是 一 个 最 小 
w, 2M. 图 G 是 3- 连 通 的 ; 对 每 个 项 点 对 w，vEV(G)， 均 可 以 找到 3 条 两 两 之 间 内 部 互 不 相交 
Wu, . 

由 内 部 不 相交 路 径 上 的 相等 关系 ， 可 以 得 到 无 公共 边 的 路 径 上 类 似 的 相等 关系 . 尽管 上 图 中 有 
x(w，z) 二 3, 但 要 将 所 有 w，z- 路 径 断 开 却 要 用 4 条 边 ， 并 且 其 中 确实 存在 4 条 两 两 间 无 公共 边 的 
w, cR. L] 

局 部 等 式 x(x，y) 二 A(z， 儿 总 成 立 ， 阐 述 这 个 事实 的 定理 我 们 称 为 Menger M. 关于 连通 度 
的 全 局 性 结论 和 关于 边 -连通 度 的 类 似 结果 ， 以 及 有 向 图 上 相关 的 结果 是 由 其 他 人 发 现 的 . 所 有 这 
些 结论 都 被 看 成 Menger 定理 的 不 同形 式 . 迄今 为 止 ， 已 经 发 表 的 Menger 定理 的 证 明 有 15 种 之 多 ， 
其 中 有 些 证 明 得 到 了 更 强 的 结论 ， 也 有 些 证 明 是 不 正确 的 (Menger 最 初 的 论述 中 的 一 个 缺陷 后 来 由 
König 补正 了 ) 

4.2.17 定理 (Menger[1927]) de c. y EG ETE E zy € EC, Nx, y- HHA DOR 
小 值 等 于 两 两 内 部 互 不 相交 的 T，y- 路 径 的 最 大 条 数 . 

ER ”对 于 任意 由 两 两 内 部 互 不 相交 的 zx，y- 路 径 构成 的 集合 ， 每 个 x，y- 割 必然 包含 其 中 每 
条 路 径 的 一 个 内 顶点 ， 而 且 这 些 内 顶点 各 不 相同 ， 故 <(z， 攻 二 MT，2)- 
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为 了 证 明 等 号 成 立 ， 我 们 对 xn(G) 用 数学 归纳 法 . 基本 步骤 : n(G) —2. Xit, h zy € E(G) 得 到 
kGr, y)=Ary y)=0. 归纳 步骤 : x(G) 二 2. 4 k—ko Gr, y). 我 们 来 构造 上 条 两 两 间 内 部 不 相交 的 
cr. VRE. 注意 ， 由 于 NCz) 和 N(y) 是 +，y- 割 ， 故 任意 的 最 小 割 都 不 能 真正 包含 NOR NO). 

情形 1，G 有 一 个 不 同 于 N(z) 和 N(y) 的 最 小 x，y- 害 S. 为 了 得 到 所 求 的 上 条 路 径 ， 我 们 将 由 
归纳 假设 把 +，S- 路 径 和 S，y- 路 径 合 成 起 来 (如 下 图 中 的 实 边 所 示 ). BV 是 zx，S- 路 径 上 的 顶点 
构成 的 集合 ，V2 是 $5，y- 路 径 上 的 顶点 构成 的 集合 . 我 们 断言 S=V NV. 由 于 S 是 一 个 最 小 工 ， 
六 割 ， 故 S 中 的 每 个 点 都 位 于 某 条 x，y- 路 径 上 ， 因 此 SSV NV. WMR ve C (v -S. Wind 
条 +，S- 路 径 的 +，v 部 分 和 某 条 S，y- 路 径 的 vw，y- 部 分 就 可 以 得 到 一 条 zx，y- 路 径 ， 而 且 它 避 开 
Tz, y WIS. 这 是 不 可 能 的 ， 故 S= Vi Vo. 同样 的 论述 可 以 证 明 ，Vi 不 包含 N(y) 一 S 中 的 点 县 
Vz 不 包含 NDS 中 的 点 

w GEV: JF, Rm ， 再 添加 S 与 之 间 的 所 有 边 ， 将 这 样 形成 的 图 记 为 Hi; 在 G[V2] 
中 添加 顶点 六， 再 添加 z 与 S 之 间 的 所 有 边 ， 将 这 样 形成 的 图 记 为 Ho. G 中 的 每 一 条 x，y- 路 径 均 
以 某 条 +，S- 路 径 ( 含 于 Hi 中 ) 开 始 ， 因 此 Hi 中 的 每 个 zx，y - 制 均 是 G 中 的 一 个 z+，y- 割 ,这样 ， 
en, Gr» y) =k, RAH, (x ，y) 二 

由 于 Vi RKE NO-S 中 的 顶点 且 Ve RE NGO- SPHA, 故 Hi 和 He 均 小 于 G 因此 ， 
由 归纳 假设 得 到 Am, Gre. y 一 人 一 AH G^. y). 由 于 VimVs=S， 因 此 从 Hi 中 的 上 条 +，y -路 径 
中 删除 y 并且 从 Ho 中 的 上 条 x ，y- 路 径 中 删除 zx" 即 得 到 G 中 所 需 的 z，S- 路 径 和 S，y 路径， 它 
们 合 起 来 就 形成 了 G 中 的 条 两 两 内 部 互 不 相交 的 +，y- 路 径 . 


情形 1 

情形 2， 任意 最 小 z+，y 制 要 么 是 N(x) 要 么 是 N(y). 同样 ， 我 们 仍然 构造 所 需 的 条 路 径 . 在 
这 种 情况 下 ，{z} UNCz)U NGCy) U1y) 以 外 的 任意 顶点 均 不 在 任何 一 个 最 小 z+，y- 割 中 . 如 果 G 有 
一 个 这 样 的 一 个 顶点 v， 则 ke 。(x，y) 一 k 并 且 在 G 一 v 中 运用 归纳 假设 即 可 得 到 G 中 所 需 的 z，>- 
路 径 . 同样 ， 如 果 存 在 顶点 u€ NGCzm NGy)， 则 出 现在 任意 z，y 割 中 且 kG-w(x，y) 5&1. 现 
在 ， 在 G 一 w 上 用 归纳 假设 即 得 到 k 一 1 RE. MERE us y 即 为 所 需 

最 后 ， 可 以 假定 NCz) 和 N(y) 是 V(G) 一 {z+，y} 的 划分 . 设 G 是 部 集 为 N(z) 和 N(y) 而 边 集 为 
[N(x)，N(y)] 的 二 部 图 .G 中 的 每 一 条 xz，y- 路 径 均 要 用 到 从 N(x) 到 N(y) 的 某 条 边 ， 故 G 的 所 
有 工 ，y 制 恰好 是 G' 的 所 有 的 顶点 覆盖 . 于 是 ，B(G') =k. H Konig-Egervary 定理 可 知 ， G' 有 一 个 
大 小 为 的 匹配 ,这 此 条 边 产生 上 条 长 度 为 3 的 两 两 内 部 不 相交 的 z+，y- 路 径 . a 

证 明 中 需要 讨论 情形 2， 因 为 在 5 一 N(x) 时 由 归纳 假设 无 法 得 到 S，y- 路 径 . 

定理 4. 2. 17 的 这 个 论断 同样 适用 于 有 向 图 . 对 于 有 向 图 的 情形 ,证明 是 完全 一 样 的; 仅 需 的 
改动 就 是 将 NCz) 和 N(y) 全 部 替换 为 NE (x) AI N OD. 

FE. 我们 对 无 公共 边 的 路 径 得 出 与 定理 4. 2. 17 类 似 的 定理 . 这 要 用 到 一 个 变换 ， 其 中 的 一 
个 主要 操作 将 在 第 7 章 中 再 次 用 到 . 在 变换 后 的 图 上 运用 定理 4. 2. 17 即 可 得 到 证 明 - 

4.2.18 定义 ”图 G 的 线 图 L(G) 是 一 个 图 ， 其 全 部 顶点 是 G 的 所 有 边 并 且 当 e 二 uu 和 /一 vw 在 
G P ERY +A ef EEL). 将 这 句 话 中 的 “图 ”用 “有 向 图 "代替 就 得 到 线 有 向 图 的 定义 . 对 于 图 
来 说 ，e， 厂 共享 一 个 顶点 ; 而 对 有 向 图 来 说 ，e 的 头 部 必须 是 了 的 尾部 . 
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G L(G) H L(H) 


在 讨论 删除 边 使 得 = 到 y 不 连通 时 ， 我 们 采用 类 似 于 定义 4. 2. 15 中 的 概念 : A Ges 9) 
两 之 间 无 公共 边 的 +，y- 路 径 构成 的 集合 的 大 小 的 最 大 值 ;x (+，y) 是 使 得 从 无 法 到 达 y 所 需 删 
除 的 最 少 边 数 . Elias-Feinstein-Shannon[1956] 和 Ford-Fulkerson[ 1956 ] CFI FH] 4. 3 节 中 的 方法 ) 证 明 
TA Cr, ok Cry y) BJRGL. 我 们 允许 有 多 重 边 并 允许 rye ECG). 

4.2.19 HB. do re y 是 图 或 有 向 图 G 中 的 两 个 不 同 顶点 ， 则 由 边 构成 的 +，y- 断 连通 集 的 
大 小 的 最 小 值 等 于 两 两 闻 无 公共 边 的 7，y- 路 径 的 最 大 条 数 . 

ER 在 G 中 添加 两 个 新 顶点 *，: 以 及 两 条 新 边 sz 和 yt， 修 改 后 得 到 的 图 记 为 G'. 该 修改 过 
程 不 改变 x (x，y) 和 XA‘(x+，y)， 而 且 可 以 认为 每 条 路 径 均 从 边 sz 开始 并 以 边 yt 结束 .一 个 边 的 集 
合 能 将 y 从 xz WEES LAY L(G ) 中 相应 的 顶点 构成 一 个 sr，24- 制 .类似 地 ，G 中 无 公共 边 的 z， 
yy 路径 变 成 了 L(G ) 中 的 内 部 不 相交 的 sz. yt BEE. 反之 亦 然 . 由 于 Ay, BUE L(G) 中 没有 
从 sf 到 yt 的 边 , 对 L(G') 用 定理 4. 2. 17 得 到 ， 


KG Cry) = ki (sr yt) = AG) (se yt) = A GT). 


a 

关于 大 连通 图 的 全 局 性 结论 最 先 由 Whitney[1932a] 提 出 ， 该 结论 也 被 普遍 地 称 为 Menger 定 
理 ， 关 于 边 的 全 局 性 结论 以 及 有 向 图 中 的 全 局 性 结论 可 以 在 Ford-Fulkerson[1956] 算 法 中 找到 . 

4.2.20 引 理 ”删除 一 条 边 ， 连 通 度 最 多 减 小 1. 

证 明 我 们 只 讨论 图 的 情况 ， 类 似 地 可 以 对 有 向 图 的 情形 进行 论述 (习题 ?7). 由 于 G 的 每 个 分 
离 集 均 是 G 一 zy 的 分 离 集 ， 因 此 有 C G— a) FIRA, RIEG ry 有 一 个 小 于 x(G) 的 分 
WR S 并且 S 不 可 能 是 G 的 分 离 集 . 由 于 G— S 是 连通 的 ， 故 G 一 zy 一 S 有 两 个 连通 分 量 GLX] 和 
G[Y]H«€ X ili y€ Y. (€ G—S n, 连接 X 和 Y 的 唯一 一 条 边 是 xy. 

如 果 | X | 2, MW SU1z} 是 G 的 一 个 分 离 集 且 KG)<x(G 一 zy) 十 1 如 果 LY | 22, WEEKE 
也 成 立 . 剩 下 的 情况 是 | S | = nm(G) 一 2. 由 于 已 经 假定 | S | XO. | S| =n(G) 一 2 WE 
n(G) 一 1, 这 只 有 对 完全 图 才 成 立 . 因此 ，x(G 一 xy) 二 n(G) 一 2 三 x(G) 一 1， 这 正 是 我 们 要 证 明 的 . a 

4.2.21 定理 GORERFTRAACr, Vk EEr. y€ VO) R 3X EE LG it-it 
通 度 等 于 使 得 Gs WLRHEE x，yEV(G) 成 立 的 最 大 类 值 . 这 两 个 论断 对 图 和 有 向 图 均 成 立 . 

证 明 由 于 (= min x (zy y)， 由 定理 4.2. 19 可 以 立即 得 到 关于 边 -连通 度 的 论断 . 

对 于 连通 度 ， 有 k(x，y) = 二 A(z，y) 对 任意 zy E(G) 成 立 ， 并 且 x(G) 是 这 些 值 的 最 小 值 . 于 
是 ， 只 需要 证 明 当 zyE EOR AC, VRARE <(G) 小 . 当然， 删除 边 zy 使 得 (z，2?) 减 小 1， 
因为 zy 本 身 就 是 一 条 +，y- 路 径 ， 并 且 不 可 能 位 于 其 他 的 菜 一 条 了 ，y- 路 径 中 . 据 此 且 由 定理 
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4.2.17 和 引 理 4. 2. 20， 我 们 有 
hc(zr,y) = 1+)Mcm(zy) = 14 oss G3) > 1+ GG — zy) Z KG). L| 

Menger 定理 的 应 用 

Dirac( 狄 拉克 ) 将 Menger 定理 扩展 到 其 他 类 型 的 路 径 上 . 

4.2.22 定义 ”给 定 一 个 顶点 了 和 一 个 顶点 集合 U， 一 个 +，U- 广 是 由 从 到 U 的 一 些 路 径 构成 
的 集合 ， 其 中 的 任意 两 条 路 径 只 有 公共 顶点 工 

4.2.23 定理 ( 扇 引 理 ，Dirac[1960]) 一 个 图 是 连通 的 当 且 仅 当 它 至 少 有 上 十 1 个 顶点 并 且 对 
于 任意 | U | 之 k 和 了 ， 该 图 中 有 一 个 大 小 为 的，U- 扁 9. 

证 明 必要 性 ， 给 定 k- 连 通 图 G， 在 G 中 添加 一 个 与 U 中 所 有 顶点 均 邻 接 的 顶点 y， 这 样 得 到 
的 图 记 为 G'. 扩张 引 理 ( 引 理 4. 2. 3) 说 明 G 也 是 -连通 的 ， 并且 由 Menger 定理 可 以 在 G 中 得 到 上 条 
两 两 内 部 不 相交 的 z，y- 路 径 . 从 这 些 路 径 中 将 y 删 掉 便 产 生 了 G 中 的 一 个 大 小 为 的 xz，U- 钢 人. 

充分 性 ， 假 定 G 满 足 户 条件. 对 于 vEV(G) 和 U=V(G) 一 {v)， 存 在 一 个 大 小 为 的 x,，U- 户 ， 
Ait &(G) 2. 给 定 w，zEV(G), USN). 由 于 1U | >k, Wifi — A XA k iw, U-B. 
添加 连接 顶点 = 的 边 可 以 扩张 该 扁 中 的 每 一 条 路 径 . 这 样 我 们 得 到 了 条 两 两 内 部 不 相交 的 w, z- 
RR. Aw, Dk 这 对 于 所 有 ww，zEV(G) 均 成 立 ， 所 以 G 是 k- 连 通 的 . 


G 


x Y 


出 引 理 要 宽泛 得 多 . 只 要 X 和 Y 是 人 -连通 图 G 的 顶点 构成 的 不 相交 的 集合 并 且 在 X 和 Y 的 每 
个 顶点 上 分 别 指定 一 个 正 整数 ， 使 得 每 个 集合 中 的 数 加 起 来 恰好 为 k， 则 存在 条 两 两 内 部 互 不 相 
交 的 六 ，Y- 路 径 使 得 在 每 个 顶点 上 恰好 有 指定 数目 的 路 径 终 止 于 此 (习题 28). 由 崩 引 理 也 可 以 得 到 
下 面 的 结 

+ 4.2.24 定理 (Dirac[1960]) dR G RAMA KP E22. SAG 中 的 上 个 顶点 构成 的 
集合 ， 则 G 有 一 个 环 使 得 该 环 的 顶点 集 包含 S. 

证 明 对 大 用 归纳 法 . 基本 步骤 ， (k=2). 由 定理 4. 2. 2( 或 定理 4. 2. 21) 可 知 任意 两 个 顶点 均 
通过 两 条 内 部 不 相交 的 路 径 连通 ， 这 两 条 路 径 组 成 的 环 恰好 包含 给 定 的 两 个 顶点 . 

归纳 步骤 ，(k>2). HET GRIS fi. MES. 由 于 G 也 是 人 1- 连通 的 ， 因此 由 归纳 假设 可 知 
S 一 {z} 中 的 所 有 点 均 位 于 某 个 环 C 上 . 先 假设 CO =k 1. 由 于 G 是 k 一 1- 连 通 的 ， 因此 有 一 个 大 
小 为 & 一 1 的 zx，V(C) -请 ， 该 该 中 与 C 上 相继 的 两 个 顶点 相连 的 两 条 路 径 就 扩大 了 环 并 使 得 扩大 后 
WAAL r- 

我 们 假定 OLR WF GEA EI. GH HPA k Bc, VOCS. 我 们 再 次 断言 ， 
dE PUB PE Te RR ETE ES C EL S- CO BSE SRL TELS 的 环 . 设 S 一 {zx} 中 
的 顶点 在 C 上 依次 是 vi…w%w-1， 并 设 Vi 是 VOC) 中 从 vw Sl voa OC w= ) 但 不 包含 vi+1 的 顶点 


O BRAT U 的 选择 似乎 应 当 要 求 7U、 参 见 注释 CREE 
O MR EU 而 zy 是 一 条 +，y- 路 答 ， 则 删除 y 后 可 能 得 不 到 大 小 为 的， U-W.- FERE 
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构成 的 集合 . 

集合 Vi ，…，V4-1 将 V(C) 划 分 成 x 一 1 个 互 不 相交 的 集合 . 由 于 zx，V(C)- 扇 中 有 A 条 路 径 ， 
REBAR, rp E PU AR RE S Te V(C) 的 上 述 的 某 一 个 子 集中 . iu, u 是 这 两 条 路 径 到 达 C 
时 过 到 的 顶点 . MAAP r, MBAL, u -路 径 蔡 换 环 C Hu, w -部 分 即 得 到 了 一 个 包含 + 以 
及 S 一 {z} 的 所 有 项 点 的 环 . 


" 


ul 
(oe) yi 
u 
vs v2 a 


Menger 定理 的 许多 应 用 都 涉及 对 问题 的 建 模 使 得 所 求 的 对 象 对 应 于 图 或 者 有 向 图 中 的 路 径 ， 
这 个 过 程 常用 图 变换 进行 论述 . 比如 ,给 定 集 族 4={A; ，…，Am} 且 所 有 集合 的 并 集 为 X， 一 个 
相 异 代表 系 (SDR) 是 由 不 同 元 素 zi s rs 构成 的 集合 ，z; € Ai. 存在 相 异 代表 系 的 一 个 充 要 条 


件 是 对 所 有 IE[m] 总 有 | Ua, [>11]. 由 Hall 定理 容易 证 明 这 个 条 件 的 正确 性 ， 这 只 需 用 恰 
当 的 二 部 图 对 A 建立 模型 (习题 3. 1. 19). 事实 上 ，Hall 定理 最 初 的 证 明 就 是 用 相 异 代表 系 的 语言 表 
述 的 并 且 它 等 价 于 Menger 定理 (习题 23). 

Ford 和 Fulkerson 考虑 一 个 更 难 的 问题 . ASA, +, Am 和 B= Bi, ons Bm 是 两 个 集 族 ， 
我 们 间 ， 何 时 存在 二 者 的 公共 相 异 代表 系 (CSDR)， 即 一 个 由 m 个 元 素 构 成 的 集合 使 得 它 既 是 4 的 
相 异 代表 系 也 是 B. 的 相 异 代表 系 . 对 于 这 个 问题 ， 他 们 找到 了 一 个 充 要 条 件 . 

* 4.2.25 定理 (Ford-Fulkerson[1958]) 集 族 4 一 (Al，…，Anw} 和 有 一 (Bi ，…，bBw} 有 一 个 公 
共 相 并 代表 系 当 且 仅 当 

LUAD Nn UBISI iom XHERARRX TS Cm] 成 立 . 


br 


证 明 ”我们 构建 一 个 有 向 图 G， 其 顶点 包括 ai. s am, bis rns bm, ATR HH OH 
对 应 的 一 个 顶点 以 及 两 个 特殊 顶点 s，t; 其 边 为 
tuisAE A} {aiziz € Ai} 
{bit:B) € B} {zi:x € Bj} 
每 条 *，(- 路 径 从 某 个 A; 与 某 个 Bi 的 交集 中 选 出 一 个 元 素 . 存在 公共 相 异 代表 系 当 且 仅 当 存 
在 由 六 条 两 两 内 部 互 不 相交 的 *， 上 -路 径 构成 的 集合 . 由 Menger 定理 ， 只 需 证 明定 理 中 所 说 的 条 件 
等 价 于 不 存在 大 小 小 于 m 的 s，t- 割 . 给 定 一 个 集合 REV(G) — (s. t), WI- (a -R AI = {bj} 
-R RA RRIS, MARRA Uaon Us cr 对 于 一 个 * oR, FERIA 
IRISICU Ad NCU Bp E Qn-E 1 D+ 1). 


re 


WEED ss OM, ERA K RB m4 BALE BP TR RIER - 
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14.2.26 例 ( 公 共 相 措 代表 系 的 有 向 图 ) 在 上 图 所 示 的 例子 中 ， 所 涉及 的 集合 元 素 是 (1，2，3， 
3), A=(12, 23, 31), ifi B=(14, 24, 1234). RÆ Rai) — (ai. a2) A ROG) — Un s b). 
在 论述 中 ,我 们 设 1={a3}， J— (05). TURAR J&— rs. 4- 割 当 且 仅 当 它 也 包含 了 {1，3), 而 
这 恰好 就 是 (UAD CUB). " 
习题 
4.2.1 


10 


. 12 


(一 ) 对 下 面 的 图 ， 确 定 其 x(u，v) 和 wx (u，v) (提示: 用 对 偶 问题 来 对 最 优 性 进行 证 明 ). 


(一 ) 证 明 : 如 果 G 是 一 个 2- 边 -连通 的 且 G 是 由 G 细 分 一 条 边 得 到 的 图 ， 则 G 是 2- 边 - 连 
通 的 . 由 此 证 明 ， 任意 具有 一 个 闭 - 耳 分 解 的 图 均 是 2- 边 -连通 的 ( 注 : 这 是 定理 4.2.10 的 
充分 性 的 另 一 个 证 明 ). 

(一 ) 设 G 是 顶点 集 为 [12] 的 一 个 有 向 图 ， 其 中 i->j 当 且 仅 当 i 整除 j. 确定 <(1，12) 和 
«(1, 12). 

(一 ) 证 明 或 否定 如果 卫 是 2- 连 通 图 G 中 的 一 条 wu， vv 路径， 则 存在 一 条 wu， 必 路 径 Q 内 部 
不 相交 于 已 

(一 ) 设 G 是 一 个 简单 图 ，H(G) 是 顶点 集 为 V(G) 的 图 且 we EDAN u, v HEG 
的 同一 个 环 中 . 刻画 使 得 H 是 一 个 团 的 图 G 的 特征 . 

(一 ) 利 用 本 节 中 的 结果 证 明 : 简单 图 G 是 2- 连 通 的 当 且 仅 当 G 可 以 由 Cs 通过 一 系列 边 漆 
加 操作 和 边 细 分 操作 得 到 . 

令 vy 是 有 向 图 G 的 一 条 边 . 证 明 : x(G 一 zy) 三 <(G) 一 1 

证 明 ， 简单 图 G 是 2- 连通 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 由 不 同 项 点 构成 的 有 序 三 元 组 (x，y,，*),，G 
中 均 有 一 条 x，z- 路 径 通过 y. (Chein[1968]) 

证 明 ， 至 少 有 4 个 顶点 的 图 G 是 2- 连通 的 当 且 仅 当 对 每 一 对 满足 | X|，|Y L2 的 不 相 
交 的 顶点 子 集 X，Y，G 中 存在 两 条 完全 不 相交 的 路 径 Pi, P2, 使 得 每 条 路 径 在 X 中 有 一 
个 端点 、 在 Y 中 有 一 个 端点 并 且 内 部 顶点 均 不 在 X 和 Y 中 . 

(十 )2- 连 通 图 的 一 个 贪心 耳 分 解 是 如 下 得 到 的 耳 分 解 : 以 最 长 的 环 开 始 并 且 和 迭代 时 每 次 找 
出 所 剩 图 中 最 长 的 耳 进 行 添加 . 用 贪心 耳 分 解 证 明 : 每 个 2- 连 通 的 无 爪 形 的 图 G 含有 Ps 
的 | n(G)/3 | 个 两 两 不 相交 的 拷贝 . (Kaneko-Kelmans-Nishimura[2000]) 

(1D 对 于 至 少 有 3 个 顶点 的 连通 图 G， 证 明 下 列 命题 等 价 (可 以 用 Menger EM): 

A)G 是 2- 边 -连通 的 . 

B)G 的 每 条 边 出 现在 某 个 环 中 . 

C) 对 任意 指定 的 一 对 边 ，G 有 一 个 包含 这 两 条 边 的 闭合 迹 . 

D) 对 任意 指定 的 一 对 顶点 ，G 有 一 个 包含 这 两 个 顶点 的 闭合 迹 - 

(D 用 Menger 定理 证 明 : 如 果 G 是 3 EMK, WOS C) GER 4. 1. 1D. 
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4.2.13 设 G 是 一 个 2- 边 -连通 图 , 在 E(G) 上 如 下 定义 关系 Ri (Ce, NER, MRe=f RF 
G 一 e 一 /不 连通 . CLovász[1979. p277]) 
a) 证 明 : (e, PERMAN e, f 被 包含 在 相同 的 一 些 环 中 . 
DEH: R 是 EC(G) 上 的 一 个 等 价 关 系 . 
c) 对 每 个 等 价 类 F, 证明: F 被 包含 在 某 个 环 中 . 
DET SMA F, WEH: G 一 下 没有 制 边 . 

4.2.14 (1) 一 条 wu，wv- 项 链 是 一 系列 环 Cl，…，Cs 使 得 w€ Ci. v€ C, 并 且 相 继 的 两 个 环 只 有 一 
个 公共 顶点 ， 而 不 相继 的 环 不 相交 . 在 d(w，z) 上 用 数学 归纳 法 证 明 : 图 G 是 2- 边 -连通 
的 当 且 仅 当 对 所 有 uw，vEV(G)，G 中 存在 一 条 uw， 项 链 . 

4.2.15 (十 ) 设 v 是 2- 连 通 图 G 的 一 个 项 点. 证 明 : v 有 一 个 相 邻 顶点 4 使 得 G 一 u 一 v 是 连通 的 . 
(Chartrand-Lesniak[1986, p51]) 

4.2.16 (十 ) 设 G 是 一 个 2- 连 通 图 . 证 明 WRT), Te 是 G 的 两 棵 生成 树 ， 则 通过 如 下 一 系列 操 
作 可 以 将 Ti 变换 成 Tz : 删除 一 个 叶子 顶点 ， 然 后 再 用 别 的 边 将 它 重新 连接 上 去 . 

4.2.17 找 出 连通 度 为 3 并 存在 被 4 条 两 两 内 部 不 相交 的 路 径 连 接 一 对 顶点 的 最 小 图 . 

4.2.18 设 G 是 一 个 没有 孤立 顶点 的 图 . 证 明 : 如 果 G 没 有 偶 环 ， 则 G 的 每 个 块 要 么 是 一 条 边 ， 
要 么 是 一 个 奇 环 . 

4.2.19. (1 公共 环 中 成 员 资格 . 
a) 证 明 ， 两 条 不 同 的 边 位 于 图 的 同一 个 块 中 当 且 仅 当 它 们 属于 一 个 公共 的 环 . 
DAR e /，gE E(G)， 假 定 G 有 一 个 环 通过 e 和 /并 且 有 一 个 环 通过 和 4&. 证 明 : G 

也 有 一 个 环 通 过 e 和 g( 注 : 这 个 问题 表明 ， 对 于 没有 割 边 的 图 ,“ 位 于 一 个 公共 的 环 中 ” 
是 一 个 等 价 关系 ， 其 等 价 类 就 是 各 个 块 的 边 集 构成 的 集 族 )， 

4.2.20 通过 为 超 方 体 Qi 的 每 对 顶点 +，yE V (Qe) 构造 上 条 两 两 内 部 不 相交 的 +，y- 路 径 米 证 明 
Qe 是 k- 连 通 的 . 

4.2.21 (1) 设 G 是 一 个 2k- 边 -连通 图 且 其 中 最 多 有 两 个 顶点 具有 奇数 度 . 证 明 : G 有 一 个 k- 边 - 连 
通 的 定向 . (Nash-Williams[1960]) 

4.2.22 (DRE (G) =k H diam G=d. WEH: n(G) 之 k(d 一 1) 十 2 B (Oð (1+d)/21. 对 任意 
k 宇 1 和 d 宇 2， 构 造 一 个 图 使 其 对 上 面 两 个 不 等 式 中 的 等 号 都 成 立 . 

4.2.23. CLAS Menger EMOH ryg 下 (G) 时 ，k(z，y) 一 Mr，y)) 证 明 Konig-Egervary 定理 (G 
JR BEN. a (G) = KG». 

4.2.24 (1) 设 G 是 一 个 k- 连 通 图 ，S，T 是 V(G) 的 两 个 大 小 至 少 为 的 不 相交 子 集 . WEH: CHR 
条 两 两 不 相交 的 S，T- 路 答 . 

4.2.25 (x ) 对 每 个 k 值 ， 构 造 一 个 具有 k 十 1 个 顶点 的 -连通 图 并 使 得 这 十 1 个 顶点 不 在 一 个 环 
上 . 由 此 证 明 4. 2. 24 的 结果 是 最 优 的 . 

4.2.26 对 任意 上 之 2， 证 明 : 一 个 至 少 有 十 1 个 顶点 的 图 G 是 人 -连通 的 当 且 仅 当 只 要 TOSS 
V(G) 满 足 | S|=RA | T| =2， 则 G 中 存在 一 个 包含 了 并 避 开 S-T 的 环 . (Lick[1973]) 

4.2.27 图 G 的 一 个 顶点 -分 型 是 由 G 经 如 下 操作 得 到 的 图 H: 将 一 个 顶点 xEV(G) 蔡 换 为 两 个 
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31 


32 


33 


. 36 


邻接 顶点 ri, re 并 使 得 dn GE H NuD UNu (22) 9 NoGOUUn » 22). 

a) 证 明 : k- 连 通 图 的 任意 顶点 *- 分 裂 仍 是 -连通 的 . 

b) 得 出 以 下 结论 : 由 “ 轮 形 "W, =K V Cr- 1 经 过 一 系列 添加 边 操作 和 在 度 至 少 为 4 的 顶点 
上 进行 的 顶点 3- 分 多 操作 得 到 的 图 是 3- 连 通 的 ( 注 : TutteL1961b] 还 证 明了 每 个 3- 连 通 
图 均 可 以 由 这 种 方式 得 到 . 这 种 性 质 不 易 扩展 到 >3 的 情况 ). 


x] PA 


CDU. X, Y 是 k- 连 通 图 G 的 顶点 构成 的 不 相交 集合 . 对 EX. YEY, V uGO A wy AB 
是 非 负 整数 并 使 得 DJu(x) — Pwo) =k. 证 明 ; G 有 k 条 两 两 内 部 不 相交 的 X，Y- 路 


径 使 得 其 中 u(x) 条 起 始 于 zx 而 其 中 w(y) 条 终止 于 y MER EX, YEY RY. 

给 定 图 G， 将 其 中 的 每 条 边 用 两 条 具有 相同 端点 但 具有 相反 方向 的 边 替换 ， 由 此 得 到 的 有 

向 图 记 为 D( 因 此 ，D 是 底 图 为 G 的 对 称 有 向 图 ). 假定 对 所 有 x+，yEV(D) 等 式 x plz, y= 

Xola y) RUSSE olr, y) 二 Xp(x+，y) 都 成 立 ， 其 中 后 一 个 等 式 只 在 zyey 时 适用 . 由 此 假 

设 证 明 Gre =r clr, PA rlr, 3) 二 A6(z，y)， 其 中 后 一 个 等 式 只 针对 rey 的 

情况 . 

(DD) 证明， 将 例 1. 3. 26 中 的 扩张 操作 用 到 3- 连 通 图 上 将 产生 3- 连 通 图 . 由 Ka 经 扩张 得 到 

Petersen 图 ( 注 ，Tutte[1966a] 证 明了 3- 正 则 图 是 3- 连 通 的 当 且 仅 当 它 是 由 K4 经 一 系列 这 

样 的 操作 得 到 的 )。 

设 G 是 -连通 简单 图 . 

a) 设 C 和 D 是 G 中 具有 最 大 长 度 的 两 个 环 . 对 k=2 和 二 3， 证 明 : CMD 至 少 有 上 个 公 
KIA. 

DRF RS 的 每 个 上 值 ， 构 造 一 个 人 -连通 图 使 得 它 有 不 同 的 长 度 最 大 的 环 ， 且 这 些 最 大 
长 度 环 只 有 个 公共 顶点 (提示 : k=2 时 Koa MEAR). 

图 的 连结 . 设 G A G 是 两 个 大 连通 图 ， 其 中 人 >2. 取 wEV(G1) 和 wwEV(Gz). RBH 

部 集 为 No Co Al No, (v ) 的 二 部 图 ， 它 没有 孤立 顶点 且 有 一 个 大 小 至 少 为 的 匹配 . 证 

Wl. (G1 一 m)U(Gz 一 v2)UB 是 k- 连 通 的 . 

(* ) 由 定理 4. 2. 25 证 明 Hall 定理 . 

大 连通 图 G 是 极 小 上 -连通 的 ， 如 果 对 任意 e€ E(G) 图 G 一 不 是 人 -连通 的 . Halin[1969] 证 

明了 如 果 G 是 极 小 k- 连 通 的 ， 则 8(G) =k. 利用 耳 分 解 证 明 该 结论 在 一 2 时 的 情形 ， 得 

出 如 下 结论 : 至 少 有 4 个 顶点 的 极 小 2- 连 通 图 G 最 多 有 2n(G)—4 条 边 ， 等 号 只 在 Kane 

上 取得 . (Dirac[1967]) 

证 明 : 如 果 G 是 2- 连 通 的 ， 则 G- ry 是 2- 连 通 的 当 且 仅 当 z 和 > 位 于 G 一 zy 的 一 个 环 

E. 由 此 得 出 如 下 结论 : 2- 连 通 图 是 极 小 2- 连通 的 当 且 仅 当 其 中 的 每 个 环 都 是 一 个 诱导 

子 图 . (Dirac[1967]，Plummer[1968]) 

(D 对 于 SEV(G), 令 d(S)= 1[S, 85]1. 设 X 和 Y 是 G 的 非 空 真 顶点 子 集 . EH: 

d(XNY) +d(XUY)<d(X) +d) RR: 画 一 个 图 ， 考虑 各 种 类 型 的 边 对 不 等 式 中 各 项 


| 
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的 作用 ). 

4.2.37. (十 )k- 边 -连通 图 G 是 极 小 k- 边 -连通 的 ， 如 果 对 于 任意 eEE(G) 图 G 一 e 不 是 k- 边 连通 的 ， 
证 明 : 如 果 G 是 极 小 &- 边 连通 的 ， 则 8(G) 二 k( 提 示 : 考虑 使 得 | [LS，S] | =k WRN 
AS. 如 果 | S | Al, WR ec E(GLS]) 用 G 一 e 得 到 另 一 个 满足 | [T，T] | =k 
RAT. 使 得 S，T 与 习题 4. 2. 36 相 矛 盾 ). CMader[ 1971]; 也 可 以 参见 Lovász[ 1979, 
p285]) 

4.2.38 Mader[1878] 证 明了 下 面 的 结论 :“ 如 果 = 是 G 的 一 个 顶点 , 它 满足 do (E10. 1, 31H 
不 与 任意 制 边 关联 ， 则 = 有 相 邻 顶点 z HM y 使 得 cc se ye try (ur D m ko Cus VRA us 
v€ VG) 一 1z} 成 立 . ”用 Mader 定理 和 习题 4. 2. 37 证 明 Nash-Williams 定向 定理 :任意 24- 
边 -连通 图 有 一 个 大 边 -连通 的 定向 (提示 : Lovász [1979，p286-288] 给 出 的 Mader 定理 的 
较 弱 形式 也 以 同样 的 方式 得 到 Nash-Williams 定理 . ) 


4.3 网 络 流 问 题 


考虑 一 个 管道 网 络 ， 其 中 流体 只 能 沿 管道 的 一 个 方向 流动 . 每 个 管道 有 一 个 单位 时 间 容量 . 在 
对 此 系统 进行 数学 建 模 时 ,我们 用 顶点 来 表示 每 个 连接 点 并 用 (有 向 ) 边 来 表示 每 根 管道 ， 而 且 边 都 
用 相应 管道 的 容量 来 赋予 权 值 . 假设 流 不 能 在 管道 间 的 连接 点 处 聚集 ,给 定 网 络 中 的 两 个 地 方 和 
4， 我 们 要 问 “( 单 位 时 间 内 ) 从 * 到 1 的 最 大 流量 是 多 少 ?” 

这 个 问题 在 很 多 情况 下 都 会 出 现 .网 络 可 能 代表 具有 一 定 交通 容量 的 道路 ， 或 者 计算 机 网 络 中 
具有 数据 传输 容量 的 链接 关系 ， 或 者 电力 网 络 中 的 电流 . 在 它 的 应 用 中 ， 既 包括 工业 环境 中 的 应 用 
也 包括 在 组 合 学 的 最 小 -最 大 定理 中 的 应 用 . 讨论 这 个 主题 的 开创 性 著作 是 Ford -Fulkerson{ 1962 ]. 
最 近 ，Ahuja-Magnanti-Orlin[1993] 给 出 了 对 网 络 流 问 题 的 全 面 论述 . 

4.3.1 定义 ”一 个 网 络 是 一 个 有 向 图 ， 它 的 每 条 边 。 均 具有 非 负 容量 c(e) 且 它 还 有 相互 区 别 的 
RAs 和 接收 点 . 顶点 也 称 为 节点 . 一 个 流 为 每 一 条 边 e 分 配 一 个 值 /(e), 我 们 把 离开 的 所 有 边 上 
的 总 流量 记 为 /+ (u)， 而 进入 局 的 所 有 边 上 的 总 流量 记 为 00. 一 个 流 是 可 行 的 ， 如 果 它 满足 每 
条 边 上 的 容量 约束 OC (COGO EA vE ls, PEAR [=f OD. 

最 大 网 络 流 

首先 考虑 最 大 化 进入 接收 点 的 净 流 量 这 个 问题 . 

4.3.2 定 义 流 / 的 值 ral(/) 是 进入 接收 点 的 净 流量 / (1) 一 /+ (1). 最 大 流 是 值 最 大 的 可 
AT ih. 
4.3.3 90. 零 流 对 每 条 边 赋予 流量 0， 这 是 一 个 可 行 流 . 在 下 面 的 网 络 中 ， 我 们 给 出 了 一 个 非 
零 可 行 流 .各 边 的 容量 用 黑体 数字 标 出 ,流量 值 在 括号 内 给 出 .该 流 分 配 fsx) = foe) 一 0 并 为 其 他 
每 条 边 e 分 配 流量 /CO — 1. 这 是 一 个 值 为 1 的 可 行 流 . 


Y qu 5 


从 源 点 到 接收 点 的 一 条 具有 过 剩 容量 的 路 径 允 许 我 们 增 大 流 . 在 这 个 例子 中 ， 没 有 路 径 具 有 过 
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RAR: 但 是 在 流 S P f Cu =0 WX eur 有 了 (e) 一 1， 它 的 流 值 为 2. 流 了 是 “ 极 大 的 "， 因 为 
在 它 的 某 些 边 上 增 大 流量 并 不 能 得 到 其 他 可 行 流 ， 但 它 不 是 最 大 流 . 

我 们 需要 更 一 般 的 方法 来 增 大 流 . 除了 可 以 沿 具有 过 剩 容量 的 边 正 向 前 进 ， 还 可 以 沿 流量 不 是 
0 的 边 逆 向 (与 箭头 反 向 ) 前 进 . 在 该 例 中 ， 可 以 从 s 到 工 然 后 到 v 最 后 到 +:， 在 sr 和 vt 上 的 流量 分 
别 增 大 1 而 边 vr 上 的 流量 减 小 1， 这 样 就 将 三 转变 成 了 三 " 

4.3.4 定 义 do (XN 上 的 一 个 可 行 流 ， 一 条 三 增 广 路 径 是 底 图 G 中 的 一 条 源 点 -接收 
点 路 径 王 ， 它 使 得 对 每 条 边 eE E(P) 有 

awRP Be 正 向 前 进 ， 则 fle) <le). 

b) 如 果 尸 沿 e 这 向 前 进 ， 则 /(e) 之 0. 

当 忆 在 e 上 是 正 向 时 , Fele)=cle)—fle); SP He 上 是 送 向 时 , Fele)=fle). BRP th 
公差 是 指 minele). 

如 例 4. 3. 3 所 示 ， 一 条 广 增 广 路 径 将 导致 一 个 具有 更 大 值 的 流 . 广 增 广 路 径 的 定义 保证 了 公差 
一 定 是 正 的 ， 它 即 是 流 值 的 增 量 . 

4.3.5 引 理 如 果 尸 是 公差 为 = 的 一 条 三 增 广 路 径 ， 则 将 卫 正 向 通过 的 边 的 流量 改变 十 = 而 将 
尸 逆 向 通过 的 边 的 流量 改变 一 = 之 后 将 产生 一 个 流 值 为 val f) val cz P TAE f. 

证 明 ”公差 的 定义 确保 了 对 每 条 边 有 0 忆 /(e) 三 c(e)， 故 容量 约束 成 立 . 对 于 守恒 约束 ,我们 
只 需 检查 P 上 的 顶点 ， 因 为 其 他 边 上 的 流量 没有 发 生变 化 . 

P puis P 的 一 个 内 顶点 关联 的 那些 边 是 如 下 4 种 情形 之 一 . 在 每 种 情况 下 ， 对 流出 v 的 流量 的 
改变 量 等 于 对 流 人 vw 的 流量 的 改变 量 , 因此 f+ Co) f^ 00. 

最 后 ， 流 人 接收 点 的 净 流量 增加 了 z- 


m 


+ ty 


一 :全 十 = L 

反 向 边 上 的 那 部 分 流 并 没有 消失 而 是 被 重 定向 了 . 实际 上 ， 例 4. 3. 3 的 增 广 将 原来 的 流 路 径 荐 
断 成 若干 段 ， 并 将 割断 后 得 到 的 每 个 部 分 扩展 成 一 条 新 的 流 路 径 . 我 们 很 快 将 描述 一 个 用 来 找 出 所 
有 增 广 路 径 的 算法 . 

同时 ， 在 当前 的 流 是 一 个 最 大 流 时 ， 我 们 希望 有 一 个 快速 的 方法 以 便 及 时 知道 这 个 结论 . 在 
例 4. 3. 3 中 ,位 于 中 心 的 那 条 边 好 像 形 成 了 “瓶颈 ";， 因为 从 该 边 的 左边 部 分 只 能 有 容量 为 2 的 流传 
递 到 该 边 的 右边 部 分 . 这 一 发 现 将 能 够 证 明 : 没有 更 大 的 流 值 . 

4.3.6 定 义 在 一 个 网 络 中 ， 一 个 源 点 /接收 点 割 [S，T] 是 由 从 源 点 集合 S 到 接收 点 集合 T 的 
所 有 边 构 成 的 集合 ， 其 中 S 和 荆 是 对 节点 集合 的 划分 且 *ES，tET ALS, T] 的 容量 ， 记 为 
cap(S，T) 是 [S，T] 中 所 有 边 的 总 容量 . 


记 住 ， 在 有 向 图 中 ，[S，T] 表 示 头 部 在 S 中 而 尾部 在 中 的 边 构成 的 集合 . Wat. MLS. T] 


的 容量 不 受 从 本 到 S 的 边 的 影响 . 
给 定 -- 个 割 [S，T]， 每 一 条 s，4- 路 径 至 少 要 用 到 LS，T] 中 的 一 条 边 ， 直 觉 告诉 我 们 ， 可行 流 
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的 值 的 上 界 应 该 是 cap(S，T). 为 了 对 此 精确 地 进行 讨论 ， 我 们 将 净 流 量 的 概念 推广 到 由 节点 构成 
的 集合 上 . 令 /+ (四) 表示 离开 U 的 所 有 边 上 的 总 流量 ,而 f^ (RRMA U 的 所 有 边 上 的 总 流 
dà. 这样 ， 从 局 流出 的 净 流 量 就 是 /* (00 — f. (UD. 

4.3.7 引 理 ”如果 U 是 网 络 中 一 些 节 点 构成 的 一 个 集合 ， 则 从 UU 流出 的 流量 是 从 U 中 各 个 节 
点 流出 的 流量 的 总 和 . 特别 地 ， 如 果 /是 一 个 可 行 流 而 LS，T] 是 一 个 源 点 /接收 点 割 ， 则 从 S 流出 
的 流量 和 流入 了 的 流量 均 是 val( f). 

证 明 引 理 中 的 论断 即 为 ; 

f* QD — f: (D = HLF Wf I). 

我 们 考虑 边 xy 上 的 流量 (zy) 对 等 式 两 端的 作用 . MR r YEU, M (Cry) fe Ze SURE SE 
算 ， 但 是 它 在 右 端 既 贡 献 了 正 值 ( 通 过 /+ (x)) 又 贡献 了 负 值 (通过 / Cy». ln x. yeu, W 
/f(xy) 对 等 式 的 两 端 都 无 作用 . WE zyE [U，0]， 则 它 对 两 端的 和 均 贡 献 一 个 正 值 ， 如 果 ry 
[5，U]， 则 它 对 两 端的 和 均 贡 献 一 个 负 值 . 对 所 有 的 边 求 和 即 得 该 等 式 . 

当 [S， 人 是 一 个 源 点 /接收 点 割 并 且 了 是 一 个 可 行 流 时 ，S 中 所 有 节点 的 净 流 量 的 和 是 /+ C9) — 
三 (5 而 工 中 所 有 节点 的 净 流量 的 和 是 /+ (0 一 广 (0， 后 者 恰好 是 一 val(). 人 因此， 通过 任何 源 


点 /接收 点 割 的 净 流量 都 等 于 从 s 流 出 的 净 流量 或 者 流 人 1 的 净 流量 - a 
4.3.8 推论 (能 对 偶 性 ) 如果 /是 一 个 可 行 流 而 [LS，T] 是 一 个 源 点 /接收 点 割 ， 则 val NS 
cap(S, T). 


证 明 由 引 理 ， 厂 的 值 等 于 从 S WC ae AE. 于 是 
val) = f* (S) 一/ (G) € f* (H, 

内 为 流入 S 的 流量 不 小 于 0. 由 于 容量 限制 要 求 /* (S)<cap(S, D. PAB) val OscapCS. D. MN 

在 源 点 /接收 点 制 中 ， 具 有 最 小 容量 的 制 就 产生 了 流 值 的 最 佳 上 界 . 这 即 定义 了 最 小 制 问题 . 
网 络 中 ， 最 大 流 问 题 和 最 小 制 问题 是 对 偶 优 化 问题 8. 给 定 值 为 a 的 流 和 值 为 a 的 一 个 割 ， 推 论 
4. 3. 8 中 表明 对 偶 性 的 不 等 式 可 以 证 明 这 个 割 就 是 一 个 最 小 割 且 这 个 流 就 是 一 个 最 大 流 . 

如 果 对 问题 的 每 个 实例 均 存 在 解 ， 使 得 这 些 解 在 最 小 问题 和 最 大 问题 上 具有 相同 的 值 (“ 强 对 
偶 ")， 则 对 解 的 最 优 性 总 存在 简短 的 证 明 . 该 条 件 并 不 是 对 所 有 的 对 偶 问题 对 总 成 立 ( 回 想 一 下 一 
般 图 中 的 匹配 与 覆盖 )， 但 是 它 对 最 大 流 和 最小 割 这 一 对 对 偶 问 题 成 立 , 

Ford-Fulkerson 算法 旨 在 寻找 用 来 增 大 流 值 的 增 广 路 径 . 如 果 找 不 到 这 样 的 路 径 ， 则 它 找到 一 
个 割 使 这 个 割 的 值 (容量 ) 等 于 该 流 的 流 值 ， 根据 推论 4. 3.8， 制 和 流 都 是 最 优 的 .如果 不 可 能 有 无 
限 增长 的 序列 ， 则 对 流 值 的 增 量 过 程 作 循环 将 导致 最 大 流 值 与 最 小 割 容量 问 出 现 相等 关系 . 

4.3.9 算法 (Ford-Fulkerson 算法 ) 

输入 : 某 网 络 中 的 一 个 可 行 流 f. 

输出 : 一 条 /- 增 广 路 径 或 者 容量 为 val( 万 的 一 个 割 . 

思想 ， 找 出 通过 具有 正 公差 的 路 径 能 够 从 s 到 达 的 节点 . 找到 节点 上 则 得 到 一 条 增 广 路 径 . 在 
这 个 过 程 中 ，R 是 标记 为 到 过 的 节点 构成 的 集合 ， 而 S 是 由 R 中 标记 为 已 搜索 的 节点 构成 的 R 的 


〇 “对偶 问 题 "的 精确 定义 来 自 线性 规划 . 对 于 我 们 的 目的 ， 对 偶 问 题 指 的 是 一 个 最 大 值 问题 和 一 个 最 小 值 问题 ， 
使 得 :只 要 a, 5 分 别 是 最 大 值 问题 和 最 小 值 问 题 的 可 行 解 的 值 ， 则 ao. 进一步 的 讨论 请 参见 8. 1 节 .一 一 译 
者 注 
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TÉ. 

初始 化 : R=(s), S=Ø. 

HR: BR vER 一 S. 

对 于 网 络 中 满足 /(ww) <clow) 和 wE R 的 每 条 出 边 vw， HH wIMAR. 

对 于 网 络 中 满足 fav) >0 和 uE R 的 每 条 入 边 , Hu MAR. 

将 加 入 R 的 每 个 顶点 标记 为 到 过 "并 记录 它们 是 由 v 到 达 的 . 在 顶点 v 处 处 理 完 所 有 的 边 后 ， 
TE vA S. 

如 果 接 收 点 :已 经 到 过 (被 放 人 R)， 则 追踪 到 达 :时 的 路 径 并 将 该 路 径 作为 一 条 三 增 广 路 径 返 
回 ， 然 后 结束 . 如 果 R 二 S， 则 返回 割 [S，S] 然 后 结束 . AM, MEE. 

4.3.10 例 下 面 左 侧 所 示 的 是 例 4. 3. 3 中 的 网 络 . 其 中 的 流 是 /. 我 们 运行 上 面 的 标记 算法 . 
从 开始 搜索 ， 通 过 过 剩 容量 找到 节点 w 和 z， 将 它们 标记 为 到 过 了 . 现在 我 人 有 u, rER-S. 在 
边 uv 和 zy 上 没有 过 剩 容量 ， 故 从 “搜索 不 能 到 达 任 何 节点 ， 并 且 从 工 搜索 也 不 能 到 达 y. 但 是 在 
边 vr 上 有 非 0 流量， 于 是 我 们 标明 从 r Pk T v. BEE VE R—S 的 唯一 元 素 ， 从 vv 开始 搜索 则 到 
达 4. 这 样 ， 我 们 已 经 标明 了 从 wv 到达 了 +， 从 到达 了 v， 从 s 到 达 了 x， 故 我 们 找到 了 增 广 路 径 ;， 


Ty Ve L. 


S Cur) =0 外 ， 每 条 边 都 具有 单位 流量 . 当 再 次 jk 记 算 法 时 ， 我 们 在 边 su 和 sz bE A Hit 
因而 可 以 标记 {w，z}， 但 从 这 些 节点 出 发 不 能 再 标记 其 他 项 点 . 由 于 R=5 一 {s，u，z}， 我 们 终止 
了 算法 . 所 得 割 的 容量 为 2， 这 恰好 等 于 val(/)， 这 即 证 明了 /就 是 最 大 流 . L] 

反复 运用 标记 算法 使 得 我 们 可 以 解决 最 大 流 问题 并 证 明 强 对 偶 关系 . 

4.3.11 定理 (最 大 流 -最 小 制定 理 一 Ford-Fulkerson[1956]) 在 任意 网 络 中 ， 可 行 流 的 最 大 流 
值 等 于 源 点 /接收 点 割 的 最 小 容量 . 

证 明 在 最 大 流 问题 中 ， 零 流 (对 所 有 e，/(e) 一 0) 总 是 一 个 可 行 流 ， 我 们 可 以 从 它 开始 .给 定 
一 个 可 行 流 ， 我 们 运行 标记 算法 . 它 不 断 向 S 中 添加 顶点 (每 个 顶点 最 多 被 添加 一 次 ) 并 在 到 达 ER 
R S=R 时 结束 . 

在 最 直接 的 情况 下 ,我 们 有 一 条 广 增 广 路 径 并 增加 了 流 值 . 然后 再 运行 标记 算法 . 当 所 有 容量 
均 是 有 理 数 时 ， 每 次 增 量 操作 使 得 流 值 增 加 1/a 的 倍数 ， 其 中 a 是 所 有 分 母 的 最 小 公 倍数， 故 经 过 
有 限 次 增 量 操作 必然 使 得 流 值 达 到 某 个 割 的 容量 . 这 时 ， 标 记 算 法 因 满足 STR 而 终止 . 

如 果 标 记 算法 在 S=R 的 情况 下 结束 ， 则 我 们 断言 [S，T] 是 容量 为 val(/) 的 一 个 源 点 /接收 点 
割 ， 其 中 T=5 而 /是 当前 的 流 . 它 是 一 个 割 ， 因 为 SES 而 14 R=S. 由 于 将 标记 算法 用 到 流 /上 时 
不 会 将 中 的 顶点 引信 Rib. HUI S 到 了 的 边 中 没有 边 具 有 过 剩 容量 ， 并 且 从 了 到 S 的 边 中 没有 边 
在 了 中 具有 非 0 流量 . St (S)=cap(S, DH 广 (S) 一 0. 由 于 从 包含 源 点 s 但 不 含 接收 点 ! 的 
任意 集合 流出 的 净 流量 均 为 val(/)， 这 样 我 们 就 证 明了 : 

valo = ft (S)— f. (9) = ft (S) = cap(S.T). n 
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定理 4. 3.11 的 证 明 要 求 容量 都 是 有 理 数 ; 否则 ， 算 法 4. 2.9 将 无 休止 地 得 到 增 广 路 径 ! Ford 和 
Fulkerson 举 出 了 这 样 -个 仅 含 10 个 项 点 的 例子 (参见 Papadimitriou -Steiglitz[ 1982，p126-128]). 
Edmonds and Karp[1972] 修 改 了 标记 算法 ， 修 改 后 的 标记 算法 在 六 项 点 网 络 中 最 多 用 (有 s 一 zD14 次 
增 量 操作 ， 并 且 对 任意 实数 容量 都 可 以 正确 运行 . 这 是 通过 总 搜索 最 短 增 广 路 径 来 实现 的 ， 正 如 在 
二 部 图 的 匹配 问题 中 那样 (定理 3. 2. 22). 现在 ,我 们 已 知 的 还 有 更 快 的 算法 ; 我 们 再 次 引用 Ahuja- 
Magnanti-Orlin[1993]， 其 中 对 此 作 了 全 面 的 论述 . 
整数 流 

在 组 合 学 的 应 用 中 ， 我 们 一 般 有 整数 容量 ， 而 且 想 要 的 解 也 必须 在 每 条 边 上 具有 整数 流量 . 

4.3.12 推论 ( 整 性 定理 ) ”如 果 网 络 中 的 容量 都 是 整数 ， 则 有 一 个 最 大 流 为 所 有 边 分 配 整 数 流 
量 . 进而 ， 某 个 最 大 流 可 以 划分 成 沿 着 从 源 点 到 接收 点 的 一 些 路 径流 动 的 具有 单位 流 值 的 流 . 

证 明 在 Ford 和 Fulkerson 的 标记 算法 中 ， 找 到 一 条 增 广 路 径 后 ， 流 值 的 改变 量 总 是 一 个 流 
量 ， 或 者 是 一 个 流量 与 一 个 容量 的 差 . 当 这 些 值 都 是 整数 时 ， 差 也 是 一 个 整数 .以 零 流 开始 ， 这 意 
味 着 不 可 能 出 现 非 整数 流 . 

于 是 算法 得 到 一 个 在 每 条 边 上 均 具 有 整数 流量 的 最 大 流 . 在 每 个 内 部 节点 ， 现 在 将 流入 的 单位 
数 和 流出 的 单位 数 匹 配 起 米 . 这 样 就 形成 了 若干 条 *， 上 -路 径 并 且 还 可 能 形成 环 . 如 果 出 现 了 环 ， 则 
将 环 上 的 各 边 的 流量 减 1 以 便 消除 环 ， 这 不 会 改变 流 值 ARF T val PRs, 路 径 ， 每 一 条 路 
径 对 应 一 个 单位 流 . 


4 
2 1 
—— — 
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得 到 了 单位 流 路 径 .在 应 用 中 ， 我 们 构建 网 络 时 这 些 单位 流 是 有 具体 意义 的 . 
条 注 记 表明 : 容 基 都 是 整数 的 网 络 中 的 最 大 流 -最 小 割 定理 等 同 于 有 向 图 中 关于 无 公共 
边 路 径 的 Menger 定理 . 

4.3.13 注 记 (由 最 大 流 -最 小 割 定理 得 到 Menger 定理 ) Wr, y 是 有 向 图 DD 中 的 顶点 ， 则 可 
以 将 DD 看 成 源 点 是 + 而 接收 点 是 > 并 且 每 条 边 的 容量 均 为 1 的 一 个 网 络 . 容量 1 保证 了 从 到 y 的 
那些 流 单位 对 应 于 D 中 两 两 间 无 公共 边 的 那些 >，>- 路 径 . 于 是 ， 值 为 的 一 个 流 得 到 一 个 由 上 条 
这 样 的 路 径 构成 的 集合 . 

类 似 地 ， 每 个 源 点 /接收 点 割 S$， 工 定义 了 一 个 边 集 [S，T]， 删 除 该 边 集 将 使 得 从 + 无 法 到 达 
ye 由 于 每 条 边 的 容量 都 是 1， 故 该 集合 的 大 小 就 是 cap(S. D. 

我 们 得 到 的 这 些 路 径 和 这 个 边 制 可 能 不 是 最 优 的 ， 但 是 由 最 大 流 -最 小 割 定理 有 

Aplr, y) Z max val f) = min capl S, T) > x’ p Gr y). 

HR Gs 3)2A Gr. y) BIE. ARR IT . Li 

4.3.14 注 记 (由 Menger 定理 得 到 最 大 流 - 最 小 制定 理 ) 为 了 证 明 Menger 定 理 蕴涵 有 理 数 容量 
这 种 情况 下 的 最 大 流 -最 小 制定 理 ， 取 一 个 任意 的 网 络 并 将 它 变换 成 一 个 有 向 图 ， 然 后 在 这 个 有 向 
图 中 运用 Menger 定理 . 由 于 可 以 对 所 有 容量 乘 上 最 小 公分 母 ， 故 我 们 假定 所 有 容量 都 是 整数 . 

给 定 一 个 具有 整数 容量 的 网 络 N， 将 其 中 每 一 条 容量 为 j 的 边 分 裂 成 j 条 具有 相同 端点 的 边 ， 
这 样 形成 了 一 个 有 向 图 D. 对 于 N， 由 对 偶 性 得 到 max valCf) «min cap(S, T). 此 时 ， 我 们 希望 在 
DD 上 运用 Menger 定理 得 到 反 向 不 等 式 ， 故 参照 注 记 4. 3. 13 我 们 要 计算 得 到 的 是 : 
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max valCJ) > A p(s.t) = «'p(s,t) > min capC S. T). 

HDAC. ORMMZM BAMA s RAM MOEA MN rh D AI GS 的 一 个 
流 ， 因 为 D 中 每 条 边 的 份 数 等 于 N 中 边 的 容量 . 因此 max val za Gs D. 

现在 , BEF ED (pe Gs ORME Ms 断 开 的 边 构 成 的 集合 . 如 果 ec F， 则 F 的 最 小 性 意 
ORM D= CF 0i — Fei Ee Ys. BRE P. 如 果 边 e 一 uv 的 另 一 个 备份 e 不 在 F 中 ， 则 P 可 以 沿 
e 重新 确定 路 线 ， 这 样 就 在 DF PRAT — As. OMB. At, MED 中 的 每 条 重 边 , FRA 
含 其 所 有 备份 要 么 不 包含 任何 一 个 备份 . 因而 x(s， D RUN 中 能 够 将 1 从 s 断 开 的 一 个 边 集 内 所 有 
边 的 容量 和 . 令 S 是 由 D 一 F 中 能 够 从 s 到 达 的 顶点 构成 的 集合 ， 则 有 cap(S, D= G. D. 最 小 
割 至 少 具有 这 个 容量 ， 故 min cap(S, T) (s, 0. HE. 我 们 证 得 了 所 有 需要 的 不 等 式 . 

对 于 组 合 学 上 的 应 用 ，Menger 定理 可 以 有 比 最 大 流 -最 小 割 定理 更 简单 的 证 明 ( 定 理 4. 2. 25 就 
是 一 例 ). 然而 ，4. 2 节 中 我 们 对 Menger 定理 的 证 明 却 难 以 用 于 算法 实现 . 对 于 大 规模 计算 ， 网 络 
流 和 Ford-Fulkerson 标记 算法 更 适用 . 事实 上 ， 多 数 计算 图 或 有 向 图 的 连通 度 的 算法 均 使 用 网 络 流 
方法 (Stoer-Wagner[1994] 给 出 了 一 种 不 同 的 方法 ). 

我 们 给 出 组 合 问题 的 其 他 网 络 模型 . 比如 ，Menger 定理 关于 其 他 局 部 性 质 的 描述 也 可 以 直接 
得 到 . 

4.3.15 注 记 (其 他 变形 ) 对 于 Menger 定理 所 讨论 的 每 种 局 部 性 质 ， 我 们 将 路 径 问 题 用 具有 整 
数 容量 的 网 络 流 来 表述 . 

为 了 得 到 有 向 图 D 中 内 部 不 相交 路 径 这 个 问题 的 网 络 模型 ， 必 须 阻 止 两 个 流 单位 通过 任意 节 
点 .这 可 以 用 如 下 方法 来 实现 ;将 项 点 用 两 个 顶点 w- 和 x+ 代替 ， 并 且 它 们 分 别 继承 "上 的 出 边 
MAH: PEE o 和 wt 之 间 添 加 一 条 具有 单位 容量 的 边 ， 我 们 就 可 以 将 通过 顶点 v 的 流量 限制 为 单 
位 流量 . 将 D 中 原 有 边 的 容量 泗 为 非常 大 (实际 上 是 无 穷 大 )， 我 们 可 以 保证 最 小 制 仅 包含 v v 这 
种 形式 的 边 . 

为 了 得 到 图 G 中 无 公共 边 的 路 径 这 个 问题 的 网 络 模 型 ， 必 须 允 许 流 沿边 的 任意 方向 流动 ， 这 可 
以 通过 将 边 uv 用 有 向 边 wv 和 vu 代替 来 实现 .这样 ， 网 络 在 某 条 边 的 两 个 方向 都 有 单位 流 就 等 效 
于 这 条 边 根本 没有 被 使 用 . 

在 每 种 情况 中 ， 网 络 中 的 一 个 流 得 到 一 个 路 径 集合 ， 而 一 个 最 小 市 则 得 到 -个 顶点 分 离 集 或 者 
边 分 离 集 . 同 注 记 4. 3. 13 一 样 ， 对 偶 性 给 出 了 我 们 在 Menger 定理 中 所 需 的 等 式 . 为 了 给 出 图 中 内 部 
不 相交 路 径 这 个 问题 的 网 络 模型 ， 上 述 的 两 种 变换 都 是 需要 的 .习题 5 一 ? 要 求 给 出 这 些 证 明 的 细 
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4.3.16 应 用 (棒球 淘汰 问 题 (Schwartz[1966])) 在 赛季 内 的 某 个 时 间 ， 我 们 可 能 要 关心 某 球 队 
X 是否 仍 有 机 会 获得 冠军 . 换 名 话说， 是否 对 所 剩 比赛 的 胜 者 进行 某 种 预测 ， 可 以 使 得 任意 球 队 的 
总 胜利 场 数 都 不 多 于 Xo 如 果 是 这 种 情况 ， 则 存在 -个 可 行 的 预测 安排 使 得 球 队 X 在 自己 剩 下 的 
所 有 比赛 中 均 获 胜 ， 假 设 这 样 X 获胜 的 总 场 数 为 W. 我 们 想 知道 的 是 : 是 否 可 以 对 其 他 比赛 的 胜 者 
做 适当 的 选择 使 得 没有 哪 支 球 队 胜利 的 总 场 数 超过 W. 为 此 ， 我 们 创建 一 个 网 络 ， 其 中 的 流 单位 分 
别 对 应 于 剩 下 的 比赛 . 


u82) 


(183) 
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WX os X, 是 其 他 所 有 球 队 ,为 这 支 球 队 建立 相应 顶点 1，…，zs， 为 (”) 个 球 队 组 合 


建立 相应 顶点 yi,;， 另 外 还 有 源 点 s 和 接收 点 1. 从 s 到 每 个 球 队 顶 点 引 一 条 边 并 且 从 每 个 组 合 顶 点 
一 条 边 到 1. 在 每 个 组 合 顶点 yi,; 处 ， 从 二 和 zi 分 别 引入 一 条 边 . 
通过 对 容量 的 选择 来 对 各 种 约束 建 模 . 边 yi.jt 上 的 容量 是 ai.;， 这 是 球 队 X: MX; 之 间 所 剩 比 
赛 的 场 数 . 假设 X; CAMS w 场 比赛 ， 边 sr; 上 的 容量 就 是 多 一 zw ， 这 样 将 X 也 纳 人 了 讨论 . 边 
riyij 和 xziytj 上 的 容量 为 co(zi 能 够 从 xi 那里 获胜 的 比赛 场 数 已 经 被 边 yi.jt 上 的 容量 约束 了 ). 


zu | 


由 整 性 定理 可 知 ， 有 一 个 最 大 流 可 以 分 裂 成 一 些 流 单位 .每 个 流 单位 对 应 一 场 比赛 ， 其 第 一 条 
边 指明 了 胜 者 而 最 后 一 条 边 指明 了 参加 这 场 比赛 的 球 队 组 合 . 这 个 网 络 有 一 个 值 为 Dais 


当 且 仅 当 所 有 剩 下 的 比赛 进行 完 后 所 有 球 队 启 的 总 场 数 均 不 超过 W; 这 也 是 X fle n 军 的 
At. 

HCH, EE Bo LLL as; I C5 A A CI DO FE EO a,j. S, TER 
有 有 穷 容量 的 一 个 割 并 令 i; z € T). HF cla, y=, AMAA AER ALA zi ES 和 yi € Ts 
因此 ， 只 要 i 或 j 不 在 Z 中 , 则 wjES. 为 了 将 容量 最 小 化 ， 只 要 {i OZ RAM yi ET. 现在 
容量 cap(S, D= 2 (W—wi) + pL 每 个 割 至 少 具 有 容量 也 a;.; 这 个 条 件 就 变 成 了 : 

aw - wi) > Dian 对 任意 ZS n] Rr. 

注意 ， 这 个 条 件 显然 是 必要 的 ， 它 是 说 ， 为 了 对 被 过 引 的 球 队 之 间 的 所 有 比赛 的 胜 者 做 出 安排 ， 
我 们 要 求 这 些 球 队 的 总 胜利 场 数 必须 有 足够 的 回旋 余地 . 我 们 已 经 证 明了 这 个 显然 的 必要 条 件 也 是 
充分 的 (TONCAS). " 

网 络 流 在 组 合 问题 上 的 应 用 常常 需要 证 明 : 所 求 的 组 合 方式 存在 当 且 仅 当 网 络 中 有 一 个 充分 大 
的 网 络 流 . 然后 用 最 大 流 -最 小 割 定 理 得 到 其 存在 性 的 充分 必要 条 件 ， 如 同 应 用 4. 3. 16 中 那样 .其 
他 例子 包括 习题 5 一 7 的 大 部 分 内 容 ， 以 及 习题 13 和 定理 4. 3. 17 一 4. 3. 18. 
供应 和 需求 ( 选 学 ) 

下 面 ， 我 们 考虑 更 一 般 的 网 络 模型 . 我 们 允许 有 多 个 源 点 和 接收 点 ， 并 在 每 个 源 点 处 关联 
一 个 供应 量 s (zx) 而 在 每 个 接收 点 yj 处 关联 一 个 需求 量 7 (yj). 除了 边 上 的 容量 约束 和 内 部 顶点 处 
的 守恒 约束 之 外 ,我们 还 在 源 点 和 接收 点 处 增加 传输 约束 - 

ft GO —f GO 之 o(zi) 对 每 个 源 点 x 
S ODT Gy) > 9 (y;) 对 每 个 接收 点 yj 

如 上 得 到 的 一 个 格局 是 -个 传输 网 络 . 由 于 需求 量 是 正 值 ， 故 零 流 不 是 可 行 的 .我们 要 寻找 满 
足 所 有 约束 的 可 行 流 .“ 供 / 求 "这 个 术语 就 表明 了 所 有 约束 ， 即 我 们 必须 在 任意 源 点 均 不 超过 其 可 
用 供应 量 的 情况 下 满足 所 有 接收 点 处 的 需求 . 这 个 模型 适用 于 某 公司 拥有 多 个 分 发 中 心 ( 源 点 ) 和 和 零 
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售 点 (接收 点 ) 的 情况 . 
令 X 和 YY 分别 表示 源 点 集合 和 接收 点 集合 . 令 Lem MY) 2 AM RAI ACX 的 总 供 


Ez 


应 最 和 集合 BEY 的 总 需求 其 . 对 于 边 的 一 个 集合 F,， 令 COO — >) cle. 给 定 一 个 顶点 集合 T， 


来 自 其 他 顶点 的 流 必须 满足 净 需 求 9(Y 站 了 一 a(XNT). 因此 ， 这 是 c([T，T]) 必 需 的 大 小 . 对 每 
个 集合 本 满足 这 个 条 件 也 是 存在 可 行 流 的 充分 条 件 ( 显 然 的 必要 条 件 也 是 充分 的 。 即 TONCAS). 

4.3.17 定理 (Gale[1957]) 在 源 点 集 为 X 而 接收 点 集 为 了 的 传输 网 络 N 中 ， 存 在 可 行 流 当 且 

仅 当 
«ES.TD2 AYN D-e«xnon 
对 N 的 顶点 集 的 任意 划分 集合 S 和 了 成 立 . 

证 明 我 们 已 经 看 到 了 这 个 条 件 的 必要 性 . 为 了 证 明 其 充分 性 ， 我 们 按 下 面 的 方式 构造 一 个 新 
网 络 N^. 在 N 中 添加 一 个 超级 源 点 s 和 一 个 超级 接收 点 4; 对 于 每 个 € X. Kos 8] RR EROS 
a Cr LI ys 对 于 yjEY， 从 yj 引 一 条 容量 为 9 (> ) 的 边 到 / 传输 网 络 N 有 一 个 可 行 流 当 且 仅 
当 N' 有 一 个 流 浸润 了 每 一 条 到 达 : 的 边 ( 即 一 个 值 为 0(Y) 的 流 ). 

th Ford-Fulkerson 定理 ，N' 有 一 个 值 为 (Y) 的 流 当 且 仅 当 cap(SUs, TUD> 9 (YX N fif 
每 个 划分 S， 工 成 立 . N' 中 的 割 [SUs，TU 癌 包含 了 NN 中 的 [S，T]， 还 包含 从 :到 所 有 zx; 的 边 以 
及 从 所 有 yj Be 的 边 . 因此 : 

cap(SUsTUD= «S.D +06 TX) + 9G Y. 
BLE. cap(SUs, TUO> 2 (Y) 当 且 仅 当 
AST) +AX NTS AY-IYNS)=aAYNT, 
而 这 止 好 是 定理 中 的 假设 条 件 . a 

对 于 具体 实例 ，N' 的 构造 是 关键 ， 因 为 我 们 在 N 上 运行 Ford-Fulkerson 算法 会 产生 N 的 一 
可 行 流 (只 要 它 存在 ). 如 果 ( 每 个 单位 流 的 ) 代 价 被 关联 到 相应 的 边 上 之 后 ， 则 还 有 最 小 代价 流 问 
题 ， 这 推广 了 定理 3. 2. 14 中 的 运输 问题 . 最 小 代价 流 问 题 的 求解 算法 可 以 在 Ford-Fulkerson( 1962] 
和 Ahuja-Magnanti-Orlin[ 1993] 中 找到 . 

我 们 来 讨论 Gale 条 件 的 几 个 应 用 . 一 对 整数 序列 p= (名 ，…，pom) 和 9 一 (9 ，…、g) 是 可 二 
部 图 解 的 (习题 1. 4. ns X，Y- 二 部 图 使 得 X 中 的 顶点 的 度 分 别 为 pl ，…， s 
且 站 中 的 顶点 的 度 分 别 为 . BYRD pu Xa, 这 个 条 件 是 必要 的 ， 但 是 它 不 是 充分 的 . 

了 测试 Lp，9) 是否 可 二 部 图 解 ， anne 个 网 络 使 其 中 的 单位 流 对 应 于 所 求 图 的 边 . pina 
两 个 方向 上 均 类 似 于 可 图 解 序列 的 Erdós-Gallai 条 件 (习题 3. 3. 29). 
4.3.18 定理 (Gale[1957]，Ryser[1957]) 如 果 户 ,9 是非 负 整数 序列 ， 且 它们 满足 p >> pm 


QS Sn BNEp—Ne. Bb p qg 可 二 部 图 解 当 且 仅 当 X mint ook) > > De FIAn KE. 
证 明 SEH. 令 G 是 实现 (P，9) 的 一 个 简单 X，Y- 二 部 图 . 考虑 关联 到 Y 中 类 个 顶点 的 所 有 
边 .由 于 GG 是 简单 图 ， 央 此 每 个 mrEX 最 多 关联 到 这 些 边 中 的 人 条， 而 且 x; 也 最 多 关联 到 这 些 边 


中 的 请 条， 于是， mint pk 是 关联 到 Y BO H3 e P TG I BUG X BY PEE 
Hass 的 那些 顶点 EC 
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充分 性 ， 给 定 (p，9)， 构 建 一 个 网 络 N， 使 其 对 任意 i 有 一 条 从 x; 到 yi 的 容量 为 1 的 边 ， 
FHF x)= Wi 2 Cy) 7 qj. 单位 容量 使 得 多 重 边 不 会 出 现 ， 并 且 (p，9q) 可 实现 图 解 当 上 且 仅 当 N 
有 一 个 可 行 流 

只 需 证 明 所 给 的 关于 pA q (URTEIL T XE PB 4.3.17 中 的 条 件 . 对 于 SCEV(N), $ S= 
fiz n € SIBJCD — Us yj€5). 对 于 VCN) 的 一 个 划分 S，T， 我 们 现在 有 zc(XmT)= X p: H 


Ex 


2n D- X y. HAH «IS. TD-1KS | * IJD}. 


T 


4 k= | ICT) | ， 则 上 面 的 最 后 一 个 量变 成 了 
«[S.TD =| KS | & — Dh Ð mini p, £i. 


Dp > Y mip MY gy < Say WERL. MARERE Y) minl ps kd > hq) A 
MRIS, TD 20 D-aOXDD. 由 于 这 对 每 个 划分 S，T 都 成 立 ， 故 该 网 络 有 一 个 可 行 
流 ， 它 产生 所 常 的 部 图 . " 


我 们 用 一 个 下 界 来 限制 每 条 边 上 人 允许 通过 的 流 基 ,这 样 也 可 以 扩展 最 大 流 问 题 ， 容 熏 约束 仍然 
有 上 界 ， 故 我 们 要 求 流量 /(e) 满 足 ULOS O Sule). 我 们 仍然 在 内 部 节点 处 加 以 守恒 约束 .如果 
存在 可 行 流 ， 则 对 Ford-Fulkerson 标记 算法 稍 做 修改 后 就 可 以 找 出 最 大 (或 最 小 ) 可 行 流 ( 习 题 4)， 
难点 在 于 找到 一 个 启动 算法 的 初始 可 行 流 .我 们 先 给 出 一 个 应 用 

4.3.19 应 用 (矩阵 的 舍 入 ，Bacharach[1966]) 我 们 或 将 某 个 数值 算 阵 中 的 每 个 元 素 售 人 
到 一 个 整数 . 我 们 还 希望 各 行 、 各 列 之 和 是 整数 值 . 伟人 后 行 或 列 的 和 应 该 是 伟人 前 的 和 的 伟人 ~ 
所 得 的 整数 矩阵 (如 果 存 在 的 话 ) 是 原 矩 阵 的 一 个 一 致 舍 入 . 

我 们 可 以 将 一 致命 人 问题 表示 为 一 个 可 行 流 问题 . 为 矩阵 的 各 行 创建 项 点 zl，…，xzrw， 也 为 
各 列 创 建 顶点 yis cms ya 添加 源 点 s 和 接收 点 +. 对 所 有 的 i je RIM srie rings yyte WRH 
阵 的 元 素 为 a;.;， 则 各 行 之 和 分 别 为 ri ，…，rn， 各 列 之 和 分 别 为 51 ，…，sn， 

Hr) —|[n] dGuyp =la) Ly) =l] 


> 


aro =fr] ar 一 [ai ao 一 ro] 
将 它 髓 变换 成 普通 的 极 大 流 问 题 ， 就 可 以 测试 是 否 存 存 可 行 流 了 . 有 了 这 样 两 个 变换 ， 就 可 以 
用 网 络 流 来 检测 一 致命 人 的 存在 性 . 


63 76 46 
(5 23 28) 
55 45 35 


a o G3 h " 

4.3.20 解 (循环 流 与 具有 下 界 的 流 ) ”在 边 的 容量 具有 上 界 和 下 界 的 最 大 流 问 题 中 ， 零 流 不 是 可 

行 流 ， 故 Ford-Fulkerson 算法 无 从 启动 . 我 们 必须 先 找到 一 个 可 行 流 ， 这 之 后 只 需 对 标记 算法 稍 做 修 
改 邮 可 以 使 用 (习题 4). 
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第 一 步 就 是 添加 一 条 从 接收 点 到 源 点 的 具有 无 穷 大 容量 的 边 . 所 得 网 络 有 一 个 处 处 守恒 的 可 行 
流 ( 称 之 为 循环 流 ) 当 且 仅 当 原来 的 网 络 有 一 个 可 行 流 . 在 循环 流 问题 中 ， 没 有 源 点 和 接收 点 . 

接 下 来 ， 将 可 行 循环 流 问题 C 转换 成 一 个 最 大 流 问题 N， 这 可 以 通过 如 下 步骤 完成 : 在 所 有 节 
点 处 引入 供应 量 和 需求 量 并 添加 一 个 源 点 和 接收 点 以 满足 这 些 供应 量 和 需求 量 . 给 定 流量 约束 IC < 
/(e)<<u(e)， 在 每 条 边 e LF cle)=ule) —ICO. 对 每 个 顶点 v, > 


r@= > le. 


EVO el 


Bo- M ko. 


BC) = E (9) — I5 CO. 

由 于 Ut COLD. Co) PIAA Luv), WED) —0.. 一 个 可 行 的 循环 流 了 必须 在 每 条 边 上 满足 流量 
约束 并 在 每 个 顶点 上 满足 /+ CO — f 00-0. 4 f'KQGo— fle) Ue), RITER SE C 中 的 可 行 流 
当 且 仅 当 "在 每 条 边 上 满足 0 三 /(e) 志 cle) 且 在 每 个 顶点 处 满足 + (ww 一/ (v) 500. 

这 就 将 可 行 循环 流 问 题 转换 成 了 一 个 具有 供应 量 和 需求 量 的 流 问题 . 如 果 6C 270. WM v 向 网 
络 供应 流量 | 66 | ,否则 v 对 网 络 有 | 5b(v) | 的 需求 量 . 为 了 使 得 节点 处 满足 守恒 约束 ， 我 们 添 
加 一 个 源 点 *， 从 它 到 每 个 满足 pu) 过 0 的 顶点 引 一 条 容量 为 b(v) 的 边 ， 并 添加 接收 点 :， 从 每 个 满 
Jg bCo) <0 的 节点 到 4 引 一 条 容量 为 一 b(v) 的 边 .这样 就 完成 了 对 N 的 构造 . 

A a AEST s 的 所 有 边 的 总 容量 ; UTC 二 0， 故 进入 4 的 所 有 边 的 总 容量 也 是 a. 现在 ，C 
有 一 个 可 行 循环 流 / 当 且 仅 当 N 有 一 个 值 为 e 的 流 ( 浸 润 了 离开 * 或 进入 上 的 所 有 边 ). a 

4.3.21 推 论 在 每 个 节点 上 都 满足 守恒 约束 的 网 络 D 有 一 个 可 行 循环 流 当 且 仅 当 

>) ed < >) ule) 对 任意 SS VOD) 成 立 . 


证 明 在 解 4. 3. 20 的 讨论 中 ,我 们 可 以 在 最 后 一 步 之 前 停 下 来 ， 并 将 当前 的 供 / 需 问题 转换 成 
定理 4. 3. 17 中 的 模型 . 由 于 了 bp(v) = 0， 故 满足 所 有 需求 的 唯一 方法 就 是 用 尽 所 有 供应 是 . Wt. 
存在 循环 流 当 且 仅 当 如 下 的 供 / 需 问题 有 解 ， 对 于 {tvEV(D) : 600 Z0) PB v A BENT Hi a Co) = 660 
而 对 于 {vEV(D): Au 一 0} 中 的 v 有 需求 量 3 (v) = 一 b(v). 

在 该 问题 有 解 时 ， 定 理 4. 3. 17 刻画 了 它 的 特征 . 将 定理 4. 3. 17 中 的 条 件 变 问 到 原 问题 中 流 重 


的 上 界 和 下 界 (习题 22)， 这 个 条 件 变 成 了 : D O< 5) uCO 对 任意 SSV(D) 成 立 ， " 


习题 
4.3.1 (一 ) 在 下 面 的 网 络 中 ， 列 出 所 有 整数 值 可 行 流 并 从 中 找 出 具有 最 大 值 的 流 (这 说 明了 对 偶 方 
法 较 穷 举 法 的 优越 性 ). 给 出 一 个 具有 相同 值 的 制 ， 证 明 这 个 流 是 最 大 流 . 确定 源 点 /接收 
AMARA GE: 存在 流 值 为 0 的 非 零 流 ). 
1 
3, 3 
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第 4 章 


4. 3. 


BR 
w ow 


3 


E 


. 10 
. 11 


(一 ) 在 下 面 的 网 络 中 ， 找 出 从 s 到 + 的 一 个 最 大 流 . 利用 对 偶 问题 证 明 所 给 出 的 结果 是 最 优 
的 ,并 解释 为 什么 这 样 可 以 证 明 其 最 优 性 . 


TAM] 
证 到 | 


一) 厨房 汲 水 处 通过 管道 网 络 从 两 个 储 水 池 小 取水 ， 管 道 在 单位 时 间 内 的 容量 在 下 图 中 给 
出 . 找 出 最 大 流 . 利用 对 偶 问 题 证 明 所 给 出 的 结果 是 最 优 的 ， 并 解释 为 什么 这 样 可 以 证 明 
其 最 优 性 . 


汲 水 处 


设 N 是 一 个 网 络 ， 它 在 边 上 有 容量 并 在 顶点 上 满足 守恒 约束 ， 另 外 各 边 的 流量 均 有 下 界 
Ue), WER AOS). 如 果 给 定 一 个 用 于 启动 算法 的 可 行 流 ， 如 何 修改 Ford-Fulkerson 
标记 算法 以 便 在 这 个 网 络 中 搜索 最 大 可 行 流 ? 

(1 利用 网 络 流 证 明 有 向 图 中 关于 内 部 不 相交 路 径 的 Menger 定理 : WR zy 不 是 一 条 边 ， 则 
kler, =A, VR: 用 注 记 4.3.15 中 提 到 的 第 一 个 变换 ). 

(1) 利 用 网 络 流 证 明 图 中 关于 无 公共 边 的 路 径 的 Menger 定理 : x Gr, y) 7A Gr. y) (提示 : 
用 注 记 4.3.15 中 提 到 的 第 二 个 变换 ). 

(0 利用 网 络 流 证 明 图 中 关于 非 邻 接 顶 点 的 Menger 定理 : rlr, y) =A, VER: 用 注 
记 4. 3. 15 中 提 到 的 两 个 变换 ). 

设 G 是 一 个 有 向 图 ， 且 zx，yEV(G). 假设 容量 不 是 定义 在 每 一 条 边 上 ， 而 是 定义 在 (除了 
zx，y 之 外 的 ) 顶 点 上 . 对 每 个 顶点 ， 通 过 它 的 总 流量 有 一 个 上 界 ; 对 于 边 上 的 流量 ,没有 
任何 限制 . 阐明 如 何 用 通常 的 网 络 流 理论 来 获得 可 行 流 的 最 大 值 ， 该 可 行 流 的 最 大 值 是 项 
点 流量 被 限制 的 图 G 中 从 = 到 y 的 可 行 流 的 最 大 值 . 

用 网 络 流 证 明 : 图 G 是 连通 的 当 且 仅 当 将 G 的 顶点 集 任意 划分 成 两 个 非 空 集合 S， 了 后 ， 
存在 一 条 边 使 得 一 个 端点 在 S 中 而 另 一 个 端点 在 工 中 ( 注 : 第 1 章 对 这 个 结论 给 出 了 一 个 简 
单 直接 的 证 明 ， 故 这 里 是 一 个 “大 材 小 用 ”的 实例 ). 

(90 用 网 络 流 证 明 Konig-Egervary 定理 : 如 果 G 是 一 个 二 部 图 ， W a (C) — COD. 

证 明 : 二 部 图 的 增 广 路 径 算法 (算法 3. 2. 1) 是 Ford-Fulkerson 标记 算法 的 特例 
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4.3.12 


4.3.13 


4.3.14 


4.3.15 


4.3.16 


4.3.17 


4.3.18 


4.3. 19 


ALS, SYLT, TERS N 的 一 个 源 点 /接收 点 割 . 

aE: cap(SUT, SU D +cap(SNT, STT)<cap([S, S]+cap([T, TD GER: 面 一 
个 图 ， 考 虑 各 种 类 型 的 边 在 不 等 式 两 端的 作用 ). 

b) 假 设 LS，S] 和 [T，T] 均 是 最 小 割 . 由 (a) 得 出 如 下 结论 : [SUT，SUT] 和 [SmT， 
SATIE hA. 此外， 还 需 得 出 如 下 结论 ，S 一 和 了 一 S 之 间 的 边 都 没有 正 值 
容量 . 

(DD 几 个 公司 派 代表 开会 ; 第 i 个 公司 派 m; 名 代表 . 会 议 的 组 织 者 负责 安排 同时 进行 的 各 

组 会 议 ; 第 j 组 会 议 可 以 容纳 ni 位 与 会 者 . 组 织 者 要 把 与 会 者 全 部 安排 到 各 组 会 议 中 ,但 

是 从 同一 个 公司 来 的 代表 必须 位 于 不 同 的 会 议 组 中 . 各 组 会 议 无 需 满 员 . 

a) 阑 明 如 何 用 网 络 流 来 测试 上 述 的 要 求 能 否 被 满足 . 

DE 户 是 公司 的 个 数 ， 而 9 是 会 议 组 的 个 数 . 适当 编号 使 得 mm s 
n, 证 明 : 存在 一 个 满足 所 有 约束 的 代表 安排 方案 当 且 仅 当 k(g 一 上 十 Dn > Dm 对 
所 有 满足 0<hk<p MOLILA k, LaL. ‘ 

某 大 型 大 学 有 个 系 ， 现 在 必须 任命 一 个 重要 的 委员 会 . 委员 会 中 的 教授 来 自 各 个 系 . 某 

些 教授 在 两 个 或 多 个 系 中 兼职 ， 但 是 每 个 教授 最 多 被 指派 为 某 一 个 系 的 代表 在 最 后 选 定 

的 代表 中 ， 助 理 教授 、 副 教授 和 正教 授 (假设 人 被 3 整除 ) 的 数量 必须 相同 ,如何 才能 选 定 

这 个 委员 会 ? (提示 : 构建 一 个 网 络 ， 使 得 其 中 流 含有 的 流 单位 对 应 于 为 委员 会 选 出 的 教 

BE, 并且 网 络 中 的 容量 体现 各 种 约束 . 解释 : 如 何 用 这 个 网 络 来 检测 这 样 一 个 委员 会 是 否 

存在 ， 并 且 如 果 这 样 的 委员 会 确实 存在 如 何 用 这 个 网 络 找 出 这 个 委员 会 . CHall 1956) 

令 G 是 一 个 加 权 图 . 设 生成 树 的 值 是 其 所 有 边 中 的 最 小 权 值 . AIS, ST FEE cap 是 

其 所 有 边 中 的 最 大 权 值 . 证 明 : G 中 生成 树 的 最 大 值 等 于 G 中 边 割 的 最 小 容 是 (Ahuja 

Magnanti-Orlin[ 1993, p538]) 

(十 ) 设 z 是 竞赛 图 T 中 具有 最 大 出 度 的 一 个 顶点 . 证 明 : 了 有 一 棵 以 z 为 根 的 有 向 生成 树 

使 得 其 中 每 个 顶点 到 z 的 距离 最 多 为 2， 并且 工 之 外 的 其 他 顶点 的 出 度 最 多 为 2( 提 示 : 建 

立 一 个 网 络 来 模拟 到 达 z 的 非 后 继 顶 点 的 那些 路 径 ， 并 证 明 每 个 割 都 有 足够 大 的 容量 . 

注 ， 这 个 结论 加 强 了 命题 1. 4. 30 中 竞赛 图 中 关于 王 的 结论 : 任何 顶点 无 需 成 为 其 他 两 个 

以 上 顶点 的 中 间 顶 点 ). (Lu[1996]) 


(* 一) 用 Gale-Ryser 定理 (定理 4. 3. 18) 来 确定 : 是 否 存在 一 个 二 部 图 使 得 其 中 一 个 部 集 
的 顶点 度 分 别 为 (5，4，4，2，1) 而 另 一 个 部 集 的 顶点 度 也 分 别 是 (5，4，4，2，1) 

CO 一 ) 给 定 序列 aCe nO sm Gs ons Sn). 确定 存在 如 下 有 向 图 D 的 一 个 充 要 
Fett: DD 具有 顶点 vi. os w, 其 顶点 的 每 个 有 序 对 作为 边 最 多 只 出 现 一 次 ， 并 且 
d+ (vi) =r; Rid- Cu) ms 对 任意 ;成 立 . 

(x 一 ) 给 下 面 的 数值 矩阵 找 出 一 个 一 致 舍 人 . 它 是 否 唯一 ?矩阵 的 每 个 元 素 必 须 是 0 
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或 1.) 
0.55 0.6 0.6 
0.55 0.65 s 
0.6 0.65 0.7 
4.3.20 (*) 证 明 : 任意 2X2 和 矩阵 能 够 被 一 致命 人 . 
4.3.21 〈*) 假 设 某 个 矩阵 的 每 个 元 素 都 严格 介 于 1/n 和 1/(n 一 1) 之 间 . 描述 其 所 有 一 致 会 人 . 
4.3.22 CK ) 完 成 推论 4. 3. 21 的 证 明细 节 ， 即 证 明 在 具有 上 界 和 下 界 的 网 络 中 存在 循环 流 的 充分 
必要 条 件 . 
4.3.23 《#1) 一 个 (k 十 人)- 正 则 图 G 是 (4，D)- 可 定向 的 ， 如 果 可 以 对 它 定 向 以 使 得 每 个 人 度 均 为 人 
或 上 


a) 证 明 : G 是 (4&，0)- 可 定向 的 当 且 仅 当 存在 V(G) 的 一 个 划分 X，Y 使 得 对 每 个 SV(G) 有 
G—D(XQ Xh sl-IYOSbslts sil. 
(提示 : 利用 定理 4. 3. 17. ) 
b) 得 出 如 下 结论 : 如 果 G 是 (k，/)- 可 定向 的 县 k 二 1!， 则 G 也 是 (k 一 1，L 十 1)- 可 定向 的 ， 
(Bondy-Murty [1976, p210-211]) 
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51 项 点 着 色 和 上 界 


参议 院 委员 会 议 日 程 安排 这 个 例子 ( 例 1. 1. 11) 可 以 使 用 图 的 着 色 作 为 模型 来 避免 会 议 时 间 冲 
R. 类 似 地 ， 在 为 某 大 学 安排 期 末 考 试 时 间 时 ， 需 要 将 有 学 生 同 时 选修 的 两 门 课程 的 考试 安排 在 不 
同 的 时 间 ,把 课程 看 成 图 中 的 顶点 ， 学 生 同 时 选修 的 两 门 课程 有 边 相 连 ， 考 试 时 间 段 的 总 数 等 于 图 
着 色 的 着 色 数 . 

另 一 个 例子 是 给 地 图 的 各 个 区 域 着 色 ， 使 得 有 共同 边界 的 区 域 具有 不 同 的 颜色 ,第 6 章 将 讨论 
这 个 问题 下面 左 侧 所 示 的 地 图 有 5 个 区 域 ， 对 其 着 色 有 4 种 颜色 就 够 了 . 下面 右 侧 所 示 的 图 是 
“具有 共同 边界 "这 个 关系 和 相应 着 色 的 模型 .对 顶点 给 出 标号 就 是 我 们 解决 着 色 问 题 的 背景 , 


定义 和 实例 

图 的 着 色 得 名 于 地 图 的 着 色 问题 . 这 里 ， 处 理 着 色 问题 就 是 给 图 中 各 顶点 赋予 标号 ， 当 这 些 标 
号 的 数值 并 不 重要 时 ， 我 们 把 它们 称 为 "颜色 "， 是 为 了 表示 它们 可 以 是 任意 集合 中 的 元 素 . 

SLIL ”图 G 的 一 个 人 着色 是 一 个 标号 映射 /: VOS, RP | S| 一 人 通常 取 ST LED. 
S 中 的 标号 称 为 颜色 .具有 相同 颜色 的 顶点 构成 同色 类 .一 个 人 -着色 称 为 一 个 真 着 色 ， 如 果 图 局 中 
相 六 顶点 具有 不 同 的 标号 .一 个 图 称 为 可 人 -着 色 ， 如 果 它 有 一 个 人 - 真 着 色 . 图 G 的 色 数 X(CG) 指 的 
是 使 得 图 可 -着 色 的 最 小 整数 人 . 

5,1.2 注 记 在 图 的 一 个 真 着 色 中 ， 每 个 同色 类 都 是 一 个 独立 子 集 . Wie. MGT k- 0H 
仅 当 VO) 是 个 独立 子 集 的 并 .于 是 ,“ 可 着 色 ”" 和 *k- 部 图 "具有 相同 的 含义 (但 是 ， 这 两 个 术语 
的 使 用 稍 有 区 别 .“k- 部 图 ”是 对 图 的 结构 的 假设 ， 而 “可 大 着 色 " 是 一 个 最 优化 问题 的 结果 )。 

带 有 轿 的 图 不 能 被 着 色 ， 因 为 我 们 不 能 为 同一 个 顶点 着 上 不 同 的 颜色 . 因而 ， 本 章 讨论 的 图 都 
ERAN. 此 外 ， 重 边 无 关 紧要 ， 因 为 边 的 重 数 并 不 影响 着 色 . 因此 ， 当 讨论 着 色 问 题 时 ,我们 
常常 只 考虑 简单 图 并 用 边 的 端点 来 表示 边 . 绝 大 多 数 在 没有 施加 简单 图 这 个 限制 的 情况 下 做 出 的 结 
论 在 允许 有 重 边 的 图 中 也 成 立 . 国 

5.1.3 由 于 一 个 图 是 可 2- 着 色 的 当 且 仅 当 它 是 一 个 二 部 图 ， 因 此 Cs 和 Petersen RH EK 
都 至 少 是 3. 下 面 的 两 个 图 都 是 可 3- 着 色 的 ， 因 此 这 两 个 图 的 色 数 从 好 都 是 3. 
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5.1.4 定 义 图 G 称 为 k- 色 的 ， 如 果 X(G) 一 k. 一 个 全 色 图 的 真人 -着色 称 为 最 优 着 色 . 如 果 对 
于 图 G 的 任意 真子 图 HAH XO) =k, MEG 是 颜色 临界 的 或 者 上 -临界 的 . 

5.1.5 8|. 小 整数 上 的 临界 图 . 一 个 图 的 真 着 色 至 少 需要 两 种 颜色 ， 当 上 且 仅 当 图 具有 一 条 边 . 
Wit, K: 是 唯一 的 2- 临界 图 (同样 ，Ki 是 唯一 的 1- 临界 图 ). 由 于 图 可 2- 着 色 与 图 是 二 部 图 表示 一 
个 含义 ， 因 此 二 部 图 的 特征 意味 着 3- 临 界 图 是 奇 环 . 

通过 计算 (每 个 分 量 中 ) 顶 到 其 他 顶点 的 距离 可 以 判断 图 G 是 否 是 可 2- 着色 的 . X 
{wEV(G): d(u，z) 是 偶数 )}, Y— (€ VC) s dtu, DEB). 图 G 是 一 个 二 部 图 当 且 仅 当 X,Y 
是 图 G 的 一 个 剖 分 ， 即 GLX] 和 G[Y] 都 是 独立 集 . 

目前 ,对 4- 临 界 图 没有 较 好 的 特征 刻画 ， 也 没有 较 好 的 办 法 来 考察 一 个 图 是 否 可 3- 着色. 附 
录 B 讨 论 了 图 论 中 有 关 计 算 的 细节 . a 

5.1.6 定 义 图 G 中 两 两 相 邻 的 顶点 构成 的 集合 叫做 团 . 最 大 团 的 顶点 数 称 为 图 G 的 团 数 ， 记 
AF WG). 

前 面 我 们 已 经 使 用 a(G) 来 表示 图 G 的 独立 数 . 与 之 类 似 ， 这 里 使 用 wm(G).a 和 ww 分 别 是 希腊 字 
母 表 中 的 第 一 个 字 幅 和 最 后 一 个 字母 ， 这 与 把 独立 集 和 团 视 为 图 “演变 "过 程 的 开始 和 结束 是 一 致 的 
(参见 8.5 节 ). 


5.1.7 命题 ”在 任意 图 G 中 ， 有 X(G) 三 w(G) 且 roste, 


证 明 ”第 一 个 不 等 式 成 立 是 因为 每 个 团 中 的 任意 顶点 都 需要 不 同 的 颜色 . 第 二 个 不 等 式 成 立 
是 因为 每 个 同色 类 都 是 一 个 独立 集 ， 而 每 个 独立 子 集 最 多 含有 a 中 个 顶点 - a 

当 图 G 是 完满 图 时 ,命题 5. 1. 7 中 的 两 个 下 界 都 是 紧 下 界 . 

5S.1.8 例 X(G) 可 能 大 于 ww(G). WE r22. 令 G= Corti V K, (Corti W K, 的 连接 ， 参 见 定 
义 3. 3.6)， 由 于 Ci PRA EMÉ. M oG) 一 "十 2. 

诱导 环 的 真 着 色 至 少 需要 3 种 颜色 . * 团 的 着 色 需 要 * 种 颜色 . 由 于 诱导 环 的 任意 顶 
s 团 的 任意 顶点 相 邻 因此 用 于 诱导 环 的 3 种 颜色 不 同 于 *- 团 的 * 种 颜色 ， 于 是 X(G) 
UG)>aG). 


" 


都 与 这 个 
3. 因此 


习题 23 一 30 讨论 特殊 图 族 的 色 数 . 此 外 ， 我 们 还 关心 在 图 的 操作 下 图 的 色 数 如 何 变化 对 于 
不 相交 的 并 ，X(G+ HD — max XC « XCED. 对 于 连接 ,XCGV H) = XG) 十 XCH). 下面 我 们 引入 
另 一 种 用 于 组 合 图 形 的 操作 . 

5.1.9 定 义 图 G 和 图 用 的 笛 卡 儿 积 是 一 个 图 ， 记 为 CD 月， 其 顶点 集合 为 VCC) XV(H), 并 
BUE Wis Qs vd FTA Qi. vOdaAR S BAS Du’ A vo € ED. AXddt(Dv—wv Buu’ € EG). 

5.1.10 8|. 销 卡 儿 积 操作 是 对 称 的 : GOH= HOG. 下 图 给 出 了 币 卡 儿 积 GOC. ffi E JLPR 
的 另 一 个 例子 是 超 方 体 : Q = Qe OK: (RE 1). mX n 的 网 格 是 一 个 和 EJLER P mPa. 

AKIE. 分解 6 口 H 时 ,可 以 对 图 G 的 每 个 顶点 得 到 图 日 的 多 个 拷贝 ， 也 可 以 对 图 日 的 每 个 
顶点 得 到 图 G 的 多 个 拷贝 (参见 习题 10). 我 们 使 用 口 而 不 使 用 X 来 表示 图 的 笛 卡 儿 积 是 为 了 避免 将 图 
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的 稍 卡 儿 积 与 其 他 乘积 混淆 ， 我 们 保留 义 来 表示 图 的 顶点 集合 的 笛 卡 儿 积 . 符号 口 最 早 由 Nesetiil 引 
和 人 用 来 表达 等 式 KOK: = Cy. 


n 

5. 1. 11 命题 (Vizing[ 1963], Aberth[ 1964) X(GOH)=max{X(G), XCHD). 

证 明 ”因为 图 G 和 图 H fi ENE Fa TAI GOH H., MOXGGETED Z9 max(X( 
XCD). 

S b max( XC « CH). 为 了 证 明 上 界 ， 我 们 利用 G 和 H 的 最 优 着 色 给 出 GOH 的 一 个 真 
着色. 设 g 是 G 的 真 X(G)- 着 色 而 hh 是 日 的 真 XCH)- 着 色 . fey ME g Cu) + ho) BER B Fl 
26, gx BERGE LT COH 的 一 个 着 色 . 因此 ， /给 V(G 口 H) 中 的 每 个 顶点 分 派 的 颜色 均 来 自 一 个 
元 集合 . 

我 们 断言 /是 G 口 H 的 一 个 真 着 色 . 如 果 顶 点 (u，v) 和 顶点 (uw ，v) 在 G 口 末 中 是 相 邻 的 ， 则 
(WD) 二 h() 和 gw) 十 h(v) 在 一 个 加 数 上 相同 ， 而 另 一 个 加 数 的 差 介 于 1 到 之 间 . 由 于 这 两 个 和 
的 差 介 于 1 到 k 之 间 ， 央 此 它们 在 不 同 的 同 余 类 ( 模 刀 中 


Li 

笛 卡 儿 积 使 得 图 的 色 数 可 以 通过 计算 图 的 独立 数 来 获得 ， 内 为 图 G RI m- 36605 LL 
BGO Km 有 - -个 大 小 为 n(G) 的 独立 子 集 ( 参 见习 题 31). 
上 界 

色 数 的 很 多 上 界 都 来 自 于 着 色 算 法 . 例如 ， 为 每 个 顶点 分 别 指定 不 同 的 颜色 即 得 到 XG) 天 
mG). 这 个 上 界 是 最 优 的 ， 因 为 XCK,) 一 ww， 并 且 只 有 G 是 完全 图 时 等 号 才 成 立 . 我 们 可 以 改进 某 
个 "最 优 ? 界 ， 方 法 是 找 出 另 个 至 少 和 它 一 样 好 的 界 . 比如， 得 到 X(G) 志 nCG) 的 过 程 中 并 未 使 用 
图 G 的 任何 结构 方面 的 信息 ; 可 以 按照 一 定 的 顺序 为 图 G 的 顶点 着 色 并 始终 使 用 "尽量 少 "的 颜色 ， 
以 便 改进 这 个 上 界 . 

5.1.12 算法 (贪心 着 色 ) 

与 V(G) 中 项 点 的 一 个 顺序 ww cns os 相关 的 一 个 贪心 着 色 是 按照 顶点 的 顺序 w ，…，z 依 
次 为 顶点 vi 分 派 一 个 最 小 颜色 标记 、 要 求 该 标记 在 排 于 w 之 前 与 w 相 邻 的 顶点 中 未 被 使 用 ， 
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5.1.13 命题 UG<AG) +1. 

证 明 ”在 为 某 个 顶点 着 色 时 ， 排 在 它 之 前 与 它 相 邻 的 顶点 最 多 有 A(G) 个 ， 因 此 在 贪心 着 色 的 
过 程 中 必须 使 用 的 颜色 数目 不 超过 ACG) 十 1. 这 就 用 构造 性 的 方法 证 明了 x(G)<A(G) +1. a 

上 界 A(G) 上 1 是 使 用 贪心 着 色 算 法 后 能 够 得 到 的 最 坏 上 界 (虽然 这 个 上 界 对 完全 图 和 奇 环 是 最 
优 的 ) 精细 地 安排 着 色 顺 序 可 以 进一步 改进 这 个 上 界 . 我 们 把 度 较 高 的 顶点 排 到 前 面 以 避免 由 它 
们 引起 的 麻烦 ， 因 为 这 时 与 度 较 高 的 项 点 相 邻 的 较 靠 前 顶点 不 多 (习题 36 给 出 了 一 个 更 好 的 着 色 
顺序 ). 

5.1.14 命题 (Welsh-Poweli[1967]) 如果 图 GHAS» di>- >da, M XCG)<1+ max 
miníd;, i-1}. 

WEBB 我们 用 贪心 着 色 算法 按照 顶点 度 非 递增 的 顺序 来 为 每 个 顶点 着 色 ， 当 为 第 i 个 顶点 vi 着 
色 时 ， 排 在 vi 之 前 与 w 相 邻 的 顶点 最 多 有 min{d;，i 一 1) 个 ， 因 此 在 这 些 顶 点 中 使 用 的 颜色 数目 也 
是 这 个 值 . 于 是 分 派 给 顶点 v 的 颜色 标记 最 多 是 1 十 min{d;，i 一 1). 这 个 结论 对 每 个 顶点 都 成 立 ， 
因此 存 i 上 取 最 大 值 即 可 得 到 所 用 颜色 数目 的 上 界 . a 

命题 5. 1. 14 给 出 的 上 界 最 多 是 1 十 A(G)， 因 此 这 个 上 和田 至 少 同 命题 5.1. 13 给 出 的 上 界 同 样 
Af. 对 于 5.1.8 中 的 例子 ， 这 个 上 界 是 最 优 的， 而 命题 5. 1. 13 给 出 的 上 界 (1 十 A(G) ) 不 是 最 优 的 

命题 5. 1. 14 使 用 精心 选择 的 顺序 来 运行 贪心 着 色 算法 . 事实 上 ， 任意 图 G 都 有 一 个 顶点 顺序 ， 
按照 这 个 顺序 进行 贪心 着 色 只 需要 X(G) 种 颜色 (习题 33)， 通常 ， 我 们 很 难 找到 这 样 的 顶点 顺序 . 

下 例 介绍 了 一 族 图 ， 这 些 图 的 上 述 顶 点 顺序 可 以 很 容易 找到 . 该 顺序 产生 的 着 色 使 得 CG) > 
w(G) 中 的 等 号 成 立 , 

5.1.15 例 9( 寄 存 器 分 配 与 区 间 图 ) 计算 机 程序 将 变量 的 值 存储 在 内 存 中 ,为 了 进行 算术 计 
算 ， 数 值 必须 存储 在 更 容易 访问 的 存储 单元 中 ， 这 样 的 存储 单元 称 为 寄存 器 .由 于 寄存 器 非常 虽 
贵 ， 因 此 必须 高 效 地 使 用 它们 . 如 果 两 个 变量 从 不 同时 使 用 ， 则 可 以 为 它们 分 配 同一 个 寄存 器 . 对 
每 个 变量 ， 计 算 它 第 一 次 和 最 后 一 次 被 使 用 的 时 间 ， 在 这 两 个 时 间 构成 的 区 间 内 变量 是 活路 的， 

定义 一 个 图 ， 其 顶点 就 是 这 些 变量 ， 两 个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 相应 的 变量 在 某 个 公共 时 间 内 均 是 
活 距 的 .这些 变 量 需 要 的 寄 作 器 的 个 数 就 是 这 个 图 的 色 数 . 由 于 变量 的 活跃 时 间 是 -一 个 区 间 ， 巾 此 
得 到 这 个 图 的 特殊 表示 . 

图 的 区 间 表 示 是 为 每 个 顶点 分 配 一 个 区 间 使 得 两 个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 相应 的 区 间 相 交 . 具有 区 
间 表 示 的 图 称 为 区 间 图 . 

对 于 如 下 区 间 图 的 顶点 序列 a, b. cy de es Sy gs hs 贪心 着 色 算 法 为 各 个 项 点 分 派 的 颜色 分 
别 为 1 2，1，3，2，1，2，3， 这 是 一 个 最 优 着 色 . 而 按照 顶点 顺序 a,e，d，… 贪 心 着 色 算 法 将 
使 用 4 种 颜色 . 


a (的 a d h a 


名 “在 例 5.1.15 一 命题 5.1. 16 中 ,不 失 一 般 性 . 我们 可 以 很 设 使 用 的 区 间 都 是 闭 区 间 ， 内 为 命题 的 证 明 过 程 所 使 用 的 
就 是 闭 区 间 -一 一 译 者 注 
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5.1.16 命题 ”如果 图 人 是 区 间 图 ， 则 XCG) 一 of(G). 

证 明 ”根据 图 G 的 区 间 表 示 ， 区 间 左 端点 的 大 小 为 图 G 的 顶点 排序 . 应 用 贪心 着 色 算法 进行 
着 色 . 设 顶 点 r 的 颜色 标记 是 &， 且 是 所 有 顶点 颜色 标记 的 最 大 值 . 由 于 顶点 x 没有 被 标记 为 更 
小 的 值 ， 这 说 明 与 x 相应 的 区 间 的 左 端点 a 也 属于 其 他 的 k& 一 1 个 区 间 ， 这 些 区 间 已 经 被 标记 为 颜 
色 1 到 k 一 1. 因此 这 些 区 间 均 包含 点 a. RAMA The, CMAs Ae 的 相 邻 顶点 (已 经 被 标 
记 为 颜色 1 到 一 1). 因此 w(G) 宇 kX(G). 巾 于 X(G) 宇 w(G) 也 成 立 ， 故 这 是 一 个 最 优 着 色 . W 

“5.1.17 注 记 贪心 着 色 算法 运行 速度 非常 快 . 在 某 种 程度 上 讲 ， 它 是 一 个 "在 线 " 算 法 ， 内 为 
邯 便 每 一 步 只 看 到 -个 新 顶点 ， 它 也 能 在 不 修改 以 前 的 顶点 的 着 色 方 案 的 情况 下 产生 图 真 着 色 .对 
于 随机 图 (参见 8.5 节 ) 的 一 个 随机 顶点 顺序 ， 贪 心 着 色 算法 使 用 的 颜色 的 总 数 几 乎 总 是 所 需 的 最 少 
颜色 总 数 的 2 信 ， 然而 如 果 给 定 的 顶点 顺序 很 糟 ， 则 贪心 着 色 算法 对 树 的 着 色 可 能 要 使 用 很 多 颜色 
(参见 习题 34). a 

我 们 一 开始 就 用 贪心 着 色 来 强调 色 数 上 界 的 可 构造 性 . 其 他 上 界 可 以 由 -临界 图 的 性 质 得 到 ， 
但 并 不 产生 真 着 色 : 每 个 人 -着色 图 都 有 一 个 人 -临界 子 图 . 然而 我 们 没有 好 的 算法 来 找 出 这 个 子 图 . 
我 们 用 临界 子 图 来 推导 下 一 个 上 界 ;， 这 个 性 质 也 可 以 用 贪心 着 色 来 证 明 ( 习 题 36). 

5.1.18 引 理 AX BL 月 是 一 个 人 -临界 图 ， 则 OCHO l. 

证 明 c HS -i 由 于 妃 是 大 临界 的 ， 故 H 一 + 是 可 k 一 1- 着 色 的 .如果 dn Go 
一 1, 则 用 于 对 万 一 r 着 色 的 4 一 1 种 颜色 不 可 能 都 在 N(x) 中 使 用 ， 这 样 就 可 以 为 顶点 x 指定 一 个 
没有 在 N(x) 中 用 过 的 颜色 ， 这 样 即 得 到 有 的 -个 真 的 & 一 1- 着 色 . 这 与 XCH) 一 人 矛盾 ， 于 是 我 们 
得 到 dn (7) 宇 k 一 1( 对 任意 xzEV(H)). n" 

5.1.19 定理 (Szekeres-Wilf[1968]) — 314 BG, X(G)<1 +maxd(H). 

证 明 GREG), M HEGRA kl RT PE. 由 引 理 5.1. 18 得 到 XG) — 1— XC HO - 1 
9C HO maxàC HD). a 

下 面 的 上 界 涉 及 图 的 定向 (也 可 参见 习题 43— 45). 

5.1.20 例 如 果 图 G 是 二 部 图 是 其 一 个 定向 是 让 图 中 所 有 的 边 从 图 的 一 个 部 集 指向 另 一 个 部 
集 ， 则 G 的 这 个 定向 中 没有 长 度 超过 1 的 (有 向 ) 路 径 . 由 此 ， 下 面 的 定理 表明 XG <2. 

奇 环 的 任意 定向 必然 存在 前 后 相继 的 两 条 边 具 有 相同 的 指向 ， 因 此 任意 定向 必 有 一 条 长 度 至 少 
为 2 的 路 径 . 于 是 ， 定 理 断 言 奇 环 是 3- 色 的 . m 

5.1.21 定理 (Gallai-Roy-Vitaver 定理 一 Galla 1968]. Roy[1967], Vitaver[ 1962). 4&X DRG 
的 一 个 定向 ， 其 中 最 长 路 径 长 度 1(D) 达 到 最 大 值 ， 则 XI LCD, 而 且 等 号 对 他 的 某 个 定向 成 立 ， 

证 明 DEG 的 一 个 定向 ,而 DÆ D 的 一 个 无 环 极 大 有 向 子 图 (在下 图 所 示 的 例子 中 ，uv 是 
唯一 在 DD 中 而 不 在 DUP HD). EE DAR D 的 所 有 顶点 . 令 (vw) 等 于 1 加 上 DP v 为 终点 的 
一 条 最 长 路 径 的 长 度 ， 这 样 就 为 V(G) 中 的 每 个 顶点 进行 了 着 色 . 

设 卫 是 D' 中 的 一 条 路 径 且 w 是 这 条 路 径 的 起 点 . DPA u 为 终点 的 路 径 不 含 P 中 的 其 他 顶点 ， 
内 为 D' 中 没有 环 . 进而 ， 每 条 以 «为 终点 的 路 径 ( 包 括 最 长 的 那 条 ) 可 以 沿 P 进行 延伸 加 长 .这 意 
味 着 / 沿 D' 中 的 每 条 路 径 都 是 严格 递增 的 . 

着 色 三 在 对 V(D')( 即 V(G)) 进 行 着 色 时 使 用 了 从 1 到 1 十 1(D') 这 些 颜色 . 我 们 断言 7 是 G 的 
一 个 真 着 色 . 对 任意 uve E(D) ， 在 它 的 两 个 顶点 间 存 在 D' 中 的 一 条 路 径 ( 因 为 uv 要么 是 DD' 的 一 条 
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Xi. 要么 将 它 加 入 D' 中 就 会 产生 环 ). 这 说 明 SOAS), AW SRR DP RO RGB 

为 了 证 明 第 二 个 结论 ， 我 们 来 构造 一 个 方向 D* 使 得 UD )<X(G) 一 1. 设 /是 G 的 一 个 最 优 
着 色 . 对 于 G 中 的 每 条 边 uv. 规定 它 在 D* 中 的 方向 是 由 x 到 v 当 且 仅 当 fOD fo). 由 于 了 是 
一 个 真 着 色 ， 因 此 上 述 做 法 定义 了 G 的 一 个 方向 . 由 于 着 色 了 中 使 用 的 颜色 标记 沿 着 D* 中 的 每 条 
路 径 递 增 ， 而 且 f 中 只 用 了 Xx(G) 个 颜色 标记 ， 因 此 可 以 得 到 LD* )<X(G) 一 1. 


D a 
Brooks 定理 

LIE XO) AC) +1 中 的 等 号 在 G 是 完全 图 和 奇 环 时 成 立 . 通过 精心 安排 顶点 的 顺序 ， 可 以 
证 明 只 有 这 两 种 图 使 得 该 不 等 式 中 的 等 号 成 立 . 这 意味 着 无 需 找 到 具体 的 着 色 方 案 即 可 知道 某 些 图 
的 色 数 ， 比 如 ，Petersen 图 是 可 3- 着 色 的 . 为 了 避免 不 必要 的 繁琐 ， 我 们 只 对 连通 图 证 明 这 个 结 
i£ .这 个 结论 可 以 推广 到 所 有 的 图 ， 因 为 图 的 色 数 等 于 其 各 个 连通 分 量 的 色 数 的 最 大 值 . 已 有 很 多 
方法 可 以 证 明 这 个 结论 ;我 们 给 出 由 Lovasz[1975] 修 改 得 到 的 证 明 . 

5.1.22 定理 (Brooks[1941]) ”如 果 G 是 一 个 连通 图 并且 G 既 不 是 完全 图 也 不 是 奇 环 ， 则 
XG) AC. 

证 明 设 G 是 连通 图 ， 并 令 k=A(G). 我 们 可 以 假定 K73. AAM ez 时 G 是 完全 图 而 4 一 2 
时 G 要 么 是 奇 环 要 么 是 二 部 图 (此 时 ， 界 是 成 立 的 ). 

我 们 的 目标 是 安排 顶点 的 顺序 ， 使 得 对 每 个 顶点， 排 在 它 之 前 并 与 之 相 邻 的 顶点 个 数 不 超 过 
4 一 1, 这 样 根据 贪心 着 色 算法 可 以 得 到 定理 中 的 上 界 . 

如 果 G 不 是 -正则 的 ， 则 可 以 挑选 一 个 度 小 于 的 顶点 作为 vw 由 于 G 是 连通 的 ， 故 可 以 将 
Uy 扩充 得 到 G 的 一 棵 生成 树 . 从 w 遍历 这 棵 树 时 ， 每 次 到 达 一 个 项 点 ， 则 将 该 顶点 的 编号 设置 为 
前 一 个 顶点 的 编号 碱 1. 在 得 到 的 顶点 序列 ww ，…，zw 中 ， 除 w 外 ， 每 个 项 点 都 有 一 个 与 之 相 邻 的 
顶点 位 于 从 它 到 v 的 路 径 上 . 因此 ， 每 个 顶点 最 多 有 一 1 个 编号 比 其 编号 小 的 相 邻 顶 点 ， 这 样 贪 
心 着 色 算 法 最 多 使 用 人 种 颜色 . 


ea ee 


剩 下 的 情况 就 是 G 是 -正则 图 . 先 假定 G 有 一 个 割 点 z+，G 是 由 G 一 zx 的 一 个 连通 分 其 及 该 分 
量 到 顶点 x 的 所 有 边 构 成 的 子 图 . 在 以 中 ， 顶 点 工 的 度 小 于 上 ， 因 此 前 一 段 的 方法 可 以 得 到 G 的 一 
个 真 &- 着 色 . 所 有 这 样 由 G 一 z 的 连通 分 量 构造 得 到 的 子 图 都 可 以 类 似 地 进行 着 色 ， 然 后 对 各 子 图 
中 使 用 的 颜色 进行 适当 的 置换 ， 使 得 它们 在 顶点 zx 上 的 颜色 一 致 

其 次 ， 可 以 假设 G 是 2- 连通 的 . 在 G 的 任意 顶点 顺序 中 ， 最 后 一 个 顶点 有 个 与 之 相 邻 的 顶 
点 排 在 它 前 面 . 只 要 着 色 时 为 两 个 与 w 相 邻 的 顶点 安排 相同 的 颜色 ， 则 贪心 着 色 仍然 适用 

特别 地 ， 假 定 某 个 顶点 ve 有 两 个 相 邻 的 顶点 w v 使 得 v HOW (uy vL EEEN. 对 
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于 这 种 情况 ， 我 们 用 3，…, nn 对 G 一 {v1， vw} 的 生成 树 中 的 顶点 编号 使得: 沿 到 达 根 v 的 路 径 ， 
顶点 的 编号 递增 . 同 前 面 的 讨论 一 样 ， 对 于 v 之 前 的 每 个 项 点， 最 多 有 一 1 个 编号 比 其 编号 小 的 
相 邻 顶点 . 贪心 着 色 算法 对 与 vs 相 邻 的 顶点 进行 着 色 时 最 多 使 用 & 一 1 种 颜色 ， 因 为 ww ， ve 使 用 相 
同 的 颜色 . 

于 是 ,我 们 只 需 证 明 对 于 任意 的 -正则 2- 连 通 图 (4 之 3) 上 述 的 三 元 组 n, v, wn FE. RD 
Hor. HAE (GT m2. WO vi 为 了 而 wz 为 到 工 的 距离 为 2 的 一 个 顶点 . 这 样 的 vo 存在 是 内 为 G 
是 正则 的 但 不 是 完全 的 . 再 令 w 是 与 v1 、vz 均 相 邻 的 顶点 . 

WR (G-xr)=1, WS ww 一 x. 由 于 G 没 有 制 点 ， 因 此 在 G 的 每 个 叶 块 中 均 有 zz 的 相 邻 顶点. 
Xz 在 这 样 的 两 个 块 中 的 相 邻 顶点 是 不 相 邻 的 . 而 且 G 一 {(z，uw ，w) 是 连通 的 ， 因 为 在 这 些 块 中 没有 
TH. 由 于 宇 3， 因 此 除了 vi 、z 之 外 工 还 有 其 他 相 邻 的 顶点 ， 因 此 G 一 { ww，ww} 也 是 连通 的 . 


v =x a 
“5.1.23 注 记 在 G 没 有 规模 较 大 的 团 时 ， 上 界 XC) <ACG) RT VA iE — 25 BE CJ Jf 50). Brooks 
定理 表明 完全 图 和 奇 环 只 能 是 一 1- 正 则 的 -临界 图 (习题 47). Gallai[1963] 将 这 个 定理 的 结论 加 强 
了 ， 他 证 明了 临界 图 中 由 度 为 一 1 的 顶点 诱导 得 到 的 子 图 中 ， 每 个 块 要 么 是 完全 图 要 么 是 奇 环 ， 
Brooks 定理 表述 了 以 下 事实 : 只 要 3 过 wo(G) 入 4A(G)， 则 X(G)<A(G). Borodin and Kostochka 
[1977] 48 : 4 AC) 299 时 ， 若 (AC), WI XC) AC) (一些 具体 例子 表明 条 件 A(C) 29. 是 必 
需 的 ). Reed[1999] 证 明了 在 A(G) 宇 101 时 这 个 猜想 是 正确 的 . 
Reed[1998] 曾 猜 想 ， 图 的 色 数 的 一 个 上 界 是 其 平凡 上 界 和 下 界 的 均值 ， 即 X(G) S< 
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由 于 将 研究 对 象 进 行 划分 以 满足 约束 条 件 是 一 个 非常 基本 的 思想 ， 因 此 关于 图 的 着 色 存 在 很 多 
变形 和 推广 . 第 7 章 我 们 考虑 对 图 的 边 进行 着 色 . 关于 顶点 着 色 ， 可 以 用 同色 类 来 诱导 子 图 ， 而 不 
将 它们 看 成 独立 子 集 (“广义 着 色 ” 一 一 习题 49 一 53). 我 们 可 以 限制 用 于 每 个 顶点 的 颜色 (“列表 着 
色 " 一 一 见 8.4 节 ). 我 们 还 可 以 提出 一 些 关 于 着 色 的 数值 问题 (习题 54). 这 里 讨论 的 问题 仅仅 是 着 
色 问题 的 冰山 一 角 . a 
习题 
5.1.1 (一 ) 计 算 下 图 中 的 团 数 、 独 立 数 和 色 数 . 命题 5. 1. 7 中 给 出 的 上 界 对 某 个 真 着 色 是 否 是 最 

优 的 ? 这 个 图 是 否 是 颜色 -临界 的 ? 


& 


5.1.2 (EN: 图 的 色 数 等 于 其 所 有 连通 分 量 色 数 的 最 大 值 - 
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a 


E 


E 


.1.13 (一 ) 证 明 或 


.1.3 (一 ) 设 G1，…，Ge 是 图 G 的 所 有 块 ， 证 明 : XCG) — max(X(G 1. 


1.4 CRI - T EE G 使 得 它 有 一 个 顶点 v IE XC G7 X( B. LG- 0 —X(0. 


.1.5 (HER GAMA H. 证 明 : X(G 二 H)= maxi X(G), XCH)}. XCGV H)=X(G) EXCH). 


1.6 (一 ) 根 据 例 5.1.8 的 结论 ,假设 CG) 一 wo(G)+1. 4 Hi =G B. H= Hia VG. 证 明 : 
XC Hy) =o Ha) +b 


.1.7 (一 ) 构 造 一 个 图 G 使 得 G 既 不 是 完全 图 也 不 是 奇 环 ,但 G 有 一 个 顶点 顺序 使 得 贪心 着 色 算 


法 按 此 顺序 对 顶点 着 色 时 使 用 4A(G) 十 1 种 颜色 . 
1.8 一) 证明: ma 六 (CH)sA(G)， 由 此 说 明 为 什么 定理 5. 1. 19 的 结果 优 于 命题 5. 1.13. 找 出 所 


有 使 得 ma 内 ( HD 二 A(G) 成 立 的 图 ~ 


.1.9 (MHA K o Ps 并 给 出 它 的 一 个 最 优 着 色 . 画 出 图 Cs 口 C; 并 给 出 它 的 -个 真 3- 着 色 


使 得 同色 类 的 大 小 分 别 为 9，8，8. 
(一 ) 证 明 : GOH 可 以 分 解 为 n(O) 个 H WNA n DA G (35 VIE 


s 


,1.11 (一 ) 证 明 下 面 的 每 个 图 都 同 构 于 CS CIC. 


1.12 《〈 一 ) 证 明 或 否定 ,任意 人 色 图 有 一 个 真 的 4- 着 色 使 得 某 个 同色 类 中 包含 c(C) 个 项 点， 
f G=FUH, Ni XC) XCO + XCD. 

1.14 (EHR 对 任意 图 G， 有 X(G)<n(G) 一 a(G) 十 1. 

L15 一) 证明 或 否定 ， 如 果 人 是 连通 图 ， RI X(O3) 达 1+a(G)， 其 中 a( 咏 是 图 G 中 度 的 平均 值 . 
1.16 〈 一 ) 利 用 定理 5. 1.21 证 明 ， 每 个 竞赛 图 均 有 生成 路 径 . (RedeiL1934]) 

1.17 〈 一 ) 利 用 定理 5. 1. 18 证明: FAP, LKO. 


(一 ) 确 定 对 VCK。) 进 行 标记 需要 的 颜色 数 ， 使 得 每 个 由 同色 类 诱导 的 子 图 的 度 不 超过 人 


1.18 

1.19. (一 ) 找 出 下 面 对 Brooks 定理 (定理 5. 1. 22) 的 证 明 过 程 中 的 错误 . 
“我 们 对 n(G) 作 归纳 . nC — 1 时 结论 成 立 . 在 归纳 时 ， 假 定 G 不 是 完全 图 或 奇 环 . h 
于 x(0) 过 8(G)， 央 此 图 G 有 一 个 大 小 最 多 为 4(G) 的 分 离 集 S. G Gie ty Gu EG-S W 
所 有 连通 分 量 ， 并 令 Hi; 二 GEV(G,)U SJ. 由 归纳 假设 ， 每 个 Hi 部 是 可 A(G)- 着 色 的 . 将 
各 个 H; 中 使 用 的 颜色 进行 适当 的 置换 ， 使 得 它们 在 S 中 的 硕 点 上 使 用 的 颜色 -- 致 . 这 样 
得 到 了 G 的 一 个 真 A(G)- 着 色 .” 

1.20 (DERG 中 的 奇 环 两 两 相交 ， 即 G 中 的 任意 两 个 奇 环 部 有 公共 顶点 ,证 明 X((3) 志 5. 
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5.1.21 
5.1.22 
5. 1.23 
5.1. 24 
5.1.25 
5. 1. 26 
5.1. 27 
5.1. 28 
5.1.29 


设 图 G 中 的 每 条 边 最 多 出 现在 一 个 环 中 . EH: G 中 的 每 个 块 要 么 是 一 条 边 ， 要 么 是 一 个 
K, 要 么 是 一 个 孤立 点 . 利用 这 个 结论 证 明 : XG. 

(1) 给 定 由 平面 上 的 一 些 直线 构成 的 集合 ， 其 中 任意 三 条 直线 不 相交 于 一 点 . hit, R 
们 构造 一 个 图 G， 其 顶点 集合 是 这 些 直线 的 交点 ， 两 个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 这 两 个 点 在 某 
条 直线 上 相继 出 现 . 证 明 : X(G) 近 3( 提 示 : 可 以 使 用 Szekeres- Wilf 定理 或 者 对 顶点 恰当 
排序 后 使 用 贪心 着 色 算法 . ©: 如 果 有 三 条 直线 交 于 一 点 ,结论 可 能 不 成 立 ). 


(H. Sachs) 


(0 在 圆周 上 放置 个 点 ， 其 中 nz Ge D. Ge 是 将 每 个 点 与 两 个 方向 上 与 它 最 近 的 人 个 
点 相连 得 到 的 2k- 正 则 图 . Dit. Gra =C Cr In FR. 证 明 : 当 k 十 1 能 被 整除 
Mh, X Gua) Sktl; 当 上 十 1 不 能 被 n WERE, X Gra) 一 人 十 2. TEM E 2 时 有 
XCGuerb 1.4) 之 k 十 2, 由 此 证 明 上 面 结论 中 的 下 界 不 能 被 前 弱 . 


(上) 设 G 是 任意 一 个 由 360 个 顶点 按 下 面 的 方式 组 成 的 20- 正 则 图 . 所 有 项 点 均匀 地 分 布 
于 圆周 上 . 由 度 1 或 2 分 离 出 的 顶点 是 不 相 邻 的 ; 由 度 3、4、5 或 6 分 离 出 的 顶点 是 相 邻 
的 . 图 的 其 他 信息 未 知 (除了 它 是 20 正则 已 知 外 ). 证 明 : AOIR: 绕 圆 周 依次 对 
每 个 项 点 着 色 ). (Pritikin) 

(十 ) 令 G 是 平面 上 的 单位 -距离 图 ，V(G) 一 R2 ， 两 个 顶点 相 邻 当 上 且 仅 当 它们 的 欧 儿 里 德 距 
离 是 1( 这 是 一 个 无 穷 图 ). EH: AAOS ER: 为 了 证 明 上 界 ， 几 区 域 给 出 一 个 明确 
的 着 色 方案 ,注意 区 域 的 边界 ). (Hadwiger[1945，1961]，Moser-Moser[1961]) 
BEARRA Si e Sms QUSS XX Sn 定义 图 G， 其 顶点 集合 为 U，ur*v H 
仅 当 ww 和 vw 在 每 个 坐标 上 都 不 同 ， 确 定 X(G). 

设 万 是 习题 5. 1. 26 中 的 图 的 补 图 ， 确定 X(H). 

考虑 由 两 个 开关 控制 的 交通 信号 ， 每 个 开关 都 有 ) 种 设置 . 对 这 两 个 开关 的 每 种 设置 ， 交 
通信 号 显示 其 ， 种 可 能 颜色 的 一 种 ， 只 要 两 个 开关 的 设置 都 发 生 了 改变 ， 交 通信 号 就 会 改 
dE. ED]. 交通 信号 的 颜色 是 由 其 中 一 个 开关 的 设置 来 决定 的 . 用 某 个 图 的 色 数 来 说 明 上 
述 结论 . (Greenwell-Lovász[ 1974]) 

对 于 下 面 的 图 G， 计 算 X(G) 并 找 出 一 个 X(G)- 临 界 子 图 . 
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.38 


.39 
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[n] 
2 
E(G,)— (Cj I: 1<i<j<k<<m)( 比 如， 不 相交 的 对 是 不 相 邻 的 ). WEHA: XC =P lg bak: 
证 明 G, 是 可 王 着 色 的 当 且 仅 当 [ 门 至 少 有 ?个 不 同 的 子 集 . E: G 称 作 K, 的 平移 图 ). (归于 
A. Hajnal) 

(DD 证明: [E G nf m- TE t 4 HAL a (GI Km) Sn(G). (Bergel 1973, p379-380]) 

(DEH: 图 G 可 24- 着 色 当 且 仅 当 G 是 A 个 二 部 图 的 并 (提示 : 这 个 结论 推广 了 定理 
1.2.23). 

DEH: {ERR G 有 一 个 顶点 顺序 使 得 贪心 着 色 算 法 按照 这 个 顺序 着 色 时 使 用 X(CG) 种 
B. 

(1 对 任意 RC N， 构 造 一 棵 最 大 度 为 上 的 树 Tt R VCTO B 1 WUE o 使 得 贪心 着 色 算法 
按照 顺序 对 o 着 色 时 使 用 & 十 1 种 颜色 (提示 : 用 归纳 法 同时 完成 图 的 构造 和 顶点 顺序 的 确 
定 . 注 ， 这 个 结果 说 明 贪心 着 色 方案 与 最 优 着 色 方案 的 性 能 比 可 能 很 精 ， 达 到 了 (4A(0)+ 
1)/2). (Bean [1976]) 

RAG PRAM AE Po 的 子 图 . 证 明 : 对 任意 的 顶点 顺序 ， 贪 心 着 色 算法 产生 G 的 最 优 
着 色 (提示 : 假设 贪心 着 色 算法 按照 顺序 vi + Uy 着 色 需 要 人 种 颜色 ， 并 今 i 是 最 小 整 
数 使 得 G 中 有 一 个 团 在 这 个 着 色 过 程 中 使 用 从 ; 到 k 中 的 颜色 ,证 明 IST. 注 ; 不 含 P 的 
图 也 称 为 余 图 (cograph)). 

给 定 图 G 的 一 个 顶点 序 o=w，…， ww, Gom GEO ory vd ifi fCo) = l+ maxde, (vy). 
按 顺 序 " 进行 贪心 着 色 可 以 得 到 XGO) 过 flo). 定义 oa" 是 如 下 顶点 顺序 ，w 是 G 中 度 最 小 的 
BOR. Yim M uy EG (veas rms os PE He AO TR. EBA: fo” 0719 ma H), 
因而 o* 使 得 (Co) 3X BW IME . CHalin[ 1967], Matula[ 1968]. Finck-Sachs[ 1969], Lick- 
White[ 1970) 

证 明 : V(G) 可 以 被 划分 成 1 十 max8(H)/r 个 类 ， 使 得 顶点 取 自 同一 个 类 的 任意 子 图 均 有 
-个 顶点 的 度 小 于 r( 提 孙 : 考虑 习题 5. 1. 36 中 给 出 的 顶点 顺序 a* . E: 这 个 结论 推广 了 
定理 5.1.19. 对 于 r—2 的 情况 可 以 参考 Chartrand-Kronk[1969]). 

OEM: 如 果 巨 是 二 部 图 ， 则 X(G) 一 w(G)( 提 示 : 将 结论 表示 成 的 形式 ,然后 使 用 二 部 图 
的 性 质 ). 

(DEBE. 任意 的 和 色 图 至 少 有 (4) 条 边 。 由 此 证 明 : 如 果 GE mA m MEERI. M 


Cit s=( ) 表示 -元 集合 [m] 的 所 有 2- 元 子 集 的 集 族 . 定义 图 Gy Hh VIGO = SAL 


XU 14m Vm 一 1( 注 : 这 个 上 界 几乎 是 紧 的 ,但 是 Erdós-Faber-Lovász 的 猜想 (参见 Erdos 
[1981]) 断 言 : 如 果 这 些 完全 图 两 两 之 间 没 有 公共 边 ， 则 XAO m). 
EH: O AOAO. 利用 这 个 结论 证 明 X(G) 十 X() 宇 2 Va(G)， 并 给 出 一 个 构造 方 
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a 


g 


法 说 明 nC) 是 整数 时 上 述 的 两 个 下 界 均 是 可 达 的 . (Nordhaus -Gaddum[ 1956], Finck 

[1968]) 

CH EBD XCGO) - XCG) <niG) +1 GRAS: 对 n(G) 用 归纳 法 ). (Nordhaus-Gaddum[1956]) 

CDXG)ZenCO) /aCG) 8 ER. 设 G 是 一 个 六 顶点 图 ， 令 c= (十 1)/a(G)， 用 习题 5.1.41 

证 明 : AO * XC) Gor- 7/4, JERUHEX P EIE ESI X(G) S c(n- D /4. 对 于 奇数 构造 

一 个 图 使 得 X(G) = cCnd- 10/4. (Nordhaus-Gaddum[ 1956], Finck(1968]) 

(1) 有 向 图 中 的 路 径 与 色 数 . 

a) G— FUH. EH: OXP) * XH). 

b) 考 虑 图 G 的 定向 D 和 函数 f: VIGOR. 由 (a) 和 定理 S. 1. 21 证 明 ， DR xr. WD 
有 路 径 wo 一 … 一 wr 使 得 Cao) nnm Cu) CRIT wm 一 > fv). 


一 vw 使 得 Fw nz 

c) 由 (b) 证 明 任意 具有 rs 十 1 个 不 同 元 素 的 序列 都 有 一 个 长 度 为 + 1 的 递增 子 序列 或 者 长 
度 为 ;的 递减 子 序列 . (Erd6s-Szekeres[1935]) 

(D Minty 定理 (Minty[1962]). 一 个 无 环 图 的 无 环 定向 指 的 是 没有 环 的 定向 , 对 于 G 的 任 

意 无 环 定向 D， 令 x(D) 一 maxa/ 外 ,其 中 CC 是 G HHR, a 和 4b 分 别 是 C 中 在 D 的 正 向 和 

反 向 上 的 边 的 条 数 . 取 定 xEV(G), SW 表示 G 中 从 x 出 发 的 通道 . SEW) ah 

r(D), a Alb 分别 是 W 在 DD 的 正 向 和 反 向 上 的 步 数 . 对 于 任意 yYEV(G)，g(y) 是 所 有 a 

通道 W 中 CW) 的 最 大 值 (假定 G 是 连通 的 ). 

DEN: g(y) 是 有 限 的 因而 是 有 定义 的 ， 利 用 g(y) 得 到 G 的 一 个 真 1 十 r(D)- 着 色 ， 这 样 
GG 是 可 1 十 r(D)- 着 色 的 . 

DIEM: X(G)=minl+r(D), 其 中 D 是 G 的 所 有 无 环 定向 构成 的 集合 . 

CHI Minty 定理 (习题 5. 1. 44) 证 明定 理 5. 1. 21( 提 示 : 证 明 !(D) 在 某 个 无 环 定向 上 达到 

最 大 值 ) 

(十 ) 证 明 下 面 三 角形 无 关 的 4- 正则 图 是 4- 色 的 (提示 : 对 左 侧 的 图 ， 考 虑 两 个 中 心 

对 另 一 个 了 图 考虑 最 大 独立 子 集 . 注 ，Chvaitai[1970] 证 明了 左 侧 的 图 是 最 小 的 一 角形 无 

4- 正 则 4- 色 图 ). 


(0 证 明 Brooks 定理 与 下 面 的 命题 等 价 : 任意 一 1- 正 则 的 -临界 图 要 么 是 完全 图 要 么 是 
奇 环 (提示 : 要 从 这 个 命题 得 到 Brooks 定理 ， 对 于 给 定 的 大 色 图 G 考虑 其 -临界 子 图 ). 
设 G 是 一 个 简单 图 ， 它 有 个 顶点 和 mm 条 边 ， 甩 最 大 度 为 3. 假定 G 的 任意 连通 分 基 都 不 是 
含 4 个 顶点 的 完全 图 . 证 明 : G 中 包含 有 mm 一 n/3 条 边 的 二 部 子 图 (提示 : 运用 Brooks 定理 ， 
然后 说 明 如 何 删 掉 若 干 条 边 使 得 G 的 真 3- 着 色 转 化 成 G 的 某 个 大 的 子 图 的 真 -着 色 ). 

(—Ó ESI. Petersen 图 可 用 2 种 颜色 着 色 使 得 每 个 同色 类 诱导 的 子 图 均 由 孤立 边 和 孤立 项 
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5.1.50 


E 


«54 


E 


点 构成 . 

(1D)Brooks 定理 的 改进 . 

DEGERE G. A ki, rns k BWEDR SAG) 一 上 十 1 的 非 负 整数 . TEM, V(G) 可 以 被 划 
分 成 集合 Vi ，…，V:， 使 得 对 每 个 i， 由 V; 诱导 的 子 图 G; 的 度 不 超过 A,;( 提 示 : 证 明 
BD Del Gi) /ki 的 划分 有 所 要 性 质 ). 

r 一 1 
r 


b) 对 于 4<r< A(G) 十 1， 利 用 (a) 证 明 : 如 果 G 不 含 r- 团 ， wod oro], 


(Borodin-Kostochka[ 1977], Catlin[1978], Lawrence[1978]) 
(1) 设 G 是 可 被 & 着 色 的 图 ，P 是 由 G 的 一 些 顶 点 构成 的 集合 ， 且 对 任意 z+，yEP 呈 有 d(x， 
324. 证 明 对 P 的 每 个 用 [k 十 1] 中 颜色 的 着 色 都 可 以 扩张 成 G 的 一 个 真 k 十 1- 着 色 . 
(Albertson[ 1998]) 
证 明 : 任意 图 G 均 有 一 什 c AC) /7 着色 使 得 每 个 由 同色 类 诱导 的 子 图 中 没有 1 边 - 
连通 子 图 . 对 于 > 1， 证明: 如 果 GG 是 一 个 让 正则 j- 边 -连通 图 或 阶 数 模 j 余 1 的 完全 
图 ， 则 上 面 的 结论 中 同色 类 的 个 数 不 能 更 小 ( 注 : 对 于 7 一 1， 上 述 条 件 将 导 臻 通常 的 真 着 
色 ). (Matula[1973]) 
(十 ) 设 Gu 是 习题 5. 1. 23 中 的 2k 正则 图 . 对 4， 确 定 值 ， 使 得 G4.4 可 2- 着 色 日 每 个 
同色 类 的 诱导 子 图 的 最 大 度 不 超过 和 (Weaver-West[1994]) 
设 了 是 G 的 一 个 着 色 ， 其 中 使 用 的 颜色 用 自然 数 表示 . 颜色 和 指 的 是 >， /(v) . 最 小 化 颜 
色 的 和 可 能 使 得 所 使 用 的 颜色 数 超过 X(G). 比如 ， 在 下 面 的 树 中 ， 最 好 情况 下 真 2- 着 色 
的 硕 色 和 为 12， 然 而 它 有 一 个 真 3- 着 色 的 着 色 和 为 11. 构造 一 系列 树 ， 使 得 用 人 种 颜色 
对 第 A 棵 树 T, 着 色 时 恰好 使 颜色 和 取得 最 小 值 . (Kubicka-Schwenk[L1989]) 


2 1 1 1 
PSL ea ot 
oh 1 1 
(十 ) 色 数 以 最 长 奇 环 的 长 度 加 1 HER. 
a) 设 2- 连 通 的 非 二 部 图 G 中 含有 一 个 偶 环 C. 证 明 : 存在 C 上 的 两 个 顶点 +，y 和 一 条 内 
部 顶点 不 在 C 上 的 +，y- 路 径 P， 使 得 : dcl, y)Adp(a, y) mod 2°. 
b) 设 G 是 一 个 简单 图 ，G 中 不 含 长 度 小 于 2k 十 1 的 奇 环 . ER, WRO, WG PH 
一 个 长 度 至 少 是 Ak 的 环 (提示 : 考察 极 大 路 径 端点 的 相 邻 顶点 ). 


c) 设 2- 连 通 的 非 二 部 图 G 中 不 含 长 度 大 于 2 一 1 的 奇 环 . 证 明 : X(G)<2k. CErdós- Hajnal 
[1966]) 


5.2 k- 色 图 的 结构 


我 们 已 经 注意 到 UM So MMMM HY RMI. 如 果 等 号 对 于 G 及 其 所 有 诱导 子 图 都 成 立 
(比如 区 间 图 )， 则 称 G 是 完美 的 . 我 们 将 在 5. 3 节 和 8. 1 节 中 讨论 这 种 图 . 本 节 主要 关注 该 不 等 式 


日 ”这 里 ,应 该 是 "不同 余 " 而 不 是 “不 相等 -一 译 者 注 
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是 何等 不 准确 . 根据 8. 5 节 中 的 精确 讨论 ，X(G) 几 乎 总 是 远大 于 AG). (在 顶点 集合 为 [nj] 的 所 有 图 
中 ，w(G)、a(G)、x(G) 的 平均 值 分 别 与 2lg n. 2lg n Al n/(2lg n) 非 常 接 近 . 因而 ， 一 般 情况 下 ， 
w(G) 是 X(G) 的 一 个 较 差 的 下 界 ， 而 n/a(G) 则 是 一 个 较 好 的 下 界 ). 
大 色 数 图 

S X(G) 三 w(G) 既 可 能 是 紧 的 ， 也 可 能 是 非常 宽松 的 . 人 们 已 经 构造 出 很 多 有 任意 大 色 数 的 二 
MEERA. 这 里 我 们 给 出 这 样 的 一 个 构造 ， 其 他 的 构造 在 习题 12 一 13 中 给 出 . 

5.2. 1 定义 (Mycielski 构造 ) 由 简单 图 G 产生 包含 G 的 一 个 简单 图 G' ,从 顶点 集合 为 {VI ，…， 
4) 的 图 GG 开始 ， 添 加 顶点 UU 二 {ul，…，un) 中 的 顶点 和 一 个 另外 的 顶点 zg， 然 后 添加 一 些 边 使 得 
uj 与 Nol(v,) 中 的 顶点 都 邻接 ， 最 后 令 Nw) =U. 


"t v2 uz 


ne n A 
5.2.20) 从 2- 色 图 K* 开始 ， 运 用 一 次 Mycielski Hj WA 3- ACs. In EH Wis. 下 面 ， 
我 们 将 该 构造 运用 到 Cs 上 ， 产 生 了 4- 色 Grótzsch BB 


a 

5.2.3 定理 (Mycielski[1955]) ”由 一 个 人 - 色 三 角形 无 关 图 GG，Mycielski 构造 可 得 到 一 个 人 十 1- 
色 三 角形 无 关 图 (7 

证 明 RVO Sius ee ou) C 是 由 图 G 经 过 Mycielski 构造 得 到 的 图 ，w ，…，u 分 别 是 
me ts os 对 应 的 顶点 ，z 是 另 一 个 后 添加 的 顶点 

由 构造 过 程 知道 。U 是 (的 独立 子 集 . 因此 ， 包 含 w 的 任意 三 角形 的 其 他 项 点 必然 属于 VG) 
Ho v, 邻接 ， 这 样 就 在 人 中 找到 了 一 个 三 角形 ， 这 不 存在 于是， 我们 得 到 (7 是 二 角形 无 关 的 ， 

人 的 一 个 真 上 -着 色 三 可 以 扩充 为 G' 的 真 4 十 二 着色， 这 只 需要 令 (a) =f) A fio) =k 1. 
Wt, GOLKO 1. 要 说 明 等 号 成 立 只 需 证 明 XG) X (60. 为 此 ， 我 们 考虑 G 的 任意 真 着 
色 ， 并 可 以 由 它 得 到 局 的 具有 更 少 颜 色 的 真 着 色 . 

设 g 是 (的 一 个 真 &- 着 色 ， 通 过 对 颜色 重新 命名 ， 可 以 假定 g(w) =k. 这 使 得 在 U 上 只 能 使 
用 11，…，A 一 1 中 的 颜色 . 而 在 V(G) 上 ，g 可 以 使 用 这 上 种 颜色 . ARG 中 在 其 上 使 用 颜色 
上 的 顶点 构成 的 集合 . 改变 A 中 顶点 使 用 的 颜色 即 可 得 到 G (9 — 4 CR - 1-166. 

SPER v € A. 将 ww 的 颜色 改 为 gCw). 由 于 A 中 所 有 顶点 在 g 下 都 使 用 颜色 &， 故 A 中 任 
意 两 个 顶点 不 相 邻 . TERRIEN vv Ci € A, v EV(G) 一 A) 的 边 进行 检查 。 WE vev, Wih 
构造 过 程 知 道光 ru,， 因 此 得 到 iC Ag). 由 于 我 们 将 vi 的 颜色 改 为 g&Cw)， 因 此 边 viv 的 两 
个 端点 的 颜色 不 会 相同 . 这 样 即 证 明了 修改 后 V(G) 中 顶点 的 颜色 是 G 的 真一 1 着色 
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如 果 图 G 是 颜色 -临界 的 ， 则 由 Mycielski 构造 得 到 的 图 G' 也 是 颜色 -临界 的 (习题 9). 

“5.2.4 注 记 从 Gz=Ks 开始 ， 逐 次 使 用 Mycielski Hj ME T— RW Go. Gs, Gis ve 
前 三 个 图 分 别 是 Kz Cs 和 Gratzsch 图 ， 它 们 是 最 小 的 三 角形 无 关 2- 色 图 、3- 色 图 和 4- 色 图 . HA 
后 ， 图 的 规模 迅速 增 大 :nm(Ge) = 2n(G 30 +1. HF (G2) =2, B n (G) 73 * 2: ?一 1( 指 数 
nie. 

BL /(k) 表 示 三 角形 无 关 k- 色 图 的 最 小 顶点 数 . 利用 概率 ( 非 构造 ) 方 法 ，Erd6s[1959] 证 明了 
SOKK, dep e 是 一 个 正常 数 且 c 依赖 于 e 但 不 依赖 于 上 .利用 Ramsey 数 (参见 8. 3 节 )， 现 在 
已 经 ( 非 构造 性 地 ) 知 道 存在 常数 cl c2 使 得 o k? log kc (UO co logk. 习题 15 找到 了 更 低 的 一 个 

XR. 

Blanche Descartes9 [1947，1954] 构 造 了 一 个 围 长 为 6 的 颜色 -临界 图 . 利用 概率 方法 ，Erd6s 

[1959] 证 明了 色 数 至 少 为 & 且 围 长 至 少 为 g 的 图 的 存在 性 (定理 8. 5. 11). 后 来 ， 人 们 还 找到 了 明确 


的 构造 方法 (Lovisz[1968a] Nesetril-RodI[1979], Lubotzsky-Phillips-Sarnak[ 1988], Kriz{1989}). 

根据 这 些 构造 方法 ， 禁 用 来 自 G 的 K, 不 会 产生 X(G) 的 界 . Gyirfas[1975] 和 Sumner[1981] 曾 
狂想， 禁用 某 个 团 或 者 某 个 森林 作为 诱导 子 图 将 能 够 产生 X(G) 的 界 . 习题 11 对 森林 为 2K* 时 的 情 
况 证 明了 上 述 结论 (也 可 以 参见 Kierstead-Penrice[ 1990, 1994]. Kierstead[1992, 1997], Kierstead: 
Ródl( 1996). [| 
极 值 问题 和 Turan E 

或 许 极 值 问题 会 使 我 们 对 入 色 图 的 结构 有 一 定 的 认识 . 比如 ， 哪 些 图 是 具有 个 顶点 的 最 小 和 
最 大 4- 色 图 ? 

5.2.5 命题 含有 个 项 点 的 任意 4- 色 图 至 少 有 (2) 条 边 。 当 图 是 由 完全 国外 加 一 些 孤立 点 构 
成 时 ， 则 等 号 成 立 。 

证 明 ”图 的 最 优 着 色 使 得 :对 于 每 对 颜色 i,，j， 存 在 图 的 一 条 边 使 得 其 端点 使 用 的 颜色 是 
hj 


AM, RO) 可 以 合成 一 种 颜色 ， 这 样 将 导 臻 着 色 时 使 用 更 少 的 颜色 由 于 共有 | 2 ) 个 颜色 


对 ， 因 此 图 至 少 有 (5) 条 不 同 的 边 。 " 
习题 6 间 到 具有 个 顶点 的 连通 人 - 色 图 的 最 小 大 小 是 多 少 . 


O 这 个 笔名 曾 被 W. T/Tutte 和 其 他 三 个 人 用 过 . 一 一 译 者 注 
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最 大 化 问题 更 有 趣 ( 当然 ， 将 问题 限制 在 简单 图 中 来 讨论 才 有 意义 ). 给 定 一 个 真 EIS RH 
在 位 于 不 同 的 同色 类 中 的 不 相 邻 的 顶点 间 添 加 边 即 可 使 得 图 增 大 但 图 的 色 数 不 增加 . 因此， 我们 可 
以 将 注意 力 集中 在 没有 这 种 顶点 对 的 图 中 . 

5.2.6 定义 ”一 个 完全 多 部 图 是 一 个 简单 图 G， 它 满足 ;顶点 集 可 以 划分 为 多 个 集合 使 得 uev 
SARK u, wv 位 于 该 划分 的 不 同 集合 中 . 与 此 等 价 的 说 法 是 ，G 的 每 个 连通 分 量 都 是 完全 图 ， 当 
RD2 时 ,对 于 部 集 的 大 小 分 别 为 m, o m AMA K, 十 … 十 Kw, 的 完全 上 -部 图 ， 我们 将 它 记 为 
Ky, mons 

我 们 只 在 A> 时 使 用 上 述 概念 ， 因 为 K。 表示 完全 图 . 完全 MARA OM. FUE I 
-着 色 ， 各 部 集 是 相应 于 该 着 色 的 同色 类 . 由 于 大 小 为 :的 部 集中 的 每 个 顶点 的 度 均 为 n(G) 一 4， 
因此 图 的 边 数 可 以 用 度 和 公式 来 计算 (习题 18). 各 部 集中 的 顶点 在 什么 样 的 分 布下 才 会 使 得 eG) 
达到 最 大 呢 ? 

5.2.7 Bl Turán M) Turan Æ Tn ÆRA n 个 顶点 的 完全 rr- 部 图 且 其 中 各 部 集 的 大 小 最 多 相差 
1. 由 镶 集 原理 (参见 附录 A)， 有 一 个 部 集 的 大 小 至 少 为 [n/7]， 而 另外 还 有 一 个 部 集 的 大 小 至 多 为 
Ln/rj. 因此 ， 至 多 相差 1 WRAAK Anr Rlar]. 

令 a=[n/rj. 在 每 个 部 集中 分 别 放 人 a 个 顶点 后 ， 还 剩 下 5 一 n 一 ra 个 顶点 . W, Tartib A 
部 集 的 顶点 数 为 a 十 1， 有 r 一 b 个 部 集 的 顶点 数 为 a. 因而 ，T，,, 的 定义 条 件 决定 了 这 种 图 只 有 一 个 
同 构 类 . m 

5.2.8 引 理 在 具有 n 个 顶点 的 r- 部 简单 图 (这 说 明 它 可 -着 色 ) 中 ，Turén 图 是 唯一 边 数 最 多 
LIUM 

证 明 根据 定义 5. 2. 6 之 前 的 说 明 ， 我 们 只 需 考虑 完全 BA. 给 定 一 个 完全 斑 部 图 ， 如 果 它 
有 一 些 部 集 ， 其 大 小 的 差 超 过 1， 则 将 顶点 "从 最 大 的 集合 (大 小 为 门 移 到 最 小 的 集合 (大 小 为 门 中 
.不 涉及 顶点 v 的 边 与 修改 之 前 一 样 ; 但 是 顶点 v 从 原 集合 中 获得 了 i 一 1 个 相 邻 顶 点 ， 而 从 新 集合 
中 失去 了 j 个 相 邻 顶点 . 由 于 i 一 1>>j， 央 此 边 数 增加 了 . 因而， 像 7， 一样 使 各 部 的 大 小 尽量 一 
致 即 可 使 得 边 数 达到 最 大 值 . a 

前 面 我 们 曾 在 定理 1. 3. 19 和 定理 1. 3. 23 中 使 用 过 这 种 局 部 调换 的 思想 . 现在 ， 我 们 将 找 出 
Kn, 的 最 大 六 -部 子 图 . 

如 果 我 们 有 更 多 的 边 使 得 色 数 至 少 为 r+1， 则 情况 会 发 生 哪 些 变化 呢 ? 我 们 已 经 看 到 存在 色 数 
为 r 十 1 的 三 角形 无 关 图 然而 如 果 图 的 边 数 超过 了 含有 个 顶点 的 可 -着 色 的 图 允许 的 最 大 边 数 ， 
则 不 仅 对 该 图 的 着 色 需 要 r 十 1， 而 且 该 图 还 含有 K AFA. 

Turan 的 重要 结果 推广 了 定理 1. 3. 23， 且 被 认为 是 极端 图 理论 的 起 源 . 

5.2.9 定 理 (Turin[1941]) 在 所 有 r 十 1- 团 无 关 的 mi- 顶点 图 中 ，T,r 的 边 最 多 

证 明 “与 所 有 可 ~- 着 色 的 图 相同 ，Turin 图 不 含 r 二 1- 团 ， 央 为 每 个 团 在 各 部 集中 最 多 只 有 一 
个 顶点 . 如 果 我 们 能 证 明 在 某 个 ~ 部 图 上 取得 边 数 的 最 大 值 ， 则 引 理 5. 2. 8 表明 最 大 值 被 Ty. E 
得 .因此 只 需 证 明 : 如 果 图 G 中 没有 r 十 1- 团 ， 则 存在 顶点 集 与 G 相 同 且 边 数 至 少 与 G 一 样 多 的 
部 图 万. 

为 此 ,我 们 对 r+ 作 归纳 . 当 r=1 时 , GAH 都 没有 边 . 对 归纳 步骤 ， 我 们 考虑 r>1 设 C 是 
一 个 六 顶点 r 十 1- 团 -无 关 的 图 ,而 6 V(O EE k= A(G) 的 顶点 . 设 G' 是 由 与 + 邻接 的 顶点 诱导 
的 G 的 子 图 . 由 于 x 与 G 中 的 顶点 都 相 邻 且 G 中 无 r 十 1- 团 ， 因 此 图 G ER r- Ee 因此 ， 我 们 可 
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以 对 G' 用 归纳 假设 ,这样 得 到 一 个 顶点 集 为 NGO RU r— 1- 8818 H E e H) Ze. 

dk Hp, dg N(z) 中 的 任意 项 点 与 S=V(G) 一 N(z) 中 的 所 有 点 连接 起 来 ， 这 样 得 到 的 图 记 为 H. 
由 于 S 也 是 一 个 独立 集 ,， 故 昌 是 部 图 . 我 们 el HH) 之 e(G). 由 构造 过 程 可 知 ,，e(H) 二 eCH') 十 
kn D. 我们 还 有 CG) e (GO) + Ddow) > KAARI FI AE VCGO Z Sb AY G 的 每 条 边 记 数 2 


LE 


次 . 由 于 A(G) =k， 肉 此 对 任意 vES 有 do( 加 < ， X (Si —n-k. MK Dido < kv D. 正如 
Ea 


所 期 望 的 那样 ， 我 们 有 
e(G) & e(G') + k(n— k) S eC H') + k(n E) = eH). 


G H a 

事实 上 ，Turin 图 是 唯一 的 极 值 图 (习题 21). 习题 16 一 24 是 关于 Turan 定理 的 ， 包 括 定理 的 其 
他 证 明 、e(T,.,) 的 值 以 及 定理 的 应 用 . 定理 1.3.23 中 使 用 的 证 明 是 定理 5. 2.9 中 归纳 步骤 的 
实例 

Turán 定理 可 在 一 些 极 值 问题 中 应 用 ， 这 时 问题 的 某 个 条 件 往往 禁用 指定 阶 的 团 . 下面， 我 们 
介绍 该 定理 的 一 个 几何 应 用 ， 这 个 内 容 选 自 Bondy~Murty(1976, pll3-115]. 

5.2. 10 例 ( 远 距离 点 对 ) ”在 一 个 直径 为 1 的 圆 形 城市 内 ， 我 们 想 布 置 n 辆 警车 使 得 远 距离 
警车 对 的 数量 最 大 ， 远 距离 警车 对 指 的 是 距离 大 于 d= 1/V2 的 警车 对 . 如 果 6 辆 警车 均匀 地 布置 
在 圆周 上 ， 那么 距离 不 超过 d 的 警车 对 是 在 圆周 上 相 邻 的 警车 对 : 因此 共有 9 个 警车 对 满足 
要 求 . 

然而 ， 在 一 个 边 长 为 /3/2 的 等 边 三 角形 的 每 个 顶点 附近 放置 两 辆 车 使 得 每 辆 车 都 距离 这 个 项 
点 很 近 ， 这 样 有 3 个 对 不 满足 要 求 而 有 12 个 对 满足 要 求 (这 不 是 适 于 实际 应 用 的 最 好 标准 ) 一 般 情 
况 下 ， 在 这 个 三 角形 的 每 个 顶点 附近 布置 [n/31 或 lm/3 咕 车 ， 满 足 要 求 的 车 对 相应 于 3 部 Turán f 
的 边 . 下 面 我 们 证 明 这 个 结构 是 最 好 的 . 

a 


,5.2.11 应 用 给 定 平面 上 ”个 点 构成 的 集合 且 其 中 任意 点 对 的 距离 不 超过 1， 则 距离 超过 
1/V2 的 点 对 的 最 大 数 日 为 mw? / 引 . 
证 明 ”以 这 些 点 为 顶点 做 一 个 图 G， 两 个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 二 者 问 的 距离 超过 1/Y2. 由 Turán 


定理 及 例 5. 2. 10 中 的 构造 知道 ， 只 需 证 明 GAA Ki. 

在 任意 4 个 点 中 ， 有 3 个 点 构成 一 个 大 于 等 于 90 度 的 角 : 如 果 这 4 个 点 构成 凸 四 边 形 ， 则 所 
有 内 角 的 和 为 360 度 ; 如 果 其 中 一 个 点 位 于 另外 3 个 点 构成 的 三 角形 的 内 部 ， 则 它 与 另 3 个 点 构成 
的 3 个 角 之 和 为 360 BE. 


围 的 着 色 167 


假定 G 含有 一 个 4- 顶 点 团 ， 其 顶点 分 别 为 mw，z，?，z， 其 中 人 zyz 之 90… 由 于 ry 和 yz 的 长 


度 超过 1/V3， 故 zz 的 长 度 比 直角 边 均 为 1/V2 的 直角 三 角形 的 斜 边 还 要 长 . Aut, rz 的 长 度 大 于 1， 
这 与 题 设 矛 盾 . 


lv2 X ya a 


即便 没有 Turan 定理 这 样 一 个 刻画 完整 结构 的 结论 ， 对 于 有 ?个 顶点 且 不 含 K,+1 的 图 ,我们 
也 可 以 直接 证 明 其 边 数 的 一 个 大 致 的 上 界 (习题 16). 将 这 个 结论 中 的 条 件 和 结论 互 换 ， 就 可 以 以 图 
的 顶点 数 和 边 数 的 形式 给 出 图 的 色 数 的 一 个 很 好 的 下 界 (习题 17). 
颜色 -临界 图 

Turán 图 解决 的 问题 在 某 种 程度 上 是 下 述 问 题 的 反问 题 : 是 什么 影响 色 数 它 考察 的 是 不 会 
用 到 《中 颜色 的 最 大 图 ， 而 不 是 考察 需要 用 种 颜色 的 最 小 图 . 

每 个 全 色 图 都 有 一 个 k- 临 界 子 图 ， 因 为 可 以 在 保持 色 数 不 变 的 前 提 下 不 断 地 删除 一 些 边 和 孤立 
点 ， 直 到 继续 删除 会 导致 色 数 减 小 为 止 . 这 样 ， 知 道 了 临界 图 ， 对 于 检查 一 个 图 是 否 可 k 一 1- 着 
色 是 有 用 的 . 下面， 我们 从 -临界 图 的 基本 性 质 人 手 展 开 讨 论 . 

5.2.12 注 记 没有 孤立 点 的 图 G 是 颜色 -临界 的 当 且 仅 当 对 于 任意 eE E(G) 有 X(G 一 e)<X(G). 
因此 ， 要 证 明 一 个 图 是 颜色 -临界 的 ， 只 需 将 它 与 那些 从 该 图 中 仅 删除 一 条 边 得 到 的 子 图 进行 
比较 . a 

5.2.13 命题 设 G 是 一 个 人 -临界 图 ， 则 

a) 对 于 wvEV(G)， 存 在 G 的 一 个 真 k&- 着 色 使 得 uv 上 使 用 的 颜色 不 在 其 他 顶点 上 使 用 且 其 余 上 一 
1 种 颜色 均 在 N(v) 上 使 用 过 ， 

b)ee E(G), G—e 的 任意 真一 1- 着 色 在 e 的 两 个 端点 上 使 用 相同 的 颜色 ， 

证 明 a) 给 定 G 一 w 的 一 个 真 & 一 1- 着 色 太 ， 将 加 入 并 在 上 使 用 颜色 即 得 到 G 的 一 个 真 
-着 色 . 其 余 的 k 一 1 种 颜色 必 在 N(u) 上 使 用 ， 和 否则， 将 未 在 N(v) 中 使 用 的 颜色 用 在 v 上 就 会 得 到 
G 的 一 个 真一 1- 着 色 . 

b) 如 果 存 在 G 一 e 的 真人 一 1- 着 色 在 e 的 两 个 端点 上 使 用 不 同 的 颜色 ， 则 将 e 加 入 即 得 到 G 的 真 
A 一 1- 着 色 . L| 

在 任意 图 G 中 ,命题 5. 2. 13a 对 于 满足 X(G 一 一 X(G) = 的 任意 顶点 vE V(G) 都 成 立 ; 命题 
5.2. 13b 对 于 满足 X(G 一 e) 二 X(G) =k WERN eE E(G) 都 成 立 . 

5.2.14 例 例 5.1.8 中 的 图 Cs V K, 是 颜色 -临界 的 . 一 般 情 况 下 ， 两 个 颜色 -临界 的 图 的 连接 
仍 是 颜色 -临界 的 . 这 个 结论 很 容易 证 明 ， 只 需 利用 注 记 5. 2. 12 和 命题 5. 2. 13 中 删除 边 的 情况 ， 
被 删除 的 边 的 两 个 端点 要 么 全 在 G 中 、 要 么 全 在 HH, 要 么 两 个 图 中 分 别 有 一 个 端点 (习题 D. N 

在 引 理 5. 1. 18 中 ， 我 们 证 明了 在 颜色 -临界 图 G 满 足 8(G) 宝 k 一 1. H König-Egerváry 定理 可 以 
将 这 个 结论 加 强 为 < (Ok. 

5.2.15 引 理 (Dirac[1953]) 设 G 是 一 个 图 ， EE X(G TR. X, Y 是 V(G) 的 一 个 划分 . 如 
X GLX] 和 GYJATE HEH, MX, VIZYSHR EL. 

{EWA (Dirac-Sorensen-Toft[ 1974], Kainen) im GLX], GLY]HH -着 色 中 的 同色 类 形成 的 
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X， 世 的 划分 为 Xi，…，Xe MY, es Ya. MRE X; MY: 间 不 存在 边 ， 则 Xi UY: 形成 G 的 一 
个 独立 子 集 . 证 明 : 如 果 OX. Y] | 一 上 ， 则 可 以 将 GLX] 和 GLYj 的 同色 类 成 对 地 组 合 起 来 形成 G 
的 一 个 真 &- 着 色 . 

H Xis es Xa 和 Y!，…，Ys 作为 项 点 形成 二 部 图 日 ; 如 果 G 中 在 集合 X; AY, 间 没 有 边 ， 
则 令 XiYjEECH). 如 果 | [X,Y] | <k, 9l H "PIS AR BCKCE KG D. BY Kia BUT PEU m 个 
顶点 最 多 覆盖 km 条 边 ， 故 HREM- 个 顶点 覆盖 . 由 Konig -Egerváry 定理 ，H 4 — o6 X IG 
fic M. 

在 图 G 中 ， 将 颜色 i 用 于 Xi 中 的 所 有 顶点 和 Y; 中 的 所 有 顶点， 其 中 Y; 是 M 中 与 Xi 匹配 的 
项 点. 由 于 没有 边 连接 X 和 Y)， 因 此 对 所 有 i 执行 该 操作 即 得 到 G 的 一 个 真 A- 着 色 ， 这 与 假设 
X(G) > 矛盾 .因此 我 们 得 到 | [X,Y] | >k. 


x = LE? n 
Xa Y, > d 
G H Ë 
5.2.16 定理 (Dirac[1953]) ”任意 临界 图 是 一 个 k 一 1- 边 -连通 图 . 
证 明 设 G 是 一 个 -临界 图 ， [X,Y] 是 其 最 小 边 割 集 . 由 于 G 是 -临界 的 ，G[X] 和 GLY] 可 
一 1- 着 色 . 用 一 1 作为 引 理 5. 2. 15 的 参数 ， 则 得 到 | [X,Y] | z4—1. " 
尽管 临界 图 必 是 一 1- 边 -连通 的 ， 但 它 却 不 一 定 是 k 一 1 连通 的 . 习题 32 给 出 了 构造 连通 度 
为 2 的 -临界 图 的 方法 . 然而 ,我 们 可 以 对 -临界 图 中 较 小 的 点 割 的 行为 进行 限制 . 
5.2.17 定义 设 S 是 图 G 的 一 个 顶点 集合 . 由 S 中 的 顶点 和 G 一 S 的 一 个 连通 分 量 的 顶点 诸 导 


spe T BS SE. 
> 


H3 


论 ， 这 个 结论 对 下 一 个 定理 非常 有 用 . 习题 33 在 | S | =2 的 情况 下 加 强 了 这 个 结果 . 

5.2.18 命题 ”如果 G 是 一 个 人 -临界 的 ， 则 G 中 不 存在 由 两 两 邻接 的 顶点 构成 的 割 集 .特别 地 ， 
如 果 G 有 一 个 点 制 S 二 {7，y)， 则 zyoy 且 G 有 一 个 S- 办 媚 使 得 X( 有 十 zy) 一 大 

证 明 设 S 是 k- 临 界 图 G 中 的 一 个 割 集 . P G 的 所 有 5- 辨 分别 为 Hi， H. 由 于 每 个 H; 
都 是 k- 临 界 图 G 的 真子 图 ， 故 H 是 可 4 一 1- 着 色 的 . 如 果 任意 H 有 一 个 一 1- 真 着 色 使 得 S 中 的 
顶点 在 这 种 着 色 方 案 下 所 用 的 颜色 各 不 相同 我 们 就 可 以 对 各 个 Hi 的 颜色 名 做 适当 置换 使 得 所 有 
S-Wifr S 的 每 个 点 上 的 颜色 一 致 . 这 样 这些 着 色 就 合并 成 G 的 & 一 1- 着 色 ， 这 是 不 可 能 的 

因此 有 一 个 S- 因 HH， 它 没有 着 色 方案 使 得 S 中 各 个 顶点 的 颜色 各 不 相同 . 这 表明 S 不 是 一 个 
团 . 如 果 S={z，y}， 则 HWER- ILERA. y 分 配 相同 的 颜色 ， 因 此 H+ zy 不 能 被 
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k~1 HB. a 
强制 细 分 

在 色 数 为 的 图 中 雹 需 出 现 k- 团 ， 但 必需 有 k- 财 的 某 种 较 弱 的 形式 . 

5.2.19 定义 一 个 HH- 细 分 (或 者 H 的 细 分 ) 是 对 H 进行 连续 的 边 细 分 (定义 4.2.5) 之 后 得 到 的 
图 ,或 者 说 ,一 个 厅 - 细 分 是 将 月 的 一 些 边 用 两 两 间 内 部 不 相交 的 路 径 代替 之 后 得 到 的 图 . 


K4 的 一 个 细 分 

5.2.20 定理 (Dirac[1952a]) 色 数 至 少 为 4 的 任意 图 都 含有 一 个 K4- 细 分 . 

证 明 ”对 n(G) 用 归纳 法 . 

基本 步骤 : n(G)=4. PAG 只 能 是 Ks 自身. 

AMER: nC 74. 由 于 X(G) 三 4， 可 以 令 万 是 G 的 一 个 4- 临 界 子 图 . 由 命题 5. 2. 18 知道 
HN NR. WI CH) = 2 B S= tr. y) H AD 2 的 割 集 ， 则 由 命题 5. 2. 18 知道 ry AL 
HH 有 一 个 SHWE XCH + ry) 24. 由 于 n(H' 十 zy) =nCH!)<n(G) , PASH AA UL A ABB TL HE 
H'+ ry 中 得 到 一 个 K,- 细 分 . 

这 个 K4 - 404) F 也 出 现在 G 中 ， 除 非 包含 边 zy( 见 下 图 ). 如 果 确 实 是 这 种 情况 ， 我 们 即 修 
改 细 分 下 得 到 另 一 个 K，- 细 分 ,修改 过 程 是 将 边 zy 用 通过 H 的 另 一 个 SEU rs y MEGORMUR , 
这 样 的 路 径 是 存在 的 ， 因 为 割 集 S 的 极 小 性 表明 S 中 的 每 个 顶点 在 H 一 S 的 任意 连通 分 其 中 均 有 相 
邻 顶 点 ， 

因此 ， 下 面 可 以 假定 H 是 3- 连 通 的 . 选 定 顶点 rEV(H). 由 于 H 一 + 是 2 连通 的 , 故 日 中 有 

-个 环 (的 长 度 至 少 为 3( 令 zx 和 CC 分 别 是 上 图 中 的 中 心 顶点 和 外 环 ). 由 于 He 3 Es. A5 
理 (定理 4.2.23)， 在 H 中 可 以 得 到 一 个 大 小 为 3 的 +,，V(C)- 扇 . 扇 中 的 3 条 路 径 与 C 一 起 构成 下 
中 的 一 个 K4 - 细 分 


* 5.2.21 注 记 19504, Hajós 曾 猜想 :任意 色 图 含有 Ki 的 一 个 细 分 .对 于 一 2， 结 论 表明 
每 个 2- 色 图 都 有 -一 条 非 平凡 的 路 径 . 对 于 k=3， 结 论 表 明 每 个 3- 色 图 都 有 一 个 环 . 定理 5. 2. 20 证 明 
了 A=4 的 情形 . 对 于 kE {5，6}， 问 题 仍 未 解决 . 

关于 Hajós 猜想 ,，k 宇 7 时 是 不 成 立 的 (Catlin[1979]- 一 参见 习题 40). Hadwiger[1943] 提 出 了 
-个 较 弱 的 猜想 : 任意 色 图 含有 一 个 子 图， 该 子 图 通过 边 收缩 可 以 得 到 K 这 个 猜想 较 弱 ， 因 
为 Ki - 细 分 是 这 种 子 图 的 特例 . 对 人 一 4， 哈 德 维 格 ( Hadwiger) 猿 想 等 价 于 定理 5.2.20. 对 一 5， 
该 猜想 等 价 于 四 色 定理 (第 6 章 ). XER— 6, Seymour and Thomas[1993] 用 四 色 定理 得 到 了 证 明 . 对 


KZ ,问题 还 未 解决 . a 
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KF ok Mi EE AS etA R OY GES Bl ROCCO R— 1 的 这 类 更 大 的 图 中 . 比如 ， 任 意 最 小 度 
大 于 等 于 3 的 图 G 含有 Ks - 细 分 (习题 38)， 这 个 结论 加 强 了 定理 5. 2. 20. 

Dirac[1965] 和 Jung[1965] 证 明了 充分 大 的 色 数 使 得 图 G 中 必然 出 现 K4- 细 分 . Mader 简化 了 假 
设 并 推广 了 结果 ， 进 而 改进 了 上 述 结论 : 对 于 任意 简单 图 C， 每 个 满足 8(G) 三 2 的 图 G 都 含有 下 
的 细 分 . BH 2 比 必需 的 要 大 ， 但 能 够 得 到 简短 的 证 明 . 

5.2.22 引 理 (Mader[1967]， 参 见 Thomassen[1988]) wR G 是 一 个 最 小 度 至 少 为 2k 的 简单 
图 ， 则 G 含 有 互 不 相交 的 子 图 G fH RA: DH 是 连通 的 ; 20(G0 Zh: 3)G 的 每 个 顶点 在 杂 中 
都 有 相 邻 的 顶点 ， 

证 明 可 以 假定 G 是 连通 的 . BEG H'R IR IE G 将 连通 子 图 如" 中 边 收缩 并 删除 额外 重复 的 边 
之 后 得 到 的 图 . 在 G，H' 中 ， 顶 点 集合 VCH') 变 成 了 一 个 顶点 . 考虑 G 的 所 有 满足 G， HEDA 
有 k(n(G) 一 n(H') 十 1) 条 边 的 连通 子 图 H. 由 于 5(G) 宇 2k，G 的 任意 1- 顶 点 子 图 就 是 这 样 的 于 
图 .因为 这 样 的 子 图 是 存 存 的 ， 因 此 可 以 选取 有 H 是 具有 这 个 性 质 的 一 个 极 大 子 图 . 

UH ZIS H 的 某 个 顶点 相 邻 的 顶点 构成 集合 S， 并 令 G' 一 G[S]. 我 们 只 需 证 明 AGSk. 
任意 xEV(G') 有 一 个 相 邻 顶点 y>EV(H), 在 G* (HUxzy) 中 ,原来 G' 中 与 x 关联 的 边 在 G， 惠 中 
都 赔 变 成 了 连接 VCGO RI H 的 边 并 且 边 zy 也 收缩 了 . 因此 ，e(G， H) 一 e(G* (HU zy)) —da (x) + 
l. 由 刀 的 选择 方法 知道 这 个 差 值 大 于 上， 因而 GO >. L| 

5.2.23 定理 (Mader[1967]， 参 见 Thomassen[1988]) — 4e X F eG JE f 3H Ri e(F)—m 
和 6(F) 之 1， 则 G>” 意味 着 G 含有 下 th hay. 

证 明 ”我们 存 m 上 作 归 纳 . 当 m 志 1 时 断言 是 平凡 的 . 考虑 m> 的 情况 . 由 引 理 5.2.22 知 
道 ， 我 们 可 以 在 G 中 选取 互 不 相交 的 子 图 刀 BG Ef). HED, AGOS” A G 的 每 个 顶 
点 在 H 中 都 有 相 邻 的 顶点 . 

如 果 FARY e= zy 使 得 5(F 一 e) 达 1， 则 归纳 假设 在 G' 中 得 到 下 一 e 的 一 个 细 分 1 J 中 有 
两 个 顶点 分 别 表 示 zx 和 y， 这 两 个 顶点 间 有 一 条 H 的 路 径 ， 将 该 路 径 添加 到 /中 即 得 到 下 的 一 个 
细 分 

如 果 对 任意 eEE(F) 均 有 56(F 一 e) 一 0， 则 下 的 每 条 边 都 与 某 个 叶子 关联 . 现在 下 是 由 一 些 星 
形 构成 的 森林 ， 由 命题 2. 1. 8 知道 ， 条 件 8(G) 宇 2" 宇 2m 使 得 我 们 在 G 中 大 小 不 超过 2m 一 1 的 森林 
内 可 以 找到 下 本 身 . L] 


度 至 少 为 4 的 图 必 含 有 Ki 细 分 . 由 定理 5.2. 23 得 到 f(A) «2 0) . Komlós-Szemerédi[ 1996 ] 4 
Bollob&s-Thomason[1998] 证 明了 f(A) «ck? 对 某 个 常数 c 成 立 ( 后 者 证 明了 0256). 由 于 当 m= 
RAL) /2 I Kos i BUR Kz4- 细 分 (习题 41)， 故 可 以 得 到 (00/8. 

习题 38 得 到 (4) = 3. 另外 我 们 可 以 得 到 /(5) 一 6. 由 二 十 面体 (习题 7. 3. 8) 得 到 (026. 
因为 该 图 是 5 -正则 的 且 不 含 Ks 细 分 . 另 一 方面 ，Mader[1998] 证 明了 Dirac[ 1964 WE 48 ; 任意 边 
数 至 少 为 3n 一 5 的 六 顶点 图 含有 Ks 细 分 . 由 度 和 公式 ，6(G) 2:6 使 得 边 数 至 少 为 3% 因此 ， 
5) 去 6. 

最 后 ,我们 注意 到 Scott[1997] 对 任意 树 T 和 任意 整数 上 证 明了 Gyirfas-Sumner 猜想 ( 注 记 
5. 2.4) 的 细 分 版 :如果 G 中 没有 k- 团 但 X(G) 足 够 大 ， 则 G 有 一 个 诱导 子 图 是 本 的 细 分 . a 
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(一 ) 设 6G 是 一 个 图 ， 它 使 得 X(G 一 + 一 y) = X6) 一 2 对 所 有 由 不 同 顶 点 构成 的 对 z+，y 都 成 
XL. 证 明 : G 是 一 个 完全 图 ( 注 : Lovisz 曾 猜想 : 如 果 条 件 仅 限于 相 邻 顶点 ， 结 论 也 成 立 ). 
(一 ) 证 明 : 一 个 图 是 完全 多 部 图 当 且 仅 当 该 图 没有 只 含 一 条 边 的 3- 顶点 诱导 子 图 . 
一) 下面 的 每 个 条 件 意味 着 没有 包含 & 十 1 个 顶点 的 天 临界 图 : 
a) 设 + 和 y 是 上 -临界 图 G 的 顶点 . ERA: N(x)SN(y) 不 成 立 . 由 此 得 出 结论 ， 不 存在 具 
有 十 1 个 顶点 的 临界 图 . 
DUE: X(GV H)=X(G)+XCH), 并且 GV H 是 颜色 -临界 的 当 且 仅 当 G LH 都 是 颜色 - 
临界 的 . 巾 此 得 出 结论 ，Cs V Kt-3 有 上 十 2 个 顶点 且 是 颜色 -临界 的 . 
对 于 wEN，G 是 一 个 图 ， 其 项 点 集合 为 fm cns vs vev YANM ]i-j | <2 Ait 
了 不 能 被 6 整除 . 
a) 确 定 G gis 
DHE: 在 G 中 添加 边 vov3w 后 得 到 一 个 4- 临 界 图 . 
(一 ) 在 Grotzsch 图 ( 例 5. 2. 2) 中 找 出 Ks 的 一 个 细 分 . 
确定 色 数 为 上 的 连通 -顶点 图 的 最 小 边 数 (提示 : 考虑 人 -临界 图 ) (Ersov -Kozuhin 
[1962] ”对 具有 更 高 连通 性 的 图 ， 参 见 Bhasker-Samad-West{ 1994]. 
(1) 给 定 - 色 图 的 一 个 最 优 着 色 . 证 明 : 对 于 每 种 颜色 i， 存 在 一 个 顶点 被 染 上 颜色 ; 且 该 
顶点 有 一 些 相 邻 顶点 分 别 被 染 上 其 他 4 一 1 种 颜色 . 
利用 颜色 -临界 图 的 性 质 重新 证 明 命题 5. 1. 14:X(G)<1 十 max min(d;, i—1), FEY >> 
d, 是 图 G 各 个 顶点 的 度 . 
CEW: 如 果 G 是 一 个 非 平凡 的 颜色 -临界 图 ， 则 用 Mycielski 构造 由 它 产生 的 网 Gt J f 
色 - 临 界 的 . 
给 定 顶点 为 w ，…，auw WAG, GÆ G 使 用 Mycielski 构造 得 到 的 图 . i H JG 的 
FA. 令 GUE GSM win; :wwj € E( 用 )} 得 到 的 图 . WEH: XCGO =X(G) +1 H 
w(G") 一 maxfw(G)，w( 甩 ) 十 1 (Pritikin) 


ONEM: WR G 没有 诱导 子 图 26. WAOS ("0 *  ) ass 利用 最 大 团 来 定义 


(P +wkG) 个 覆盖 所 有 顶点 的 独立 子 集注 ， 这 是 Gyirfis-Sumner 狂想 的 特殊 情形 


注 记 5. 2. 4). CWagon[ 1980) 
(D4 Gi — Ki. 对 k>1， 如 下 构造 Gt: 先 做 不 相交 并 Gi 十 … 十 Gt-1， 再 添加 一 个 大 小 为 
Hi GOWL TR T; RE VG) X XVO,; miS Ca, rs w1), IE TP 


的 某 一 个 顶点 与 {ww ，…， vi BBE FT Go 的 略图 中 ， 我 们 只 对 了 的 两 个 项 点 给 出 
了 其 相 邻 顶点 
a) 证 明 : w(Ge) 一 2 H XG) =k. (Zykov[1949]) 
bb) 证明 : Ge 是 -临界 的 . (Schauble[1969]) 
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5.2.13 


EI 


CHB G 是 一 个 围 长 为 6 且 阶 为 上 的 人 - 色 图 . 如 下 构造 G : 令 T Jedi kn 个 新 顶点 构成 的 
独立 子 集 ， 取 GG 的 { 和) 份 两 两 互 不 相交 的 指 贝 ， 每 个 持 贝 对 应 "元 子 集 SC 了 的 一 个 取 
法 ; 在 G 的 每 个 拷贝 与 相应 的 w- 元 集 S RII ERG. 证明: 所 得 图 的 色 数 为 4 十 1 且 


玮 长 为 6( 注 : 由 于 Cs 是 2- 色 图 且 其 围 长 为 6， 这 样 构造 的 图 是 存在 的 ). (Blanche 
Descartes[1947, 1954]) 


G G G G 
Y C) em 
A r 
色 数 与 环 长 ， 


a) 设 v 是 图 G 的 一 个 顶点， 在 G 的 所 有 生成 树 中 ,是 使 得 > dr (u,v) 达到 最 小 值 的 一 


EI 


棵 生成 树 . EH: G 的 任意 边 均 连接 了 中 起 始 于 v 的 一 条 路 径 中 的 两 个 顶点 . 

bE: WM XOSE), W G 有 一 个 环 其 长 度 比 上 的 某 个 整数 倍 大 1( 提 示 : 用 (a) 
中 的 树 工 来 定义 G 的 一 个 人 着 色 ). (Tuza) 

(10 证明， 三 角形 无 关 的 任意 六 顶点 图 的 色 数 最 多 为 2Vw( 注 : 因此 任意 大 色 三 角形 无 关闭 

中 最 多 有 如/4 个 顶点 ). 

(DER: r 十 1- 团 无 关 的 任意 nn- 顶点 简单 图 至 多 有 (1 一 1/r)w/2 条 边 (提示 :可 以 用 

Turan 定理 证 明 这 个 结论 : 如 果 不 使 用 Turán 定理 的 话 ， 也 可 以 对 7 作 归 纳 ). 

(1) 设 G 是 一 个 有 m 条 边 的 n- 顶 点 简单 图 . 

DEH: w(G) 2n /G? —20) |l. 利用 习题 5.2.16. Hs. 也 可 以 得 到 XX(G) 之 
[n /G —2m) |). CMyers-Liu[ 1972]) 

DER: aOd +], 其 中 d EG 中 所 有 顶点 度 的 平均 值 (提示 : 利用 (a)). CErdós- 
Gallai[ 1961]) 

Turán 图 T,., 是 一 个 完全 -部 图 ， 它 有 5 个 部 集 的 大 小 为 a+1 HRR "一 4 个 部 集 的 大 小 

ža, Hp a=[n/rl,， b=n—ra. 

a) 证 明 : (Typ) — (O 71/08 /2—b(r— 6)/(2r). 

DHF e(G) 必 须 是 整数 ， 所 以 a 蕴涵 eTa <LA—1/ rn? /2]. 确定 什么 时 候 等 号 严格 成 立 - 


n—a ia 


CHA al wir]. 直接 比较 Torán 图 T, MR CK a 以 证 明 TaD (^, )+e-D( > 
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5.2.20 


a 


E 


a 


E 


2.21 


.2.22 


2.23 


. 2.24 


2.25 


2.26 


. 2.27 


.2.28 


2.29 


IAE IE REB n Mk, S q—| n/k], r—n—qk. s=| n/(k 十 1) j, 而 1==n 一 s(k 十 1). WH: 
(fet re (5) A DESER: 考虑 Turan 图 的 补 图 ). (Richter[1993]) 


证 明 : 在 所 有 r 十 1- 团 无 关 的 -顶点 简单 图 中 ，Turin 图 T,,, 是 唯一 的 边 数 达到 最 大 值 的 

图 (提示 : 更 仔细 地 检查 定理 5. 2. 9 的 证 明 过 程 ). 

Co ) 在 直径 为 4 英里 的 圆 盘 状 城市 中 布置 18 个 便携 式 电话 基站 . 每 个 基站 可 以 与 其 他 位 

于 3 英里 半径 范围 内 的 基站 传送 信息 . 证 明 : 无 论 将 这 些 基站 在 城市 中 如 何 布 党 ， 至 少 有 

两 个 基站 可 以 向 另 5 个 基站 传送 信息 (根据 Bondy-Murty[1976，p115] 改 编 ). 

CD Turan 本 人 对 Turán 定理 的 证 明 ， 包 括 对 唯一 性 的 证 明 . (Turin[1941]) 

DEH: KE 十 1- 团 的 极 大 简单 图 必 含有 -~- 闭 . 

DI Tnd = (;)to-0c-0 玉生 

©) 利 用 (a) 和 (b)， 对 nn 作 数学 归纳 来 证 明 Turan 定理 ， 包 括 达 到 上 界 的 图 的 特性 . 

(十 ) 令 xD0=e(TD) 设 G 是 有 7 个 顶点 和 xcrCn) 一 上 条 边 并 至 少 含有 一 个 r 十 1- 财 的 网 ， 

其 中 0. 证 明 : G 至 少 含有 fr(m) 十 1 一 k 个 阶 为 r 十 1 的 团 ， 其 中 fO) 2—l n/r dor 

(提示 : 证 明 恰 有 一 个 +r 十 1- 团 的 图 至 多 有 tn) — f, OD HR). (Erdös[1964], Moon 

[1965c]) 

Koo) Turan 定理 的 类 似 结果 . 

DEM: 如 果 避 是 简单 -顶点 图 且 D (^ )-o- (7). WOUE Kem CBE H 
K2.m 看 成 有 m 个 公共 相 邻 顶点 的 两 个 顶点 ). 


bb 证明 ，》) (P )> eem 1) ,其 中 G 有 e 条 边 . 


Oi GO RIO). EA: URET DU1 n/a 的 图 含有 Kom 
中 应 用 :给 定 平面 上 的 "个 点 ， 证 明 距离 恰 好 为 1 I ABL na t wA 对 


(Bondy-Murty[1976, p111-112]) 


对 ">>4, 证 明 : META Vn 一 1 的 x- 顶点 图 的 围 长 最 多 为 4( 提 示 : 用 习题 5. 2. 25 中 

的 方法 ). 

CORF n>6, EH: 在 不 存在 两 个 无 公共 边 的 环 的 wn- 顶 点 简单 图 中 ， 边 数 的 最 大 值 为 

n+3. (Pósa) 

(十 ) 对 于 n>6, 证明: 在 不 存在 两 个 无 公共 顶点 的 环 的 六 顶点 简单 图 中 ， 边 数 的 最 大 值 

为 3n 一 6. (Pósa) 

(1) 设 G 是 一 个 无 爪 形 ( 凤 不 含 Ki.s) 图 . 

DEM: 对 于 G 的 真 着 色 ， 其 任意 两 个 同色 类 的 并 集 所 诱导 的 子 图 必然 由 若 十 条 路 径 和 若 
十 个 偶 环 构成 . 

b) 证 明 ， 如 果 G 有 一 个 真 着 色 恰好 使 用 了 A 种 颜色 ， 则 G 有 一 个 真人 -着色 使 得 同色 类 的 大 
小 最 多 差 1. (Niessen-Kind[2000]) 
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5.2.30 (十) 证明; 如果 G 有 一 个 真 着 色 g 使 得 每 个 同色 类 至 少 含有 两 个 顶点， 则 G 有 一 个 最 优 
着 色 /使 得 每 个 同色 类 至 少 含有 两 个 顶点 (提示 : MR / 有 某 个 同色 类 只 含 一 个 项 点， 则 
用 gg 在 /中 作 替 换 . 证 明 过 程 可 由 算法 给 出 也 可 对 X(G) 作 归纳 ). (Gallai[1963c]) 
5.2.31 设 G 是 一 个 连通 的 &- 色 图 , 但 G 既 不 是 完全 图 也 不 是 长 度 模 6 余 3 的 环 . 证 明 : G 的 任意 
真 k- 着 色 存在 两 个 同色 顶点 有 公共 的 相 邻 顶点 Tomescu) 
5.2.32 (D Hajós 构造 (Haj6s[1961]). 
DIFESI, RGWH ER MAM, 它们 有 一 个 公共 顶点 v 且 vu€E(G), vw€ EH). 
证 明 : 图 (G 一 ww) U CH — vw? U uw 也 是 -临界 的 . 
b) 对 任意 * 宇 3， 利 用 (a) 构 造 一 个 非 Ke 的 上 -临界 图 . 
c) 对 任意 n>4 但 "一 5 除外， 构造 有 ) 个 顶点 的 4- 临 界 图 . 
5.2.33 设 G 是 人 -临界 图 ， 它 有 一 个 分 离 集 Sm rs y). 由 命题 5. 2. 18 知道 xyy. TEM: G 恰 有 两 
个 SME, ETSI GE 4 OB Gi 和 G2， 使 得 Gi 十 zy 是 上 -临界 的 而 Ga， xy 也 是 -临界 
的 (这 里 Gz * zy 表示 将 zy MA Go 并 收缩 该 边 之 后 得 到 的 图 ). 
5.2.34 (1) 设 G 是 4- 临 界 图 ， 它 有 一 个 大 小 为 4 的 分 离 集 S EH: G[S1 最 多 有 4 RA. 
(Pritikin) 
5.2.35. CH) 人 -临界 图 是 4 一 1- 边 -连通 图 的 另 一 个 证 明 . 
a) 设 @G 是 一 个 人 -临界 图 ，A>3. 证 明 : 对 任意 e，JE E(G)， 存 在 G 的 一 个 上 一 1 -临界 子 图 
包含 < 但 不 含 六 (Toft[1974]) 
bb 利用 (al) ， 对 用 归纳 法 ,证 明 狄 拉克 定理 ， 即 任意 人 -临界 图 是 4 一 1- 边 -连通 的 (Tof 
[974]). 
5.2.36 (十 ) 证 明 : 如 果 G 是 一 个 上 -临界 图 且 G 的 每 个 & 一 1 -临界 子 图 都 同 构 于 Ke i. W GSK 
(如 果 R24) (提示 : 利用 Tole 临界 图 引 理 -一 习题 5. 2. 35a). (Stiebitz[1985]) 
5.2.37 MEMAR G 中 X(G 一 臣 二 X(G) 对 任意 vEV(G) 成 立 ， 则 称 G 是 顶点 -颜色 -临界 的 . 
a) 证 明 : 任意 颜色 -临界 图 是 顶点 -颜色 -临界 的 . 
bb 证 明 : 每 个 3- 色 顶点 -颜色 -临界 图 是 颜色 -临界 的 . 
OEA: 下 面 的 图 是 顶点 -颜色 -临界 的 但 不 是 颜色 -临界 的 ( 注 : 该 图 不 是 Grotzsch PAD). 
5.2.38 (DEB). 最 小 度 至 少 为 3 的 任意 简单 图 含有 一 个 K - 细 分 (提示 : 证 明 更 强 的 结果 至 


多 只 有 一 个 顶点 的 度 小 于 3 的 任意 非 平 凡 简 单 图 含有 一 个 K; - 细 分 . 定理 5. 2. 20 已 经 证 
明了 任意 3- 连 通 图 含有 K:- 细 分 ). (Dirac[1952a]) 
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5.2.39 (DEN Z3 使 得 Ko 细 分 必然 在 G 中 出 现 , 证 明 : 无 Kt 58 4 RU n- HS f A 
(na 之 2) 的 边 数 的 最 大 值 为 2n 一 3. 

5.2.40 在 下 图 中 , 粗 边 表示 圆圈 中 的 每 个 顶点 与 另 一 个 圆圈 中 的 每 个 顶点 都 相 邻 . 证 明 : X(C) 一 
7 但 是 G PARA Kr 细 分 . 证 明 : X(CH)=8 但 是 HRA Ke - 82) . CCatlin[ 1979) 


人 


WE we 


5.2.41 dE m=kCR+1)/25 WEH: Km.m-1 没 有 Koa” 882). 

5.2.42. (十 ) 设 F 是 有 m 条 边 的 森林 ，G 是 满足 (m MOS 89 — 4r MAA. 证 明 : G 含 
有 下 作为 子 图 (提示 : 从 下 的 每 个 非 平 凡 连 通 分 基 中 删除 一 个 叶子 得 到 已. 设 RR 是 由 被 删除 
的 那些 顶点 的 相 邻 顶点 构成 的 集合 . 将 尽 映 射 到 某 个 六 元 集合 XSV(G) 使 得 <(GLX]) 最 小 ， 
将 X 扩 充 成 已 的 一 个 拷贝 . 用 Hall 定理 证 明 鲜 可 以 匹配 到 剩余 的 顶点 中 ， 进 而 得 到 下 的 一 
个 拷贝 ). (Brandt[ 1994 ]) 

5.2.43. (十 ) 设 人 是 一 个 全 色 图 . 由 引 理 5.1. 18 和 命题 2. 1.8 知道 G 含有 任意 -顶点 树 作为 子 图 
,这 个 结论 可 以 加 强 到 带 标记 的 情况 并 得 到 类 似 的 结论 ， 如果/ 是 G 的 真人 -着 色 而 了 是 顶 
点 集合 为 aet ，…，aet} 的 一 棵 树 ， 则 存在 保 -邻接 映射 5， VOT VG BEE (Goo) = i 
对 所 有 i 均 成 立 . CGyárfás-Szemerédi-Tuza[ 1980], Sumner( 19811) 

5.2.44 (+) 设 G 是 围 长 至 少 为 5 的 一 个 k- 色 图 . EH: G 含有 任意 -顶点 树 作为 诱导 子 图 
(Gyir[as-Szemerédi-Tuza[ 1980]) 


5.3 计数 方面 的 问题 

有 时 ， 我 们 可 以 通过 考查 更 一 般 的 情况 来 了 解 一 个 复杂 问题 . 目前， 没有 一 个 好 的 算法 来 测试 
真 k- 着 色 是 否 存在 (参见 附录 BD ， 但 是 我 们 仍然 可 以 研究 真 人 -着 色 的 个 数 ( 这 里 选 定 人 种 特定 的 颜 
色 ). 色 数 X(G) 是 使 得 该 计数 为 正 值 的 最 小 上 值 ; 已 知 该 计数 在 所 有 k 上 的 值 ， 即 可 知道 色 数 是 多 
少 , Birkhoff[1912] 引 入 了 这 个 计数 问题 作为 攻克 四 色 问 题 的 一 种 可 能 的 途径 (6. 3 节 ). 

本 节 将 讨论 计数 函数 的 性 质 、 易 计算 的 类 以 及 相关 的 主题 . 
真 着 色 的 计数 

我 们 的 着 手 点 是 将 计数 问题 定义 为 上 的 函数 

5.3.1 定 义 给 定 kEN 和 图 G，X(G; 月 的 值 是 真 着 色 f: V(G) 一 [名 的 个 数 ， 可 用 颜色 的 集 
合 是 [全 二 {1，…，k}; 这 不 种 颜色 在 着 色 厂 中 不 一 定 都 使 用 ; 改变 被 使 用 的 颜色 的 名 称 将 得 到 另 
一 个 着 色 . ` 

5.3.91. (Kas =k", (Kus D — KO Dm Gn D. 

TERK, B D UE TE GUB 可 以 在 每 个 顶点 上 使 用 种 颜色 中 的 任意 一 种 ,无 需 考虑 已 经 在 
其 他 顶点 上 使 用 了 哪些 颜色 . 从 顶点 集合 到 [8] 的 K 个 映射 中 的 任意 一 个 都 是 一 个 真 着 色 ， 因 而 
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XX, k= ke. 
在 对 K, 的 顶点 进行 着 色 时 ,第 i 个 顶点 之 前 的 顶点 已 经 选 定 的 颜色 不 能 用 到 第 i 项 点 上 . 不 管 
之 前 的 颜色 如 何 选择 ， 对 第 i 个 顶点 的 着 色 剩 下 k 一 i 十 1 种 颜色 可 选 ， 因 而 XC Ky A= ACR De 


Cem D. 我 们 也 可 以 先 选 出 ”种 不 同 的 颜色 ， 共 有 (*) 种 取 法 ;然后 用 选 定 的 颜色 对 顶点 进行 着 


&. HAT nt 种 着 色 方法 将 两 个 数 相 乘 即 得 到 该 计数 为 (jnl . pin ac: D=6, TAK: 072 


"bea 时， 上述 乘积 的 值 为 0. 这 是 有 一 定 意义 的 ， 办 为 在 k<n 时 K，, 没有 真人 -着 色 . 
k k 


Pod kT2 421 " 
5.3.3 命题 如 果 丁 是 有 nn 个 顶点 的 树 ， 则 X(T; 和) 二 Ck 一 1 1. 
TER ” 选 定 丁 的 一 个 顶点 v 作为 树 根 . 我 们 有 不 种 方式 对 v 着 色 . 当 逐 步 生 成 这 棵 树 时 ， 可 以 
将 真 着 色 扩充 到 新 项 ， 在 每 一 步 ， 只 有 其 父 结 点 使 用 的 颜色 不 能 使 用 ， 因 此 每 个 新 顶点 有 k 一 1 
种 颜色 可 以 选用 . 而 且 ， 删 除 一 个 叶 结 点 即 可 看 到 每 个 真人 -着 色 都 可 以 用 这 种 方式 递归 地 产生 ,内 
EXT: m GT D" 1. 


k-1 " 

对 着 色 方 案 进行 计数 的 另 一 种 方法 要 注意 到 G 的 任意 真 着 色 的 所 有 同色 类 将 V(G) 划 分 成 … 些 
独立 子 集 . 根据 这 个 划分 将 着 色 方案 分 类 ， 将 导致 X(G# ) 可 表达 成 的 wn(G) 次 多 项 式 . 注意 ， 对 
例 5. 3. 2 和 命题 5. 3. 3， 这 个 性 质 也 成 立 . 巾 于 每 个 图 都 具有 这 个 性 质 ， 央 此 XCGs OEH k I 
数 被 称 为 G 的 着 色 多 项 式 . 

5.3.4 命题 Say 一 T(x 一 1)…(z 一 r 十 1). 如 果 pr(G) 表 示 将 V(G) 划 分 为 r 个 非 空 独立 子 集 
的 划分 个 数 ， 则 XC(G; O= Vp (Gk ， 这 是 尺 的 一 个 n(G) 次 多 项 式 . 

证 明 如 果 在 某 个 真 着 色 中 实际 使 用 了 ~ 种 颜色 ， 则 同色 类 恰好 将 V(G) 划 分 为 = 个 独立 子 集 ， 
这 样 的 划分 恰好 有 pe (G) 个 . 如 果 有 种 颜色 可 选用 ， 则 恰好 存在 keo 种 方法 来 选取 颜色 用 到 各 个 
同色 类 上 . 所 有 的 真 着 色 都 可 以 通过 这 种 方法 竺 到， 因而 xX(G; 台 的 计算 式 是 成 立 的 

HF km 是 上 的 多 项 式 ， 且 对 任意 ">，jpr(G) 是 常数 . 这 样 ， 该 公式 表明 UG: k) 是 上 的 多 项 式 
RA. 如 果 G 有 个 顶点 ， 则 有 唯一 的 方式 将 G 划分 成 ”个 独立 子 集 ， 不 存在 使 用 更 多 集合 的 划 
分 ， 内 此 由 该 划分 得 到 项 ke 

5.3.5 例 全 部 使 用 大 小 为 1 的 独立 子 集 ， 我 们 总 有 pn(G) 二 1 当然 也 有 pi1(G) 一 0， 除非 G 
RAW, HARA 开 。 才 会 使 得 整个 顶点 集 是 一 个 独立 子 集 . 

考虑 G=C4. 只 有 了 唯一 一 个 划分 (将 G 的 顶点 集 ) 划 分 成 两 个 独立 子 集 ， 相 对 的 顶点 必 在 一 个 独 
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立 子 集中 . 4r=3 时 ， 可 以 将 两 个 相对 的 顶点 放 在 一 起 而 剩 下 的 两 个 顶点 自己 构成 集合 ， 有 两 种 
方法 可 以 完成 这 种 划分 . 因此 ， 户 一 1， 户 一 2， 思 一 1. 
XC 4E) = Le KG — D 2 * KG — DG 2) + 1 RR DG 2)(k— 3) 
= k(k— 1)(k? —3k 3). L] 
用 这 种 方法 计算 着 色 多 项 式 一 般 来 讲 不 可 行 . 因为 划分 太 多 ， 雹 法 全 部 考虑 .存在 类 似 于 命题 
2.2. 8 中 对 生成 树 进行 计数 那样 的 递归 计算 方法 .Ge 再 次 用 来 表示 收缩 G 中 边 e 之 后 得 到 的 图 ( 定 
义 2. 2.7). 由 于 真 着 色 的 个 数 不 受 多 重 边 的 影响 ， 因 此 可 以 将 收缩 过 程 中 出 现 的 边 的 重复 去 掉 ， 只 
保留 其 中 一 个 以 形成 简单 图 . 
5.3.6 定理 (着 色 递 归 ) ”如 果 G 是 简单 图 且 e EE(G), 则 X(G; D—X(GG—e D -XG* e D. 
证 明 G 的 任意 真 &- 着 色 也 是 G 一 e 的 一 个 真 上 -着 色 . Ge 的 一 个 真人 -着 色 是 G 的 真 4- 着 色 当 
且 仅 当 该 着 色 给 。 的 端点 4，v 分配 不 同 的 颜色 . 因而 我 们 可 以 用 X(G 一 e; DRR Ge 的 着 色 中 给 
e 的 端点 u,v 分 配 相同 颜色 的 方案 个 数 来 完成 对 G 的 真 &- 着 色 的 计数 . 
在 Ge 的 着 色 方案 中 ，u，v 被 分 配给 相同 颜色 的 着 色 方 案 直 接 与 G，e 的 真 k- 着 色 对 应 ， 其 
中 收缩 形成 的 项 点 上 的 着 色 就 是 w 和 wv 的 公共 颜色 . 这 样 的 着 色 方案 对 G，e 的 每 条 边 进 行 了 真 着 
色 当 且 仅 当 它 对 G MER e 外 的 边 进行 了 真 着 色 . 
ed . 
5.3.7 例 Ci ORE RE. 删除 Ci 的 一 条 边 得 到 Py. TEC, 的 一 条 边 则 得 到 Ks. 由 于 
是 一 棵 树 而 Ks 是 一 个 完全 图 ， 因 此 我 们 有 XC(Pr; &) 一 kCk 一 1)3 且 XCKsa; E) —kG-— DG 2). 4 
用 着 色 递归 ， 我们 得 到 : 

XO iD = XCOG ik) — XCKask) = KO — 1) Ck? — 3k + 3) a 
因为 G 一 e。 HG e 的 边 的 条 数 都 比 G 少 ， 因 此 可 以 逐步 地 使 用 着 色 递 归来 计算 X(G; k). 我 们 需要 
将 没有 边 的 图 作为 初始 条 件 ， 对 它们 我 们 已 经 计算 过 了 : XC kk". 

5.3.8 定理 (Whitney[1933c]) 简单 图 G 的 着 色 多 项 式 X(G; 上 的 次 数 为 n(G)， 其 系数 是 正 负 
交 兰 出 现 的 整数 且 以 1 开始 ， 一 e(G) on 

证 明 我们 对 e(G) 作 归纳 . 当 e(G) 二 0 时 断言 是 平凡 的 ， 这 时 XCK,; 0 — n. 在 归纳 步骤 
中 ， 设 G 是 满足 e(G) 之 1 的 六 顶点 图 .G 一 < BIG e 的 边 数 都 小 于 CHUM, IFA G- eH n1 i 


顶点 . 由 归纳 假设 ， 存 在 非 负 整数 as} 和 (b) 使 得 X(G 一 e; 上) 二 So Diaik" ! H XG e es = 


Sens. 由 着 色 递归 ， 
XCG—esk): k" — [e(G) — 1e" + ak? — e C7 Dik 
-XG s esk)s — Gr! — bm? eb Co DENG kT) 
= XD; Kk —eGk- + Cay + by Dkt? — + Di Cas + bia hn 
因此 ，X(G; 及 是 一 个 多 项 式 ， 其 第 一 个 系数 ao 一 1 而 第 二 个 系数 一 (al +o =— eG), MARK 
数 的 符号 是 正 负 交替 的 . a 


区 3 
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5.3.9 例 ”如果 ( 向 某 个 图 ) 添 加 一 条 边 后 新 得 到 的 图 的 着 色 多 项 式 比较 容易 计算 ， 则 可 以 用 其 
他 方式 运用 着 色 递归 来 计算 着 色 多 项 式 . 对 于 XCG; 和 二 X(G 一 e; 有 ) 一 X(G，e; E). TUBERS 
JR X(G—es I) —X(Gs +UGs e; k). 因此 ， 可 以 用 XCG; 和 来 计算 X(G 一 e; D. 

比如 ， 如 果 要 计算 XK, 一 e; *)， 则 在 这 个 公式 中 令 GH K. 8 


E 
XGG — 6b) = X(K sk) + XK 13k) = G2? TT i. 


7 xX i ya 
Gre G Gee a 
我 们 用 一 个 明确 的 公式 来 结束 对 x(G; 所 的 一 般 性 讨论 . 该 公式 含有 的 项 数 是 指数 级 的 ， 因 此 
它 的 主要 用 途 是 理论 上 的 用 途 . 如 果 我 们 不 断 地 使 用 着 色 递归 直到 删除 了 图 中 的 所 有 边 ， 该 公式 就 
变 成 了 上 述 过 程 中 出 现 的 所 有 项 之 和 . 
5.3.10 定理 (Whitney[1932c]) A c(G) 表 示 图 G 中 连通 分 量 的 个 数 . HRC 的 边 集合 SCEE(G), & 
COKE C 的 边 集 为 S 的 生成 子 图 . 则 G 的 真人 -着色 的 个 数 X(G; AFA, 
XGib) = Y) 1S RAGS, 


证 明 ”在 应 用 着 色 递 归 的 过 程 中 ， 边 的 收缩 会 产生 重 边 ， 我 们 已 经 注意 到 删除 这 些 重复 的 边 不 
会 影响 X(G; k). 我 们 断言 删除 这 些 额 外 的 重复 边 不 会 对 我 们 给 出 的 公式 造成 影响 . 

设 e 和 e' 是 G 中 具有 相同 端点 的 两 条 边 . 如 果 e ES MeES, 我 人 有 c(GC(SU1{e)))=c(G(S))， 
因为 e 的 两 个 端点 均 在 G(S) 的 同一 个 连通 分 量 中 . 然而 | SU{e} | = | S| 十 1. 因此 和 式 中 关于 S 
的 项 与 关于 SUCHE T . 因而 ， 对 包含 边 。 的 所 有 边 集 ， 忽略 这 些 集合 对 应 的 项 不 会 改变 
和 . 这 表明 在 图 中 保留 或 者 删除 边 。 都 不 会 改变 公式 的 正确 性 . 

在 计算 着 色 递 归 时 ， 如 果 不 丢弃 多 重 边 或 环 ， 相 反 在 收缩 或 删除 操作 时 保留 所 有 边 ， 我 们 也 将 
得 到 正确 结果 . 现在 ， 反 复 递 归 直 到 删除 了 所 有 边 ， 将 得 到 240 个 项 ， 每 个 项 依次 对 应 一 次 边 的 
删除 或 收缩 操作 . 

当 所 有 边 都 被 删除 或 收缩 后 ， 剩 下 的 图 由 一 些 孤立 点 构成 . 令 S 是 被 收缩 掉 的 边 构成 的 集合 ， 
剩 下 的 顶点 对 应 于 G(S) 的 连通 分 量 ;每 个 这 样 的 连通 分 量 在 S 的 边 被 收缩 而 其 他 边 被 删除 之 后 变 
成 了 一 个 顶点 . 这 最 后 的 c(G(S)) 个 孤立 点 产生 了 一 个 项 ， 它 表示 了 OO PH EAR. 而且 每 收 
缩 一 条 边 ， 该 项 的 符号 就 会 发 生 一 次 改变 ， 故 该 项 是 正 的 当 且 仅 当 | S | 是 偶数 

因此 ， 如 果 被 收缩 的 边 的 集合 是 S， 则 得 到 的 项 是 (一 1) 151 k‘6‘S) ， 这 就 说 明了 和 式 中 的 每 
一 项 . a 

5.3.11 8|. 一 个 着 色 多 项 式 . 如 果 G 是 有 nn 个 顶点 的 简单 图 ， 则 含有 0、1 或 2 条 边 的 任意 生 
成 子 图 分 别 有 n，n 一 1 或 n 一 2 个 连通 分 量 . ELS | —3 时， 连通 分 量 的 个 数 为 ”一 2 当 且 仅 当 这 三 
条 边 构成 三 角形 ; 否则 连通 分 量 的 个 数 为 n 一 3. 

比如 ， 如 果 G 是 风筝 图 (4 个 顶点 ，5 条 边 ) ， 有 10 个 由 3 条 边 构 成 的 集合 ， 其 中 有 两 个 集合 使 
得 G(S) 是 由 一 个 三 角形 外 加 一 个 孤立 点 构成 . 另外 8 个 集合 是 由 3 条 边 构 成 的 集合 ， 所 得 到 的 生 
成 图 只 有 一 个 连通 分 量 . 这 两 种 类 型 的 集合 在 计数 时 都 是 负 的 ， 因 为 S| =3. 所 有 有 4 或 5 条 边 
的 生成 图 都 只 有 一 个 连通 分 量 . 因此 由 定理 5. 3. 10 得 到 : 
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X(G;k) = kt — 5k? + 10k? — (2E? + BRI) + Sk — k = kt — 5k? + BR? — 4k. 
这 个 结果 与 直接 对 着 色 方 案 计 数 的 结果 或 者 用 X(G; 0 — X(0 DXA DERE SR. X(G; 


E) —kO— 1) (6-2) (6-2) — t 
A 
a 


Whitney 用 初等 计数 理论 中 的 容 - 斥 原理 证 明了 定理 5. 3. 10. 在 众多 的 人 -着 色 方案 中 ， 真 着 色 
指 的 是 对 任意 边 的 两 个 端点 不 分 配 相同 颜色 的 着 色 方 案 . 令 A 是 为 边 ei 的 两 个 端点 分 配 相同 颜色 
的 人 4- 着 色 方案 构成 的 集合 ， 我 们 想 要 计数 的 方案 是 不 在 A! ，…，Aw 的 任意 一 个 中 的 着 色 方案 ( 参 
见习 题 17). 
1] 

着 色 方 案 的 计数 对 于 树 和 完全 图 (以 及 风筝 图 ) 是 很 容易 的 ， 这 些 图 均 可 以 由 Ki 通过 如 下 方式 
fü). 不断 添加 新 顶点 ， 并 且 使 得 每 次 添加 的 新 顶点 与 某 个 团 的 所 有 顶点 邻接 . 这 种 图 的 着 色 多 项 


式 是 线性 因子 的 乘积 、 

5.3.12 定 义 如 果 ( 中 的 一 个 顶点 的 邻 域 是 团 ， 则 称 该 顶点 是 单纯 的 .一 个 单纯 删除 顺序 是 
顶点 删除 的 一 个 顺序 vw，…，vi， 使 得 任意 顶点 vi 是 当前 剩 下 的 由 (v1，…，vi} 请 导 的 图 的 单纯 顶 
虚 ( 这 种 顺序 也 称 为 完美 删除 顺序 ). 


5.3.13 例 由 单纯 删除 顺序 得 到 着 色 多 项 式 . 对 于 一 棵 树 ， 它 的 一 个 单纯 消除 顺序 就 是 不 断 
删除 树 中 的 叶子 .我们 已 经 知道 ， 对 于 n WARA XG IO 7 RO D" 7. 

如 果 vw，…，vi 是 G 的 一 个 单纯 删除 顺序 ， 则 初等 组 合 学 中 的 乘法 原理 (附录 A) 使 得 我 们 可 
以 对 G 的 真 4- 着 色 方案 进行 计数 . 如 果 我 们 已 经 对 ns es v 1 进行 了 着 色 ， 则 在 添加 w 时 有 
k—adG) A RM CHET HE, HEP dG = | NGM iors ms mi) |. AK Rod) tha FZ 
颜色 的 选择 ， 因 为 w 的 已 被 着 色 的 相 邻 顶点 构成 了 一 个 大 小 为 4( 让 的 团 ， 因 而 这 些 顶 点 已 经 被 着 
上 不 同 的 颜色 . 

逐步 删除 单纯 删除 顺序 的 第 一 个 单纯 项 点， 进而 知道 G 的 每 个 真人 -着 色 都 可 以 用 上 述 方式 得 
到 . 于 是 我 们 将 着 色 多 项 式 表达 为 线性 因子 的 乘积 . 

下 面 的 图 中 ，w，…，m 是 一 个 单纯 删除 顺序 . 当 按照 顺序 mw ，…，a ERRAR, dO), es 
d(6) 分 别 是 0，1，1，2，3，2， 于 是 着 色 多 项 式 为 kk 一 DD)(k 一 1)(k 一 2)(k 一 3)(k 一 2)。 


5 uw" LI 

5.3.14 注 记 iE. FE PE BLA AMA DR MOI « (LIC AE E ERES Uo RT A RAREN E ri OE 

中 x 是 非 负 整数 ) 的 线性 因子 的 乘积 . 这 一 点 很 重要 . 对 此 ， 习 题 19 给 出 了 一 个 例子 . 因此 ， 存 在 

单纯 删除 顺序 是 着 色 多 项 式 有 这 种 良好 的 因 式 分 解 性 质 的 充分 但 不 必要 的 条 件 . a 

树 、 完 全 图 、 近 -完全 图 (K, 一 e) 以 及 区 间 图 (习题 28) 都 有 单纯 删除 顺序 . 34 m4 时 ，C, 没有 

单纯 删除 顺序 ， 因 为 环 中 不 存在 单纯 顶点 来 启动 这 种 删除 . 存在 单纯 删除 顺序 的 充 要 条 件 是 图 中 没 
有 这 样 的 环 作为 诱导 子 图 . 


图 
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5.3.15 定义 ” 环 C 的 一 个 弦 是 端点 在 C 上 但 其 自身 不 在 C 中 的 一 条 边 .G 的 一 个 无 强 环 是 G 的 
一 个 长 度 至 少 为 4 的 没有 弦 的 环 ( 即 这 个 环 是 一 个 诱导 子 图 ). 如 果 G 是 没有 无 弦 环 的 简单 图 ， 则 称 
LAKE. 

ME FABRE tad e T JU M] 2 A. AR s e DRUSI Jc Hec ln Hh RA 1 D s IE OY 
弦 画 成 直线 段 ， 则 图 的 弦 就 是 圆周 的 弦 . 

很 容易 证 明 ， 存 在 单纯 删除 顺序 的 图 不 可 能 含有 无 蓄 环 . 因此 ， 对 这 些 图 的 特征 刻 大 又 是 一 个 
TONCAS 定理 . 我 们 将 充分 性 证 明 的 主要 部 分 分 离 出 来 作为 引 理 ， 该 引 理 本 身 也 很 有 用 (也 可 以 参 
见 Laskar-Shier[1983]). 

5.3.16 引 理 (Voloshin[1982]，Farber-Jamison[1986]) 对 连通 弦 图 G 的 每 个 顶点 +， 在 G 的 
离 最 远 的 顶点 中 必 有 G 的 一 个 单纯 顶点 . 

证 明 在 n(G) 上 用 归纳 法 . 基本 步骤 (n(G) 一 1): Ki 中 的 顶点 本 身 就 是 单纯 顶点 . 

归纳 步骤 (>"(G) 达 2): WIR 工 与 其 他 所 有 项 点 邻接 ， 则 我 们 在 弦 图 G 一 x 上 使 用 归纳 假设 .6- 
工 的 每 个 单纯 顶点 y 在 G 中 也 是 单纯 的 ， 因 为 x 与 N(y)U1{y) 中 的 所 有 顶点 相 邻 . 

TU). OT EG 中 距离 最 远 的 顶点 构成 的 集合 而 H 是 G[ 丰 的 一 个 连通 分 量 . 令 S 是 G 一 T 
中 有 相 邻 顶点 位 于 V( 妃 ) 的 顶点 构成 的 集合 ，Q 是 G 一 S 中 包含 x 的 连通 分 量 . 


我 们 断言 ，S 是 一 个 团 . S 的 每 个 顶点 在 VCH) 中 都 有 相 邻 顶点 并 且 在 Q 中 也 有 相 邻 顶点 . 对 
于 不 同 的 顶点 u, v€ S， 通 过 HH 的 最 短 w，v- 路 径 和 通过 Q 的 最 短 w，wv- 路 径 的 并 是 一 个 长 度 至 少 
为 4 的 环 . 由 于 不 存在 从 VC(H) 到 V(Q) 的 边 ， 因 此 这 个 环 除了 uv 外 没有 弦 . 由 于 G 没有 无 弦 环 ， 
Cuero. 由 于 w，vES 是 任 选 的 ， 故 S 是 一 个 内 . 

现在 ， 令 G=GLSUV(CH)]， 它 去 掉 了 顶点 zx， 因 而 它 比 图 G 小 . 我 们 对 G MIA u ESHA 
纳 假设 . 由 于 SRA. SH (i C NGO. 无 论 G 是 否 是 团 ， 它 在 V(H) 中 都 有 一 个 单纯 顶点 = 由 于 
Ne(z)CEV(G)， 内 此 顶点 < 在 G 中 也 是 单纯 顶点 ， 正 如 我 们 所 希望 的 ， 顶 点 = 距离 顶点 7 最 远 。 M 

5.3.17 定理 (Dirac[1961]) ”简单 图 有 单纯 删除 顺序 当 且 仅 当 它 是 一 个 弦 围 

证 明 必要 性 ， 设 是 一 个 有 单纯 删除 顺序 的 简单 图 . 令 C 表 示 G 中 长 度 至 少 为 4 的 一 个 环 . 
当 根 据 该 单纯 删除 顺序 删除 C 中 的 第 一 个 顶点 时 ,假设 这 个 顶点 为 v,v 的 其 他 相 邻 顶点 构成 一 个 
Hi . 这 个 团 中 包含 了 v 在 C 中 的 相 邻 顶点 ， 连 接 它们 的 边 就 是 CHK. 因此 ，G 没有 无 弦 环 . 


C 


充分 性 ， 根 据 引 理 5. 3. 16， 每 个 弦 图 都 有 一 个 单纯 顶点 . 对 n(G) 作 归纳 即 可 得 到 G 的 一 个 单 
纯 删 除 顺序 ， 央 为 弦 图 的 任意 诱导 子 图 仍然 是 弦 图 . a 


转 的 着 色 181 


络 图 的 其 他 性 质 见 习题 20 一 27. 

在 命题 5. 1. 16 中 ,我 们 证 明了 当 G 是 区 间 图 时 有 X(G) 一 w(G). 而 且 ， 区 间 图 的 任意 诱导 子 图 
仍然 是 区 间 图 ， 内 为 我 们 在 G 的 区 间 表示 中 删除 表示 顶点 v 的 区 间 就 得 到 G 一 uv 的 区 间 表 示 . 因此 ， 
XCH) = oC H) 对 区 间 图 的 任意 诱导 子 图 H 均 成 立 . 

5.3.18 定义 ”图 G 称 为 完美 的 ， 如 果 X(H) 二 w( HH) 对 任意 诱导 子 图 HEGRA. 与 此 等 价 的 
HEA, XGGLAD 二 w(G[A]) 对 任意 ASVO A È . 

图 G 的 团 覆 盖 数 0(C) 是 覆盖 V(G) 所 需 的 团 的 个 数 的 最 小 值 ， 注 意 OCG) = XG). 

由 于 团 和 独立 子 集 在 求 补 操 作 中 互 换 角 色 ， 因 此 对 局 的 完美 性 描述 变 成 了 “a(H)==0(H) 对 G 
的 任意 诱导 子 图 H 成 立 ”. Lovisz[1972a，1972b] 证 明了 完美 图 定理 (PGT): G 是 完美 的 当 且 仅 当 它 
的 补 图 是 完美 的 . 我 们 将 在 定理 8. 1. 6 中 证 明 这 个 结论 ， 这 里 只 给 出 完美 图 的 一 些 例子 . 

5. 3. 19 定义 X BX G 中 的 每 个 图 的 任意 请 导 仍然 是 G 中 的 图 ， 则 称 G 是 遗传 的 . 

5.3.20 itig 为 了 证 明 遗 传 图 族 G 中 的 每 个 图 都 是 完美 的 ， 只 需 证 明 对 任意 GEG fi XC = 
w(G) ,因为 这 样 已 经 包含 了 对 G 的 任意 诱导 子 图 证 明 上 述 等 式 成 立 . a 

5.3.21 例 (二 部 图 及 其 线 图 ) 二 部 图 构成 一 个 遗传 图 族 ， 而 且 X(G)=w(G) 对 于 任意 二 部 图 成 
立 ， 因 此 二 部 图 都 是 完美 的 . 当 日 是 二 部 图 时 ， 习 题 5. 1. 38 讨论 了 万 的 完美 性 而 且 可 以 由 aH) = 
B'(H) (推论 3. 1. 24) 得 出 证 明 . 对 二 部 图 ，a(G)=0(G)=B'(G) 这 一 非 平 凡 的 结论 立刻 就 可 以 由 
PGT 的 平凡 推论 X(G)=w(G) 得 到 . 

我 们 在 定义 4. 2. 18 中 简要 地 介绍 了 线 图 ， 并 用 它 来 证 明了 Menger 定理 关于 边 的 结论 . 回想 一 
下 ， 线 图 L(G) 对 G 的 每 条 边 都 有 一 个 顶点 ， 且 e，fEV(1(G)) 在 L(G) 中 是 邻接 的 当 且 仅 当 这 两 条 
边 在 G 中 有 一 个 公共 端点 . 所 有 二 部 图 的 线 图 构成 一 个 遗传 图 族 ， 因 为 在 线 图 中 删除 一 个 顶点 相当 
于 在 原 图 中 删除 相应 的 边 « 

因此 ， 当 G 是 二 部 图 时 ,证 明 a(L(G))==8(L(G)) 这 一 结论 将 说 明 线 图 的 补 图 是 完美 的 ( 当 G 
是 二 部 图 时 )L(G) 的 一 个 团 由 G 中 的 具有 某 个 公共 端点 的 边 构成 . 内 此 ,用 团 来 黎 盖 1.(G) 的 顶点 
相当 于 从 G 中 选取 一 些 顶点 来 构成 一 个 顶点 覆盖 .L(G) 中 的 独立 子 集 是 G 的 匹配 . 因此 ， 对 二 部 图 
的 线 图 ， 其 补 图 的 完美 性 可 以 由 关于 匹配 的 Konig-Egervary 5E Bl Ca^ (G) 二 BR(G)) 和 二 部 图 的 顶点 种 
盖 的 相关 结论 得 到 . 

据 此 ，PGT 得 到 XCLCG)) =a L(G)). LOHAR EH E(C) 划 分 成 匹配 并 且 WLG) = ACG) 
(对 于 二 部 图 ). 因此 ，Xx(L(G)) 一 w(L(G)) 意 味 着 ， 二 部 图 G 的 边 可 被 划分 成 A(G) 个 匹配 . 在 定理 
7.1.7 中 ,我们 将 直接 证 明 Konig[1916] 的 这 个 附带 的 结果 . a 

ph FE 09 DX [6] FEL M BK PA CO 28), CT AT 00 2 BEERA ie SR Tr 5. 1. 16. 
我 们 在 8. 1 W epit iE DX PEL AI 3k PE AS C fie dE . 

5.3.22 定理 (Berge[1960]) 弦 力 都 是 完美 的 - 

证 明 删除 顶点 不 能 产生 无 弦 环 ， 因 此 该 图 族 是 遗传 的 . 由 注 记 5. 3. 20 可 知 ， 我 们 只 需 证 明 
当 G 是 弦 图 时 有 X(G) 一 w(G). 

在 定理 5. 3. 17 中 , 我 们 证 明了 G 有 一 个 单纯 删除 顺序 ; 设 vi ，…，mw 是 某 个 单纯 删除 顺序 的 
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BUF; MAD i, DA vi 在 {v1 ，…，v 1} 中 的 相 邻 点 构成 一 个 团 . 

我 们 在 这 个 顶点 顺序 上 使 用 贪心 着 色 算 法 . 如 果 顶 点 v; 获得 的 颜色 为 &， 则 颜色 1，…, k 一 1 
在 vi 的 排 在 它 之 前 的 相 邻 项 点 中 已 经 出 现 . 由 于 这 些 点 构成 一 个 团 ， 加 上 顶点 w， 可 以 得 到 一 个 
大 小 为 上 的 团 . 于 是 我 们 找到 一 个 团 ， 其 大 小 等 于 着 色 使 用 的 颜色 数 . a 

定理 5. 3. 22 的 证 明 过 程 表明 ， 与 单纯 删除 顺序 的 逆序 相关 的 贪心 着 色 产生 最 优 着 色 . 这 个 结 
论 推广 了 命题 5. 1. 16 关于 区 间 图 的 结论 . 

我 们 再 给 出 更 基本 的 完美 图 族 ; 它 包含 了 所 有 二 部 图 . 

15.3.23 定义 ”图 G 的 一 个 传递 性 定向 是 G 的 一 个 定向 中， 它 使 得 : 只 要 ry 和 yz 是 定向 站 
上 的 边 ， 则 G 中 有 边 zz AD 中 由 工 指向 z. 如 果 简 单 图 G 有 一 个 传递 性 定向 ， 则 称 之 为 可 比 图 . 

“5.3.24 8|. 如 果 G 是 一 个 X,Y- 二 部 图 ， 则 让 每 一 条 边 由 X 指向 Y 就 得 到 一 个 传递 性 定向 . 
因此 ， 任 意 二 部 图 都 是 可 比 图 . 传递 性 定向 源 于 序 关 系 ; ry 的 意思 可 能 是 "zx 包含 >”， 这 显然 是 
一 个 传递 关系 . a 

+ 5.3.25 命题 (Berge[1960]) 可 比 图 都 是 完美 的 . 

证 明 ”传递 性 有 向 图 的 任意 诱导 子 图 也 是 传递 性 的 ， 故 可 比 图 图 族 是 遗传 的 . 因此 ， 我 们 只 需 
证 明 任 意 可 比 图 是 w(G)- 可 着 色 的 . 

设 下 是 G 的 一 个 传递 性 定向 . 注意 ，F 中 没有 环 . 由 定理 5. 1. 21 的 证 明 可 知 ， 着 色 时 为 任意 
顶点 v 分 配 的 颜色 是 下 上 终结 于 的 最 长 路 径 中 的 顶点 个 数 且 这 个 着 色 方 案 是 最 优 的 . 由 传递 性 ， 
下 上 一 条 路 径 中 的 顶点 构成 G 中 的 一 个 团 . 因此 ， 我 们 有 XC) SC). B8 
无 环 定向 的 计数 ( 选 学 ) 

令 人 吃惊 的 是 ，X(G; 及 在 人 是 负数 时 也 有 意义 .图 的 无 环 定向 是 没有 环 的 定向 . 在 X(G; 人 ) 中 ， 令 
k=--1 即 可 对 G 的 无 环 定向 进行 计数 . 

5.3.26 8|. 因为 Ct 有 4 条 边 ， 故 它 有 16 个 定向 . 在 这 些 方向 中 ， 有 14 个 定向 是 无 环 的 . 例 
5.3.7 中 ， 我 们 证 明了 XCCt; R= RE — DO? —3k+3). 计算 在 k= 一 1 处 的 值 ， 这 个 值 等 于 (一 1) 
(—2)(7)=14. 

5.3.27 定理 (Stanley[ 1973]) X(G; k) 在 k= 一 1 AES HEC D? 乘 以 G 的 无 环 定向 的 
^H. 

证 明 ”我 们 在 <(G) 上 用 归纳 法 . 令 a(G) 表 示 G 的 无 环 定向 的 个 数 . 如 果 G 中 没有 边 ， BY a(G) = 
LAG; —D-C DO ,因此 结论 成 立 . 下 面 证 明 a(G) =a(G—e) +a(G + XT e€ ECG) 
立 . 如 果 证 明成 立 ， 则 可 以 用 a 的 递归 式 、a(G) 的 归纳 假设 (以 X(G; 和 表达 出 来 ) 以 及 着 色 递归 计 
算得 到 : 

a(G) - C^ D"? XXG-e; —D--C- D*971x(G* ey -D—C- DXG; =D. 

现在 ， 我 们 来 证 明 a 的 递归 式 . G 的 每 个 无 环 定向 均 包含 G 一 e 的 一 个 无 环 定向 . 每 个 G 一 "的 
无 环 定向 D 均 可 以 扩张 成 0，1 或 2 个 G 的 无 环 定向 ， 这 只 需要 对 边 e=uv 进行 定向 . 如 果 D 中 没 
Hu, viki, WERF veu MRD PRAY, uM, 则 可 以 选择 u>v. 因为 D 是 无 环 定向 ， 
因此 D PRERNA u, RRAV. uM. 故 上 述 的 两 个 选择 不 可 能 都 不 出 现 . 

因此 ，G 一 e 的 每 个 定向 D 至 少 可 以 有 一 种 方式 进行 扩张 ， 进 而 a(G) 等 于 a(G 一 e) 加 上 可 以 用 
两 种 方式 进行 扩张 的 定向 数 . 在 用 两 种 方式 都 可 以 进行 扩张 的 G 一 e 的 无 环 定向 中 ， 既 没有 u,v- 路 
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BERA v, MB. 因为 G 一 e 的 w，v- 路 径 或 vu，u- 路 径 在 G。e 中 变 成 了 环 ， 这 种 定向 恰好 有 
al(G* o^. a 


对 


习题 
记 住 ， 记 号 UG; 所 既 可 以 看 成 多 项 式 也 可 以 看 成 图 G 的 真 &- 着 色 的 个 数 . 


5 


ag 


.3.1 


3.10 


一 般 的 负 整 数 &，X(G; 所 的 意义 (习题 32) 是 “组 合 互 易 " 现 象 的 一 个 实例 (Stanley[1974]). 


(一 ) 计 算 下 面 各 个 图 的 着 色 多 项 式 . 


(一 ) 利 用 着 色 递归 ， 得 出 任意 六 项 点 树 的 着 色 多 项 式 . 

(一 ) 证 明 : E CAE + 3k? 不 是 着 色 多 项 式 . 

a) 证 明 :， XCC,; D= C. — D" C7 D^G— D. 

b H=GV Ki. WEW: XCHs Y= EX; k— D. 利用 该 结论 和 (a)， 找 出 轮 形 C, V Ki 
的 着 色 多 项 式 . 

对 于 n 宇 1, $ G= POK; 它 是 一 个 有 2n 个 顶点 和 3n 一 2 条 边 的 图 ， 如 下 所 示 . EW: 

XG, s k= —3R+3)" 1 à G7 D. 


(0 设 G 是 有 ?个 顶点 的 简单 图 . 利用 命题 5. 3. 4 给 出 一 个 非 归纳 证 明 :， X(G; OP R 
数 是 一 e(G)。 

证 明 : n 顶点 图 的 着 色 多 项 式 没有 大 于 一 1 的 实 根 (提示 利用 命题 5. 3.4). 

COVE: MIR kz3 E G 不 是 树 ， 则 连通 图 G 的 真 &- 着 色 的 个 数 少 于 k(k 一 1)”1'.k 一 2 是 
什么 情况 呢 ? 

(DIEM: XG; z+y)= $, X(GLU]，z)XCGLU]，y)( 提 示 : 由 于 等 式 的 两 端 都 是 多 项 


D 


式 ， 只 需 证 明 等 式 在 c. y 都 是 正 整数 时 成 立即 可 . 为 此 只 要 用 不 同方 式 对 十 y- 着 色 进行 
计数 ). 
设 G 是 一 个 连通 图 且 XCG; D= SIC Diaki. 对 于 1<i<n, EM: a >("; )( 提 


i 
A: 利用 着 色 递归 ). 

(10 证明， 除非 G PRA, BM UG; 所 的 系数 之 和 等 于 0. GR: 当 函 数 是 多 项 式 时 ， 
如 何 获 得 它 的 系数 和 ?) 

(十 )X(G; DHAR. 

a) 证 明 : 在 图 G 的 着 色 多 项 式 中 ， 最 后 一 个 非 0 项 的 指数 是 G 的 连通 分 量 的 个 数 . 


Dii oRERI: 如果 PCD 一 如 一 air tr a> (” Lo). 则 不 是 着 色 多 项 式 
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(比如 ， 该 结论 即刻 表明 习题 5. 3. 3 中 的 多 项 式 不 是 着 色 多 项 式 ). 
.3.13 ” 设 G 和 HH 是 图 ， 它们 可 能 有 重 全 部分. 
XG; OX; D 
XGüH: D ` 
b) 考 虑 并 为 一 个 环 的 两 条 路 径 ， 说 明 上 述 公式 在 GN H 不 是 完全 图 时 可 能 不 成 立 . 
中 由 (a) 得 出 如 下 结论 : 图 的 色 数 是 该 图 中 块 的 色 数 的 最 大 值 . 
.3.14 (DP {È Petersen 图 . 由 Brooks 定理 知道 Petersen 图 是 可 3- 着 色 的 ， 因 而 由 铀 巢 原理 知 
道 它 有 一 个 大 小 为 4 的 独立 子 集 S. 
a) 证 明 : P—S—3K». 
b) 利 用 (a) 和 对 称 性 ， 计算 将 已 划分 为 3 个 独立 子 集 的 项 点 划分 的 个 数 . 
一 般 情况 下 ， 将 图 划分 为 最 少 独立 子 集 的 划分 个 数 如 何 可 以 从 G 的 着 色 多 项 式 中 得 到 ? 
.3.15 HED]: 色 数 为 的 图 最 多 有 如 -4 个 顶点 划分 将 该 图 划分 为 & 个 独立 子 集 ， 等 号 只 对 图 Ki 十 
(一 和 Ki( 由 一 个 生 团 加 上 nn 一 上 个 孤立 点 ) 成 立 (提示 : 对 ”用 归纳 法 ， 考 察 对 单个 项 点 的 
删除 操作 ). (Tomescu[1971]) 


.3.16。 设 是 有 个 顶点 和 mm 条 边 的 简单 图 ， 证明: G 中 最 多 含有 二 (2 个 三 角形 ,由 此 得 出 结 


a) 证 明 : 如 果 GNH RCSA, M X(GU H; = 


ib. X(G; 所 中 如- ?的 系数 为 正 ， 除 非 G 最 多 只 有 一 条 边 ( 提 示 : 用 定理 5. 3. 10). 

C ) 出 容 - 斥 原理 直接 证 明定 理 5. 3. 10. 

(1) 考 虑 下 面 各 个 图 的 着 色 多 项 式 . 

a) 不 计算 这 两 个 多 项 式 ， 用 商 短 的 过 程 证 明 这 两 个 多 项 式 相等 . 

b) 将 这 个 着 色 多 项 式 表 达成 两 个 弦 图 的 着 色 多 项 式 之 和 ， 据 此 简要 地 用 一 行 写 出 它 的 计算 


ee 
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.3.19 (一 ) 设 G 是 将 Ks 的 一 条 边 细 分 得 到 的 图 . 用 着 色 递归 计算 X(G; DIH E ROGA AE 
子 ( 形 如 一 c; 的 因子 ) 的 乘积 . WEA: G 不 是 弦 图 . (Read[1975]，Dmitriev[1980]) 

3.20 设 G 是 一 个 弦 图 . H G 的 一 个 单纯 删除 顺序 证 明 下 列 结论 : 
a)G 最 多 有 n 个 杖 大 团 ， 等 号 成 立 当 且 仅 当 G 没 有 边 (Fulkerson-Gross[1965]) 
b)G 的 不 含 G 的 单纯 顶点 的 极 大 团 是 一 个 分 离 集 

.3.21 图 G fti Szekeres-Wilf 数 指 的 是 1+ maxdCH). 证 明 : G 是 弦 图 当 且 仅 当 在 它 的 任意 诱导 子 
图 中 Szekeres-Wilf 数 等 于 团 数 . (Voloshin[1982]) 

.3.22 设 心 (G) 表 未 连通 弦 图 G 中 - 团 的 个 数 ， 证明: CDG) = 1 (提示 ， 在 na(G) 上 用 
归纳 法 .注意 ， 二 项 式 公式 (附录 ARH, E mEN 时 有 D, co»(7)-2o. 

.3.23 设 S 是 弦 图 G 的 某 个 长 度 至 少 为 4 的 环 的 顶点 集 - EH: G 有 一 个 环 ， 其 项 点 集 由 S 中 去 
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掉 一 个 顶点 后 剩余 的 其 他 顶点 构成 ( 注 ， 当 G 有 一 个 生成 环 且 SCV(G) 时 ，Hendry 曾 猜 
d. G 有 一 个 环 ， 其 顶点 集 由 S 外 加 一 个 顶点 构成 ). (Hendry[1990]) 
设 e 是 弦 图 中 的 环 C 的 一 条 边 ， 证 明 : e 与 C 中 的 另 一 个 顶点 构成 一 个 三 角形 . 
设 Q 是 弦 图 G 的 一 个 极 大 团 . 证 明 : 如 果 G 一 Q 是 连通 的 ， 则 Q 中 含有 一 个 单纯 顶点 . 
(Voloshin-Gorgos[1982]) 
XG: OXCH; k) T Zi 
38 5.3.13 建立 了 公式 : X(GU H; k= GNH D " 其 中 GNH 是 完全 图 . 
a) 证 明 : WE GU H ÆRA, WKE GNH 是否 是 完全 图 ， 公 式 均 成 立 、 
DEH: 如 果 工 是 弦 图 G 的 一 个 顶点 ， 则 
X(Gi = X(G— zip KGCNGO Ti — D 
XGUNGO]:&) 
( 注 ，(b) 使 得 弦 图 的 着 色 多 项 式 可 以 用 任意 的 顶点 删除 顺序 来 计算 . 比如， 删除 Ps 的 


中 心 点 得 到 XCPss = CR DJk CD =a- DO. (Voloshin[1982]) 
图 G 的 一 个 极 小 顶点 分 离子 是 一 个 集合 SGV(G)， 它 对 某 对 顶点 z+，y 在 下 述 性 质 上 是 极 
小 的 : 删除 S 就 使 得 zx，>y 分 离 . 任意 极 小 分 离 集 都 是 极 小 项 点 分 离子 . 下 图 的 顶点 u,v 
说 明 上 述 命题 的 逆 命 题 不 成 立 . 
a) 证 明 : 如 果 图 G 中 的 任意 极 小 顶点 分 离子 是 一 个 团 ， 则 该 性 质 对 G 的 任意 诱导 子 图 也 
Br. 
b) 证 明 : G JE 3% PAY EL DURS ELTE REBEL IUS N FEA. (Dirac[1961]) 


(DD) 设 G 是 区 间 图 . WEH: G 是 弦 图 而 G 是 可 比 图 

找 出 满足 X(G) 二 w(G) 的 最 小 非 完美 图 . 

图 G 的 某 无 环 定向 的 一 条 边 是 非 独 立 的 ， 如 果 改 变 该 边 的 方向 将 产生 环 . 

a) 证 明 : 连通 -顶点 图 的 任意 无 环 定向 至 省 有 mn 一 1 条 独立 边 . 

bE: 如 果 X(G) 小 于 G 的 围 长 ， 则 G 有 一 个 定向 不 含 非 独 立 边 (提示 : 用 证 明定 理 
5. 1. 21 时 使 用 的 技术 ). 

CX )G 中 的 无 环 定向 数 a(G) 满 足 递归 式 a(G) — a(G— 0 +alG + e) (定理 5. 3. 27). G 的 生 

成 树 的 个 数 似乎 满足 同一 个 递归 式 . G 的 无 环 定向 的 个 数 是 否 总 等 于 G 的 生成 树 的 个 数 ? 

为 什么 ? 

COR D EEG 的 一 个 无 环 定向 ，f 是 G 的 一 个 着 色 并 且 颜 色 集 为 [4]. RIED. Di 

ARR, ME DH usv SODS). 令 KG; RMA HBR. 证 明 : (Gs 及 一 

(SDO XG, k). (Stanley[1973]) 
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第 6 章 可 平面 图 


6.1 MAM MAAS 


一 种 普遍 的 观点 是 拓扑 图 论 是 对 图 的 布局 的 研究 . 它 源 于 著名 的 四 色 问 题 : 能 否 用 四 种 颜色 对 
球面 上 的 任意 地 图 进行 着 色 ， 使 得 具有 非 平凡 公共 边界 的 区 域 有 不 同 的 颜色 ? 后 来 ， 硅 片上 电路 的 
布局 问题 推动 了 拓扑 图 论 的 发 展 : 由 于 电路 中 线 的 交叉 会 引起 一 些 问 题 ， 故 我 们 要 问 哪 些 电路 具有 
无 交叉 线 的 布局 . 
平面 作 图 

下 面 的 智力 游戏 早 在 Dudeney[1917] 的 书 中 就 出 现 了 . 

6.1.1 例 ( 气 -水 - 电 ) 三 个 冤家 A、B、C 生活 在 森林 中 ， 他 们 各 自 住 在 自己 的 房子 里 , 现在 我 
们 要 在 森林 中 开辟 一 些 路 使 得 每 人 都 有 路 通 向 各 种 生活 资源 ， 这 些 资源 传 统 上 就 是 指 气 、 水 、 电 
为 了 避免 冲突 ， 我 们 不 想 让 任何 两 条 路 交叉 . 能 有 办 法 做 到 这 一 点 吗 ?这 也 就 是 问 ， 能 否 将 Ki,3 画 
在 平面 上 而 不 会 出 现 交叉 边 ; 我 们 将 用 两 种 方法 证 明 这 是 不 可 行 的 . 

A G B 


we” 


关于 图 的 平面 作 图 的 所 有 论证 都 基于 如 下 事实 : 平面 上 的 任何 闭合 曲线 将 平面 分 为 两 个 区 域 
(内 部 和 外 部 ). 在 初等 图 论 中 ， 我 们 认为 这 是 一 个 直观 事实 ， 然 而 在 拓扑 学 上 给 出 完整 的 证 明 是 非 
常 难 的 .在 讨论 图 论 的 精确 论证 方法 之 前 ,首先 非 正 式 地 说 明 如 何 用 上 述 结论 来 证 明 平面 作 图 的 不 
可 能 性 ， 

6.1.2 命题 不 能 作出 没有 交叉 边 的 Ks do Kia. 

证 明 考虑 Ks 或 者 Ka,3 的 一 个 平面 作 图 . 设 C 是 一 个 生成 环 . 如 果 将 它 画 出 来 且 没 有 交叉 
边 ， 则 C 只 能 是 一 个 闭合 曲线 . C 的 弦 只 能 画 在 该 曲线 的 内 部 或 者 外 部 . 如 果 C 的 两 条 弦 的 顶点 沿 
C 交错 地 出 现 ， 则 会 引起 冲突 . 如 果 两 条 藤 出 现 冲突 ， 则 只 能 将 一 条 弦 画 在 C 的 内 部 而 将 另 一 条 画 
HE C 的 外 部 . 

Ka 中 的 6- 环 有 3 条 两 两 冲突 的 弦 . 我 们 只 能 至 多 将 其 中 一 条 画 在 该 环 的 内 部 而 另 一 条 画 在 该 
环 的 外 部 ， 因 此 不 可 能 完成 平面 嵌入 . 如 果 C 是 Ks 的 一 个 5- 环 ， 则 至 多 有 两 条 弦 画 在 外 部 或 者 内 
部 . 因为 共有 5 条 弦 ， 故 也 不 可 能 完成 平面 蔡 入 . 因此 ， 二 者 中 任意 一 个 都 不 是 可 平面 的 . 


我 们 需要 * 作 图 ”的 精确 概念 . 我 们 用 曲线 来 画 边 . 只 使 用 由 直线 段 形成 的 曲线 避 兔 了 拓扑 学 上 
的 困难 . 这 样 的 曲线 可 以 逼近 任意 曲线 且 目 测 无 法 分 辨 其 差别 . 
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6.1.3 定义 ”一 条 曲线 是 [0，1] 到 R? 的 一 个 连续 映射 的 像 . 一 条 多 边 形 曲 线 是 由 有 限 条 直线 
段 组 成 的 曲线 ; 如 果 它 起 始 于 & 终止 于 bu， 则 称 它 是 一 条 多 边 形 w，z 曲 线 . 

图 G 的 一 个 作 图 是 定义 于 V(G)UE(G) 上 的 函数 /， 它 对 每 个 顶点 v 给 定 平面 上 的 一 点 OO. 
对 以 u,v 为 端点 的 边 给 定 一 条 多 边 形 /(w)，/(v)- 曲 线 . 顶点 的 像 各 不 相同 . (CO D FC P RS 
是 公共 端点 的 点 称 为 交叉 点 . 

一 般 来 说 ， 图 G 和 其 特定 平面 作 图 使 用 相同 的 名 字 ， 用 G 的 顶点 和 边 来 指称 G 的 作 图 中 的 顶 
点 和 曲线 . 由 于 作 图 中 的 顶点 和 曲线 的 关系 与 图 中 项 点 和 边 的 关联 关系 相同 ， 故 作 图 可 以 看 成 包含 
在 G 的 同 构 类 中 的 成 员 . 

通过 稍稍 挪动 边 的 位 置 ， 可 以 保证 任意 三 条 边 不 在 内 部 交 于 一 点 ， 还 可 以 保证 各 边 中 除 其 端点 
外 不 含 其 他 项 点， 也 能 保证 任意 两 条 边 不 相 切 . 如 果 某 两 条 边 交叉 的 次 数 大 于 1， 则 可 以 用 下 图 所 
示 的 方法 减少 边 的 交叉 次 数 . 因此 ， 我 们 可 以 要 求 边 与 边 之 间 最 多 交叉 1 次 . 我 们 只 考虑 具有 上 述 
性 质 的 作 图 . 


6.1.4 定 义 如 果 一 个 图 存在 没有 交叉 的 作 图 ， 则 称 该 图 是 可 平面 的 . 这 种 作 图 称 为 G 的 平面 
人 嵌入 .一 个 平面 图 是 可 平面 图 的 一 个 特定 平面 谈 入 . 

如 果 曲 线 的 第 一 个 点 和 最 后 一 个 点 相同 ， 则 称 该 曲线 是 封闭 的 . 如 果 上 曲线 中 除 第 一 个 点 可 能 等 
于 最 后 一 个 点 之 外 没有 其 他 重复 点 ， 则 称 曲 线 是 简单 的 . 

图 的 一 个 平面 嵌 人 将 平面 分 成 多 个 碎片 ， 这 些 碎 片 是 我 们 研究 的 基本 对 象 . 

6.1.5 定 义 平面 上 的 一 个 开 集 是 一 个 集合 USR2z ， 对 于 任意 pEU， 到 的 距离 小 于 某 个 小 
距离 的 所 有 点 都 属于 U， 一 个 区 域 是 一 个 开 集 U， 对 于 任意 4，vEU, U 含有 一 条 多 边 形 4，v- 曲 
A. 平面 图 的 面 是 不 包含 嵌入 过 程 中 用 到 的 点 的 平面 极 大 区 域 . 

每 个 有 限 平面 图 G 仅 有 一 个 无 界 的 面 (也 称 作 外 部 面 ). 面 两 两 互 不 相交 . 平面 上 不 在 G 的 任意 
MEHRA p. ER 在 同一 个 面 内 当 且 仅 当 存在 一 条 多 边 形 p，g- 曲 线 与 任意 边 不 交叉 . 

在 平面 图 中 ， 每 个 环 在 被 嵌 人 时 形成 一 个 简单 闭合 川 线 . 有 些 面 位 于 该 曲线 的 内 部 ， 有 些 面 则 
位 于 它 的 外 部 . 这 个 结论 再 次 依赖 于 以 下 事实 : 简单 闭合 曲线 将 平面 分 割 成 两 个 区 域 . 正如 前 面 所 
讲 过 的 ， 对 多 边 形 曲 线 证 明 这 个 事实 并 不 太 难 . 对 这 种 情况 ， 我 们 在 一 定 程度 上 给 出 详细 证 明 ， 借 
此 说 明 如 何 判断 点 在 曲线 的 内 部 或 者 外 部 . 该 证 明 出 现在 Tverberg[1980] 中 . 

16.1.6 定理 ( 受 限 的 约 当 曲 线 定理 ) 由 有 限 条 直线 段 组 成 的 简单 闭合 多 边 形 曲线 C 恰好 将 平 
面 分 割 成 两 个 面 ， 每 个 面 都 以 C 为 边界 . 

ERA ”由 于 直线 段 是 有 限 的 ， 因 此 不 相交 的 直线 段 不 可 能 闭合 . 内 此 我 们 穿越 C 就 可 以 离开 
个 面 . 当 我 们 沿 C 行 进 时 ， 布 侧 附 近 的 点 在 一 个 面 内 ， 对 于 左 侧 的 情况 也 是 类 似 的 (对 “ 左 侧 ”" 和 “ 右 
侧 ”"”， 存 在 严格 的 代数 定义 ). 如 果 r€Cili»€ C， 则 线段 ryt C 在 某 点 第 一 次 相交 并 从 左 侧 或 右 
侧 达到 C. 因此 ， 不 在 C 上 的 任意 点 与 前 面 我 们 描述 的 两 个 集合 之 一 一 起 位 于 同一 个 面 中 . 

为 了 证 明 左 侧 和 右 侧 的 点 位 于 不 同 的 面 中 .我 们 考察 平面 中 的 射线 . 从 点 p 出 发 的 射线 是 “ 坏 ” 
的 ， 如 果 该 射线 含有 C 的 直线 段 的 端点 . 由 于 C 的 直线 段 条 数 有 限 ， 故 从 p 出 发 的 射线 只 有 有 限 条 


是 坏 的 . 
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HE CH ARE RBA, HOM 发 出 的 每 条 好 射线 只 穿越 C 有 限 次 . 让 方向 变化 ， 则 射线 穿 
dk C 的 次 数 只 在 坏 方向 处 发 生变 化 ; 在 经 过 这 种 方向 之 前 和 之 后 ， 穿 越 C 的 次 数 的 奇偶 性 是 一 样 
的 .如果 从 p 出 发 的 好 射线 穿越 C 偶数 次 ， 则 称 pons 否则 称 PATA. 


给 定 C 的 同一 个 面 中 的 两 点 x 和?， 令 已 是 一 条 避 开 C 的 多 边 形 zx，y- 曲 线 . 由 于 C 中 直线 段 
条 数 有 限 ， 央 此 可 以 对 落 在 已 上 的 那些 线段 的 端点 进行 适当 的 调整 使 得 包含 P 的 线段 的 射线 对 这 
些 端点 是 好 的 .也 的 每 条 线段 必 属于 始 于 该 线段 的 一 个 端点 并 包含 另 一 个 端点 的 射线 ;这 两 个 端点 
在 同一 个 方向 上 都 有 好 射线 . 由 于 ( 忆 中 的 ?线段 与 C 不 相交 ， 因 此 这 两 个 点 有 相同 的 奇偶 性 ， 因 
此 ， 同 一 个 面 的 两 个 点 有 相同 的 奇偶 性 . 

Vi Xy 5j C 恰 相交 一 次 的 线段 的 两 个 端点 有 相反 的 奇偶 性 ， 因 此 必 存 在 两 个 不 同 的 面 . 偶 点 和 奇 
点 分 别 构成 外 部 面 和 内 部 面 . a 
对 侦 图 

平面 或 球面 上 的 地 图 可 以 看 成 平面 图 ， 其 中 面 对 应 于 地 域 ， 顶 点 对 应 于 边界 的 交点 位 置 ， 边 对 
应 于 顶点 之 间 的 那 部 分 边界 . 我 们 允许 围 和 多 重 边 存在 ， 这 是 最 一 般 的 情况 . 由 任意 平面 图 G， 可 
以 得 到 一 个 与 之 相关 的 平面 图 ， 该 图 称 为 G frg xt fs". 

6.1.7 定 义 平面 图 G 的 对 偶 图 G* 是 一 个 平面 图 ， 其 顶点 对 应 于 Gd Gt 的 边 与 G 的 边 有 
如 下 对 应 : 如 果 “ 是 G 的 一 条 边 且 面 X 在 其 一 侧 而 面 Y 在 其 另 一 侧 ， 则 边 e" CEG ) 的 两 个 端点 
z, y AROTGoPM d X, Y. 平面 中 与 xEV(G" ) 关 联 的 所 有 边 的 次 序 是 G 中 构成 面 X 边界 的 那些 
边 绕 边界 行进 时 得 到 的 次 序 . 

6.1.8 例 Ki 的 每 个 平面 说 入 有 4 个 面 , 这些 面 在 边界 上 两 两 共有 一 条 边 . 因此 该 对 偶 图 是 
Ks 的 另 一 个 拷贝 . 

立方 体 Q 的 每 个 平面 嵌入 有 8 个 顶点 、12 条 边 和 6 个 面 . 相对 的 面 没有 公共 边界 ;其 对 偶 是 
Ka,2,z 的 一 个 平面 嵌入 ， 它 有 6 个 顶点 、12 条 边 和 8 个 面 . 

注意 ， 对 侦 可 能 引入 圈 和 多 重 边 . 例如 ， 令 G 是 爪 形 图 ， 下 面 的 粗 边 将 它 画 成 了 平面 图 ， 其 对 
偶 图 G* 由 细 实 边 画 成 . 由 于 G 有 4 个 顶点 、4 条 边 和 2 个 面 ， 故 G" 有 4 个 面 、4 条 边 和 两 个 顶点， 


6.1.9 注 记 1) 例 6.1.8 表明 ， 一 个 简单 平面 图 可 能 在 其 对 偶 中 有 图 和 多 重 边 .G 的 一 条 割 边 
在 其 对 偶 中 变 成 一 个 圈 ， 因 为 该 边 两 侧 的 面 是 一 样 的 . 如 果 G 的 不 同 面 在 边界 上 有 多 于 一 条 的 公共 
边 ， 则 其 对 偶 中 将 出 现 多 重 边 . 

2) 有 些 论证 过 程 需要 对 对 偶 进行 更 仔细 的 几何 描述 . 对 G 的 每 个 面 X， 我 们 将 它 的 对 偶 点 工 置 
于 X 内 部 ,因此 G 的 每 个 面 含有 G* 的 一 个 顶点 . 对 X 边界 上 的 每 条 边 <， 我 们 从 x 引 一 条 曲线 到 
e 上 的 一 点 ， 这 些 曲线 不 交叉 . 每 条 曲线 与 从 e 的 另 一 侧 引 到 e 上 同一 点 的 曲线 汇合 并 构成 G "的 一 
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Kl. RRE e 的 对 偶 边 . 没有 其 他 边 进入 X. 因而 G^ 是 平面 图 ， 且 在 这 个 布局 中 G"* 的 每 条 边 恰 
好 与 G 的 一 条 边 交叉 . 

这 种 论证 可 以 用 来 证 明 : (G* ) * 同 构 于 G 当 且 仅 当 G 是 连通 的 (习题 18). 数学 家 通常 用 “对 
偶 "这 个 词 来 表述 在 一 个 对 象 上 连续 两 次 使 用 某 种 操作 后 又 得 到 原 对 象 这 种 情况 . a 

6.1.10 例 可 平面 图 的 两 个 嵌入 可 能 有 不 同 构 的 对 偶 . 如 下 所 示 的 每 个 嵌入 有 3 个 面 ， 故 各 自 
的 对 偶 都 有 3 个 顶点 .对 于 右 侧 的 谋 入 ， 与 外 部 面 对 应 的 顶点 的 度 为 4. 在 左 侧 的 工人 和 人 中， 没有 对 
偶 顶 点 的 度 为 4. 因此 ， 这 两 个 对 偶 图 是 不 同 构 的 . 

这 种 情况 不 会 发 生 在 3- 连 通 图 中 . 每 个 3- 连 通 可 平面 图 本 质 上 只 有 一 个 嵌入 (参见 习题 


8. 2. 45). 
s A 
n 


如 果 平 面 图 是 连通 的 ， 则 每 个 面 的 边界 均 是 闭合 通道 . 如 果 平 面 图 不 是 连通 的 ， 则 存在 一 些 面 
使 得 其 边界 由 多 个 闭合 的 通道 构成 . 

6.1.11 定 义 平面 图 G 的 某 个 面 的 长 度 是 围 成 该 面 的 (所 有 ) 闭 合 通道 的 总 长 . 

6.1.12 例 每 条 割 边 只 属于 一 个 面 的 边界 ， 在 计算 该 面 的 长 度 时 这 样 的 边 要 被 计算 两 次 ， 在 
例 6.1. 10 中 ， 每 个 图 有 3 个 面 . 左 侧 的 嵌 和 人 中， 各 个 面 的 长 度 分 别 为 3、6、7; 右 侧 的 嵌入 中 ， 各 
个 面 的 长 度 分 别 为 3、4、9. 每 种 情况 下 ， 各 个 面 的 长 度 的 和 为 1， 是 边 数 的 两 倍 . a 

6.1.13 命题 Ae IF) Jor E BIG PHF 的 长 度 ， 则 Ze — LIF). 

WEBB 面 的 长 度 是 其 对 偶 顶 点 的 度 . 又 有 e(G)=e(G* 0, 于 是 2660 — XKCFO RICE G* 的 度 
和 公式 2e(G" = Xde (zx)( 两 个 公式 都 将 每 条 边 计算 两 次 ). 

命题 6.1. 13 表明 ， 对 于 连通 平面 图 的 论述 可 以 变 成 关于 其 对 偶 图 的 论述 ， 这 只 需 我 们 将 面 和 
点 的 角色 互 换 . 与 某 个 项 点 关联 的 边 变 成 了 围 成 相应 面 的 边 ， 反 之 亦 然 . 因此 ， 面 的 长 度 和 顶点 的 
度 也 就 互 换 了 . 

我 们 也 可 以 用 G 的 形式 来 表述 G" 的 着 色 . G* 的 边 表示 了 G 中 面 与 面 之 间 共 有 的 边界 . 因此 ， 
G* 的 色 数 等 于 对 G 的 面 进行 真 着 色 所 需 的 颜色 数 . 由 于 连通 图 的 对 偶 的 对 偶 是 原 图 ， 这 表明 : 用 
4 种 颜色 足以 对 任意 可 平面 图 的 所 有 区 域 进行 真 着 色 当 且 仅 当 任意 可 平面 图 的 色 数 最 多 为 4 

约 当 曲线 定理 说 的 是 简单 闭合 曲线 分 割 它 的 内 部 和 外 部 .在 平面 图 中 ， 曲 线 和 分 割 之 间 的 对 侦 
性 变 成 了 环 和 键 之 间 的 对 偶 性 . 

6.1.14 定理 平面 图 G 中 的 一 些 边 在 G 中 构成 环 当 且 仅 当 相应 的 对 偶 边 在 G" P MALAE 

证 明 考虑 DGE(G). 如 果 DEG 中 不 包含 环 ， 则 D 不 会 围 住 任何 区 域 ; 那么 从 任何 区 域 
出 发 有 不 与 D 的 任何 边 交叉 仍然 可 以 达到 G 的 无 界 区 域 . Alb, Gt 一 D* 是 连通 的 且 D* 中 不 
含 边 割 . 

如 果品 是 G 中 某 个 环 的 边 集 ， 则 相应 的 边 集 D* CE(G" ) 包 含 连接 D 内 的 面 和 外 的 面 的 所 
有 边 ( 约 当 曲线 定理 保证 至 少 有 一 条 这 样 的 边 ). 于 是 DS 包含 了 一 个 边 割 . 

dn DD 含有 一 个 或 多 个 环 ， 则 D 包含 一 个 或 多 个 边 割 . 

于 是 ，D* 是 一 个 极 小 边 割 当 且 仅 当 DD 是 一 个 环 . 
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238] 下 面 的 注 记 得 出 了 定理 6.1.14 的 一 个 归纳 证 明 ( 习 题 19). 
6.1.15 注 记 删除 G 的 一 条 不 是 割 边 的 边 ， 对 G* 的 影响 是 : 在 Gh 中 收缩 一 条 边 ; 这 时 ，G 
的 两 个 面 合并 成 一 个 面 . 收缩 G 的 一 条 不 是 圈 的 边 ， 对 G* 的 影响 是 : 删除 G" 的 一 条 边 . 设 G 是 
下 面 中 间 那 个 由 实 线 构成 的 图 ， 我 们 在 左 侧 给 出 了 Ge 并 在 右 侧 给 出 了 Ce 
注意 ， 为 了 保持 这 种 对 偶 性 ， 我 们 保留 了 平面 图 中 由 边 收缩 引 和 人 的 重 边 和 环 . 
of <f - SS 
面 的 边界 使 我 们 可 以 表征 二 部 可 平面 图 的 特征 . 该 特征 也 可 以 用 归纳 法 来 证 明 ( 习 题 20). 
6.1.16 定理 平面 图 G 的 下 列 性 质 等 价 : 
A)G 是 二 部 图 . 
B) 任 意 面 的 长 度 是 偶数 . 
C) 对 偶 图 是 欧 拉 图 . 
证 明 AB. 面 的 边界 由 若干 个 闭合 通道 构成 . 任意 奇 闭合 通道 含有 奇 环 . 因此 ， 二 部 平面 图 
中 面 的 长 度 都 是 偶数 . 
B>A. 设 C 是 G 的 一 个 环 . 申 于 G 中 无 交叉 ， 故 C 可 以 被 布局 为 一 个 简单 闭合 曲线 . 令 下 是 
C 于 起 来 的 区 域 .G 的 每 个 区 域 要 么 完全 含 于 下 内， 要么 完全 在 下 之 外 . 如果 对 下 内 部 的 面 的 长 度 
求 和 ， 我 们 将 得 到 - -个 偶数 ， 央 为 每 个 面 的 长 度 都 是 偶数 . 该 求 和 对 C 中 的 每 条 边 计 数 一 次 ; 它 对 
下 内 部 的 每 条 边 计数 两 次 ， 央 为 每 条 这 样 的 边 都 属于 下 内 的 两 个 面 . 因此 ，C 的 长 度 的 奇偶 性 与 整 
个 和 的 奇偶 性 相同 ， 是 偶数 . 
Bec. 对 偶 图 G 是 连通 的 ， 而 且 其 中 顶点 的 度 就 是 G 的 面 的 长 度 


我 们 要 考虑 的 很 多 关于 一 般 可 平面 图 的 问题 对 于 可 平面 图 的 特殊 类 很 容易 得 到 答案 . 

6.1.17 定义 ”如 果 一 个 图 有 一 个 吝 入 使 得 所 有 顶点 落 在 无 界面 的 边界 上 ， 则 称 该 图 是 外 可 平 
BI 面 的 . 外 平面 图 就 是 外 可 平面 图 的 这 样 一 个 误 入 。 

Bl 6. 1. 10 中 的 阁 是 外 可 平面 的 ， 为 了 表明 这 -点 需要 另外 选用 一 个 嵌 人 

6.1.18 命题 2- 连 通 外 可 平面 转 的 外 部 面 的 边界 是 一 个 生成 环 

证 明 该 边界 包含 了 所 有 项 点 . 如 果 它 不 是 一 个 环 . 它 将 不 止 一 次 地 通过 某 个 顶点 . 这 样 的 顶 

HAMA. C] 
6.1.19 命题 Ki 和 Kz. 是 可 平面 的 ， 但 不 是 外 可 平面 的 
证 明 下面 的 疼 表明 Ki 和 Kz.3 是 可 平面 的 - 
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为 证 明 它们 都 不 是 外 可 平面 的 ， 要 注意 到 它们 都 是 2- 连 通 的 . 因此 ， 一 个 外 可 平面 嵌入 需 要 一 
个 生成 环 . 在 Kz.: 中 不 存在 生成 环 ， 因 为 这 将 在 二 部 图 中 得 到 长 度 为 5 的 环 . 

Ki 中 有 生成 环 ， 但 是 其 余 的 两 条 边 的 端点 沿 该 环 交 蔡 出 现 ， 因 此 这 两 条 弦 冲 突 而 不 能 同时 夯 
在 生成 环 的 内 部 . 将 一 条 弦 画 在 生成 环 外 会 使 得 某 个 顶点 脱离 外 部 面 . 


人 中 


6.1.20 命题 任意 简单 外 可 平面 图 有 一 个 度 最 多 为 2 的 顶点 . 

证 明 只 需 证 明 结 论 关 于 连通 图 成 立 . 我 们 对 n(G) 用 归纳 法 . 当 n(G) 三 3 时 ， 每 个 顶点 的 度 
最 多 为 2. 对 AGP, 我们 证 明 更 强 的 结论 : G 中 存在 度 最 多 为 2 的 两 个 互 不 关联 的 顶点 . 

基本 步骤 n(G)=4. 注意 ，K4 不 是 外 可 平面 的 . 故 G 中 有 互 不 关联 的 顶点 ， 而 且 这 样 两 个 互 
不 关联 的 顶点 的 度 最 多 是 2. 

n(G)24. 如 果 G 有 一 个 割 点 rz， 则 G 的 每 个 {zx} - RAB AT BR z 外 的 一 个 度 最 多 为 2 
E G 中 是 互 不 关联 的 . 

如 果 G 是 2- 连通 的 ， 则 外 部 面 的 边界 是 一 个 环 C. 如 果 C 没 有 弦 ， 则 G 是 2- 正 则 的 .如果 zy 
FEC 的 一 条 弦 ， 则 C 上 的 两 条 x+，y- 路 径 中 的 顶点 集合 都 诱导 出 外 可 平面 子 图 日 ，H'. 由 归纳 假设 
可 知 ， 这 两 个 子 图 包含 了 不 在 {x+，y) 中 的 度 最 多 为 2 WIA z A HR H E K, 的 情况 )， 由 
于 没有 弦 画 在 C 之 外 也 没有 弦 与 zy RRs Meee’ z，z 即 是 所 求 的 顶点 . 
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欧 拉 公 式 (n 一 e 十 /二 2) 是 可 平面 图 中 对 顶点 、 边 和 面 进行 计数 的 基本 工具 . 

6.1.21 定理 (Euler[1758]) ”如 果 连 通 的 平面 图 G 恰 好 有 nn 个 顶点 、e 条 边 和 /个 面 , 则 一 
et+/=2. 

证 明 ”对 nn 用 归纳 法 . WEHRO): G 是 由 一 些 圈 形 成 的 “花束 ”， 每 个 峰 在 翌 入 中 形成 一 
个 闭合 有 曲线. 如 果 e=0， 则 f= 二 1， 这 时 公式 成 立 . 每 增加 一 条 边 ， 它 将 其 所 通过 的 面 分 制 成 两 个 
面 ( 约 当 曲 线 定理 (Jordan Curve Theorem))， 这 恰好 使 得 边 数 和 面 数 都 增加 1. 于 是 当 一 1 时， 对 
任意 边 数 公式 均 成 立 . 

HAPRO): 由 于 G 是 连通 的 ， 因 此 可 以 找到 一 条 不 是 圈 的 边 . 如 果 我 们 将 这 样 一 条 边 收 
缩 ， 将 得 到 一 个 有 * 个 顶点 、e 条 边 和 /' 个 面 的 平面 图 . 收缩 操作 不 会 改变 面 的 个 数 (我 们 只 是 将 
面 的 边界 缩短 了 ) ,但 是 它 的 顶点 个 数 和 边 的 条 数 减 1， 故 一 n 一 1,，e 二 e 一 1，/ 二 /. 由 归纳 假 
设 ， 我 们 得 到 
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6.1.22itig 1) 由 欧 拉 公 式 ， 连通 图 的 所 有 可 平面 嵌入 有 相同 的 面 数 . 尽管 其 对 偶 图 依赖 于 
所 选修 入 ， 对 偶 图 中 的 顶点 数 不 依 赖 于 选取 的 嵌入 . 

2) 正 如 所 说 的 那样 ， 欧 拉 公 式 对 非 连通 图 是 不 成 立 的 . 如 果 平面 图 G 有 上 个 连通 分 支 ， 则 可 以 
添加 一 1 条 边 使 得 平面 图 变 成 一 个 连通 图 而 不 影响 面 的 个 数 . 因此 ， 将 欧 拉 公式 推广 到 有 个 连 
通 分 支 的 情况 就 变 成 了 nm 一 e 二 /=A 十 1( 比 如 ， 考 虑 有 ?个 顶点 而 且 没有 边 的 图 就 是 这 样 )， a 

欧 拉 公式 有 很 多 应 用 ， 尤 其 对 于 简单 平面 图 ， 这 时 所 有 面 的 长 度 至 少 为 3. 

6.1.23 定理 如 果 G 是 至 少 有 3 个 顶点 的 简单 平面 图 ， 则 (G)<3WG)—6. 如 果 G 是 三 角形 
无 关 的 ， 则 eG)<2G)—4. 

证 明 ”只 需 考虑 连通 图 的 情况 ,否则 可 以 添加 一 些 边 将 其 变 为 连通 图 . 如果 将 / 从 欧 拉 公 式 消 
除 ， 就 能 将 n(G) 和 e(G) 关 联 起 来 . 

命题 6. 1. 13 给 出 了 e 和 /之 间 的 一 个 不 等 关系 . (如 果 n(G) 宇 3) 简 单 平面 图 的 每 个 面 的 边界 至 
少 包含 3 条 边 . 如 果 所 有 面 的 长 度 放 在 一 起 构成 集合 {/;)}， 则 得 到 e= £2 fi 23f. 代入 公式 "一 
e 十 /=2 得 到 e 志 3n 一 6. 

WR G 中 无 三 角 ， 则 面 的 长 度 至 少 为 4. 这 时 e= Eff, FERIR e<2n—4. s 

6.1.2458 Ks 和 K3,3 的 不 可 平面 性 立即 可 以 从 定理 6.1. 23 得 出 . 因为 对 于 Ks, Hi e=10> 
9—3n—6; X E T. Ks.3 中 没有 三 角形 ,并且 e=9>8= 2n 一 4. 这 两 个 图 中 的 边 太 多 ， 使 得 它们 不 是 
可 平面 的 ， a 

6.1.25 定义 极 大 可 平面 图 是 一 个 简单 可 平面 图 且 它 不 是 其 他 可 平面 图 的 生成 子 图 三角 前 
分 是 每 个 面 的 边界 均 为 3- 环 的 简单 平面 图 

6.1.26 命题 对 于 简单 - 顶 点 平面 图 ， 其 中 三 3， 下 列 命题 等 价 : 

AJG 有 3n 一 6 fib. 

BGX—^zAHA. 

OG 是 一 个 极 大 平面 图， 

证 明 ASB. 对 于 简单 -顶点 平面 图 ， 定 理 6. 1. 23 的 证 明 过 程 说 明 : 它 恰 有 3n 一 6 条 边 等 价 
于 2e 一 3/， 该 条 件 成 立 当 且 仅 当 每 个 面 (的 边界 ) 均 是 3- 环 . 

BSC. 存在 比 3- 环 长 的 面 当 且 仅 当 有 办 法 在 该 作 图 中 添加 一 条 边 并 得 到 更 大 的 简单 平面 图 . N 

6.1.27 注 记 “一 个 图 可 以 嵌入 平 面 当 且 仅 当 它 可 以 嵌入 球面 . 给 定 某 球面 上 的 一 个 嵌 人 ， 我 们 
在 其 中 一 个 面 内 给 这 个 球 挖 一 个 小 孔 ， 进 而 可 以 将 该 嵌入 投 影 到 与 开 孔 点 对 面 的 那个 点 相 切 的 平面 上 
这 样 得 到 一 个 平面 蔡 入 ， 其 中 被 开 孔 的 那个 面 经 过 映射 变 成 了 平面 上 的 无 界面 . 上 述 过 程 是 可 逆 的 ， 国 

6.1.28 应 用 ( 正 多 面体 ) 非 正 式 地 ， 我 们 将 正 多 面体 看 成 一 个 物体 ， 其 边界 由 长 度 相等 的 正 
多 边 形 构成 ， 且 交 于 每 个 顶点 的 面 的 个 数 也 是 相等 的 . 如 果 让 正 多 面体 膨胀 使 得 它 (的 棱 ) 正 好 位 于 
球面 上 ， 则 根据 注 记 6. 1. 27 我 们 得 到 一 个 平面 作 图 . 于 是 得 到 一 个 各 面 长 度 相等 的 正则 平面 图 . 
进而 其 对 偶 图 也 是 一 个 正则 图 . 

令 G 是 一 个 有 nn 个 顶点 、e 条 边 和 /个 面 的 平面 图 . 假设 G 是 度 为 & 的 正则 图 且 所 有 的 面 的 长 
HL h GAG 的 度 和 公式 得 到 kn 一 2e — Lf. 通过 代 换 欧 拉 公 式 中 的 wn Mf RNA 
(一 1+ 子 )=2. 由 于 。 和 2 都 是 正 数 ， 故 另 一 个 因子 也 是 正 数 ， 这 样 24i, WirkiDH. 
这 个 不 等 式 等 价 于 (k 一 2) (1 一 2) 过 4. 

出 于 2- 正 则 图 的 对 偶 不 是 简单 图 ， 我 们 要 求 4， 二 3. 现在 (4 一 2) (1 一 2)<4 VER k, ISS. 
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满足 这 两 个 要 求 的 (4，0) 对 只 有 (3，3) 、(3，4) (3, 5), 4, DMG, 3). 


一 旦 指定 了 k 和 4/， 从 任意 面 开始 只 有 一 种 方法 来 摆 放 平面 图 . a 
k l (k-2)C—2) e n f 名 称 
3 3 1 6 4 4 ”四 面体 
3 4 2 12 8 6 立方体 
4 3 2 12 6 8 AmA 
3 5 3 30 20 12 “十 二 面体 
5 3 3 30 12 20 二 十 面体 


6.1.1. (一 ) 证 明 或 否 证 : 
a) 可 平面 图 的 任意 子 图 也 是 可 平面 的 . 
b) 非 可 平面 图 的 任意 子 图 也 不 是 可 平面 的 . 
6.1.2 (一) 证明， FH Ks 或 K3.3 删 除 一 条 边 之 后 形成 的 图 是 可 平面 的 . 
6.13. 《一 ) 找 出 使 得 K,,, 是 可 平面 图 的 所 有 rr，s. 
6.1.4 (一 ) 在 下 面 图 的 可 平面 对 偶 中 ， 确 定 同 构 类 的 个 数 . 


(一 ) 证 明 或 否 证 : 平面 图 有 割 点 当 且 仅 当 它 的 对 偶 图 有 制 点 . 

(一 ) 证 明 : 平面 图 是 2- 连 通 的 当 且 仅 当 对 每 个 面 ， 绕 其 一 周 的 通道 是 一 个 环 . 

(一 )- -个 极 大 外 可 平面 图 是 一 个 简单 外 可 平面 图 ， 且 它 不 是 更 大 的 外 可 平面 图 的 生成 子 
图 . 设 G 是 至 少 含有 3 个 项 点 的 极 大 外 可 平面 图 . 证 明 : G 是 2- 连通 的 . 

(一 ) 证 明 : 任意 简单 可 平面 图 含有 一 个 度 至 多 为 5 的 顶点 . 

C ) 用 定理 6. 1. 23 证 明 : 顶点 数 少 于 12 的 任意 简单 可 平面 图 有 -个 顶点 的 度 至 多 为 4. 
.10 (一 ) 证 明 或 否 证 : 不 存在 最 小 度 至 少 为 4 的 简单 二 部 可 平面 图 

11 (一 ) 设 G 是 一 个 极 大 可 平面 图 . EW: G* 是 2- 边 -连通 的 且 是 3- 正 则 的 . 

.12 (一 ) 将 5 个 正 多 面体 画 成 平面 图 . 证 明 : 八 面体 是 立方 体 的 对 偶而 二 十 面体 是 十 二 面体 的 
对 偶 . 
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6.1.13. 找 出 下 图 的 一 个 平面 嵌入 . 
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6.1.14 证 明 或 否 证 : 对 任意 n€ N， 存 在 顶点 个 数 多 于 的 简单 连通 4- 正 则 可 平面 图 . 

6.1.15 构造 一 个 有 12 个 顶点 的 3- 正 则 可 平面 图 使 其 直径 为 3( 注 : T. Barcume 已 经 证 明 不 存在 项 
点 个 数 多 于 12 的 这 种 图 ). 

6.1.16 在 平面 上 连续 作 图 ， 每 条 线段 均 不 要 重复 且 最 后 终止 于 落笔 点 (这 样 的 图 可 以 看 成 欧 拉 
图 ),， 设 下 就 是 这 样 画 出 的 一 个 图 . 证 明 : 画 下 时 可 以 使 得 笔尖 不 与 已 经 画 好 的 部 分 交 
叉 . 比如 ， 下 面 的 图 有 两 个 加 法 ， 其 中 一 个 与 自身 相交 易 一 个 则 不 与 自身 相交 . 

6.1.17 ”证明 或 否 证 ， 如果 G 是 最 小 度 为 3 的 2- 连通 简单 平面 图 ， 则 对 偶 G^ 是 简单 图 . 

6.1.18 给 定 一 个 平面 图 G， 画 出 它 的 对 偶 图 Go 使 得 每 条 对 偶 边 都 与 它 在 G 中 的 对 应 边 相 交 且 不 
与 其 他 边 相 交 . 证 明 下 面 的 结论 . 
a)G" 是 连通 的 . 
s c exei. NI G 的 每 个 面 中 恰好 有 G 的 一 个 顶点 ， 
O(G)" =G 当 且 仅 当 G 是 连通 的 . 

6.1.19 设 G 是 一 个 平面 图 . 对 <(C) 用 归纳 法 证 明定 理 6.1.14: 集合 DEEG KE GIR HA 
4 D* CEG" ) 是 G" 中 的 键 (提示 : 收缩 D 的 一 条 边 并 使 用 注 记 6. 1. 15). 

6.1.20 对 面 的 个 数 用 归纳 法 ， 证 明 : 平面 图 G 是 二 部 图 当 且 仅 当 每 个 面 的 长 度 是 偶数 

6.1.21 (DEW: 连通 平面 图 G 的 一 个 边 的 集合 构成 G 的 一 棵 生成 树 当 且 仅 当 其 余 边 的 对 贷 形 成 
G' 的 一 棵 生成 树 . 

6.1.22 平面 图 G 的 弱 对 偶 是 将 对 偶 G *. 中 原 无 界面 的 对 偶 顶 点 删除 之 后 得 到 的 图 . 证 明 : 外 平面 
疼 的 弱 对 偶 是 一 个 森林 . 

6.1.23. (1) 有 向 平面 图 . EG 是 一 个 平面 图 , 刀 是 G 的 一 个 定向 . WMD EG 的 -个 定向 , 它 
使 得 : 如 果 从 D 的 一 条 边 的 尾部 走 到 头 部 ， 则 D* 中 相应 的 对 偶 边 从 到 左 与 该 边 交叉 
例如 ， 如 果 下 面 实 边 是 D 中 的 边 ， 则 虚 边 是 D" 中 的 边 . 

SOK 
P N 

证 明 : 如 果 姜 是 强 连通 的 ， 则 D* 没有 环 并 且 6-(D* 0787 (D )=0. 由 此 得 出 结论 :如 
果品 是 强 连通 的 ， 则 D 有 一 个 面 其 边沿 顺 时 针 方 向 构成 环 并 且 有 另 一 个 面 其 边沿 逆 时 针 
方向 构成 环 . 

6.1.24 (1) 欧 拉 定 理 的 另 一 个 证 明 . 
a) 利 用 多 边 形 曲 线 (而 不 是 用 欧 拉 公 式 )， 对 n(G) 作 归纳 证 明 : 树 的 任意 平面 谋 入 只 有 “个 面 、 
b) 对 环 的 个 数 作 归纳 ,证明 欧 拉 公 式 . 

6.1.25 (DEW: 任意 与 其 对 偶 同 构 的 -顶点 平面 图 有 2n 一 2 条 边 . 对 任意 "4， 构 造 一 个 与 其 
对 偶 同 构 的 六 顶点 简单 平面 图 . 

6.1.26 对 "二 2， 确定 六 顶点 简单 外 平面 图 中 的 最 大 边 数 ， 对 此 给 出 三 个 证 明 . 


a) 对 用 归纳 法 . 
用 欧 拉 公式 . 


TF ea 195 


e fr X P li rd 4 Dis PR HIE FR. 6. 1. 23. 

6.1.27. 设 G 是 一 个 连通 3- 正 则 平面 图 并 且 其 任意 项 点 位 于 一 个 长 度 为 4 的 面 、 一 个 长 度 为 6 的 面 
和 一 个 长 度 为 8 的 面 上 . 
a) 用 2%G) 的 形式 给 出 各 种 长 度 的 面 的 个 数 . 
b) 用 欧 拉 定 理 和 (a) 给 出 G 中 面 的 个 数 . 

6.1.28. 设 C 是 平 而 上 某 晤 区 域 的 边界 形成 的 闭合 晤 线 . BEC rii i m 条 弦 并 满足 ! 任意 eu 
有 公共 点 而 任意 两 条 弦 没 有 公共 端点 . 令 p 是 交叉 弦 的 对 数 . 用 m A p 描述 C LIE We HY ER 
段 数 和 区 域 数 . (Alexanderson-Wetzel[1977]) 

6.1.29. 证明， 至 少 有 1 个 顶点 的 简单 可 平面 图 的 补 图 不 是 可 平面 的 . 构造 一 个 有 8 个 顶点 的 白 补 简 
单 可 平面 图 

6.1.30 (1) 设 是 一 个 疯长 为 的 性 顶点 简单 可 平面 图 . RED: G Bi £i DES AX)». hix 
结论 证 明 Petersen 图 不 是 可 平面 的 . 

6.1.31. WEG Je lii vie rms wn 而 边 为 {vv,: | ij 31 的 简单 图 .证明 G 是 一 个 极 大 可 
平面 网 , 

6.1.32 BEG Ae PRO TAT. 证 明 : QR SIEG" fl 3 05 BEAR. W G^ 一 S 有 两 个 连通 分 支 , 
(Chappell) 

6.1.33 (一 ) 设 G 是 一 个 三 角 剖 分 , 而 是 G 中 度 为 ; 的 顶点 的 个 数 . 证 明 : (6 一 Dm = 12. 

6.1.34 构造 一 个 由 最 小 度 为 5 的 简单 可 平面 图 构成 的 无 穷 赂 族 ， 使 得 其 中 每 个 几 愉 好 有 12 个 度 
为 5 的 顶点 (提示 : 修改 十 二 面体 ). 

6.1.35. (DEW: 有 4 个 项 点 的 任意 简单 可 平面 图 至 少 有 4 个 顶点 的 度 小 于 6. 对 满足 


Motzkin| 1963]) 
6.1.36 XPF n23. BES AE ^i Fo 个 点 构成 的 集合 首 使 得 任意 了 ，>YE S，r，y 之 间 的 平面 距离 
至 少 为 1. 证明: S 中 最 多 有 3n 6 EXE us v 使 得 u,v 间 的 距离 恰好 为 1. 
6.1.37 ”给 定 整 数 k 三 2， 用人 是 偶数 ， 构 造 一 个 恰好 有 “个 长 度 为 ! 的 面 的 可 平面 疼 


6.2 可 平面 图 的 特征 
到 底 什么 样 的 图 可 以 嵌入 到 平面 上 呢 ? 我 们 已 经 证 明了 K 和 Ks.: 不 能 网 入 到 平面 . 事实 上 ， 
它们 都 是 临界 图 间 由 此 得 到 了 可 平面 图 的 特征 刻 三 ， 这 就 是 著名 的 Kuratowski 定理 . Kasimir 
Kuratowski WP Zi] Frank Harary 关于 Ks 和 Ks.s 这 疯 个 符号 的 来 历 . Harary 回答 说 :“Ks 中 的 天 
表示 Kasimir， 而 Ks.: 中 的 CR Kuratowski!". 
回忆 下。 一 个 网 的 细 分 是 将 该 图 由 的 一 些 边 用 两 两 在 内 部 不 相交 的 路 径 代 赫 之 后 得 到 的 网 
(定义 5.2. 19). 
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(6.2.1 命题 如 果 图 (; 中 存在 子 图 是 Ks 或 Ks.s 的 细 分 ， 则 (; 是 不 可 平面 的 . 

证 明 ”可 平面 图 的 任意 子 图 仍然 是 可 平面 的 ， 央 此 只 需 证 明 Ks 或 K3.; 的 细 分 是 不 可 平面 的 
细 分 边 不 影响 可 平面 性 . G 的 细 分 的 一 个 平面 嵌入 中 的 曲线 可 以 几 来 得 到 (; 的 一 个 平面 嵌入 ， 反 之 
亦 然 . 

由 命题 6. 2. 1 知道 ， 避 开 Ks 或 Ks.3 的 细 分 是 成 为 可 平面 图 的 必要 条 件 . Kuratowski 证 明了 这 
个 TONCAS( 简 单 的 必要 条 件 也 是 充分 的 ) : 

6.2.2 定理 (KuratowskiL1930]) 一 个 图 是 可 平面 的 当 且 仅 当 它 不 包含 Ks 或 K3.3 的 细 分 ， 国 

Kuratowski 定理 是 木 节 前 半 部 分 我 们 要 解决 的 问题 .之 后 我 们 将 对 可 平面 图 的 其 他 特征 作 一 些 
Wik. 

如 果 G 是 可 平面 的 ， 我们 可 能 还 要 去 为 它 寻 找 具 有 此 他 特性 的 平面 嵌入 .Wagner[ 1936 ]，Fary 
[1948 ] fil Steinf1951J 证 明了 : 任意 有 限 简单 可 平面 图 均 存在 一 个 平面 浇 入 使 得 其 中 的 所 有 边 均 是 
HER BE . 这 就 是 著名 的 Fary 定理 (习题 6). 对 于 3- 连通 可 平面 图 ， 我们 将 证 明 更 强 的 结果 ， 节 这 种 
图 有 一 个 平面 嵌 人 使 得 所 有 的 面 均 是 多 边 形 . 

Kuratowski 定理 的 预备 知识 

首先 ， 我 们 介绍 一 些 在 证 明 不 可 平面 性 时 用 到 的 子 图 的 简称 . 

6.2.3 定 义 图 GG 的 一 个 子 图 被 称 作 (; 的 一 个 Kuratowski 子 图 ， 如 果 该 子 图 是 Ks 或 者 Ki 的 
LESE 极 小 不 可 平面 图 是 一 个 不 可 平面 图 ， 它 的 任意 子 图 均 是 可 平面 图 的 . 

我 们 将 证 明 ， 没 有 Kuratowski 子 图 的 极 小 不 可 平面 图 必 是 通 的 . 于 是 ， 一旦 证 明了 任意 
没有 Kuratowski 子 图 的 3- 连 通 图 是 可 平面 的 也 就 完成 了 Kuratowski 定理 的 证 明 . 

6.2.4 引 理 4o X FX G 9 X E da dA d — 7 dai ib HE. RI EAE G 一 个 平面 谱 入 使 得 其 无 界 
面 的 边 恰好 构成 F. 

证 明 ”将 这 个 平面 檬 人 投影 到 球面 1. ， 这 使 得 各 个 区 域 的 边 的 集合 保持 不 变 并 且 所 有 区 咸 空 成 
了 有 界 区 域 ， 然 后 由 从 下 所 阱 的 面 内 ( 开 孔 ) 将 它 投影 回 平面 内 . a 

6.2.5 引 理 任意 极 小 不 可 平面 图 是 2- 连通 的 . 

证 明令 G 是 一 个 极 小 不 可 平面 图 . 如 果 G 是 不 连通 的 ， 则 可 以 将 它 的 一 个 连通 分 址 投入 到 其 
AR Ab NEQU P fü E ADU AE rn . 

如 果 GAT oe WEG. rs Ge 是 G (PORE Co) W. h G BET N. A G 都 是 
可 平面 的 . 让 引 理 6.2.4 知道 ， 可 以 将 G: CAT UD B (E o 位 于 外 部 面 中 . 我 们 将 每 个 这 样 的 平 
面 嵌入 厌 缩 。 使 得 它 位 于 顶点 为 w 且 度数 小 于 360/ 的 角 内 . 这 样 Je (Loo fe RO Y i Hk A E 
点 结合 在 一 起 得 到 了 G 的 一 个 平面 谷 人 - a 

6.2.6 引 理 设 S=={7. ARGHAAPHER. 如 果 G 是 不 可 平面 的 ， 则 将 边 ry 添加 到 某 个 
ee yee 

证 明 SG). G 是 G EBORE SOR. 并 假设 ALG, Ury WR H 是 可 平面 的 ， 则 由 引 理 
6. 2.4 知道 它 有 一 个 平面 嵌入 使 得 zy 位 于 外 部 面 的 边界 上 . 对 于 i1. 这 样 做 将 允许 我 们 将 Hi 粘 


到 Un, 的 平面 嵌入 上 ， 这 只 需 将 H; iA BIC Ü neam - tame xy 这 条 边 的 面 


之 内 . 然后 ， 如 果 zy 这 条 边 不 在 G 中 ,， 则 将 它 删除 . 这 样 就 得 到 G 的 一 个 平面 嵌入 - a 
下 一 个 引 理 使 得 我 们 在 证 明 Kuratowski 定理 时 只 需 将 注意 力 限制 在 3- 连 通称 .上 这 种 假设 的 
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图 不 存在 ; 但 如 果 存 在 ， 它 就 是 3- 连 通 图 . 

6.2.7 引 理 如 果 ( 上 是 不 含 Kuratowski 子 图 的 所 有 不 可 平面 图 中 边 数 最 少 的 图 ， 则 C 是 3- 连 
通 的 . 

WEB] 删除 G 的 -- 条 边 不 会 在 G 中 产生 新 的 Kuratowski FR. 因此 ， 假 设 条 件 保 证 了 删除 一 
条 边 将 产生 一 个 可 平面 图 ， 因 此 G 是 一 个 极 小 不 可 平面 图 . 由 引 理 6. 2. 5 知道 G JE 2- 连 通 的 . 

假设 G 有 一 个 二 元 分 离 集 S 二 {fz，y). 由 于 GG 是 不 可 平面 的 ， 故 zy FRED SHE AY IE JE AR UD 
面 的 ( 引 理 6. 2.6). 设 H 是 这 样 得 到 的 一 个 图 . 由 于 H 的 边 数 比 G 的 边 数 少 ， 巾 G 的 极 小 性 得 到 
H Pasay :个 Kuratowski 子 图 F. 除了 zy 可 能 不 在 G 中 外 ,下 中 的 所 有 边 均 在 G 中 出 现 . 

WP SIEG 的 个 极 小 顶点 市 集 ，z 和 > 在 每 个 S- 辩 中 均 有 相 邻 顶点 . 因此 可 以 将 下 中 xy 这 
条 边 体 换 成 通过 其 他 SHE) TR rs y BPE. 这 样 就 得 到 G 的 一 个 Kuratowski FI. 3x tj G rri 
有 Kuratowski 子 图 矛盾 . 因此，G 没有 二 元 分 离 集 . 


ARA 

REIR Kuratowski 定理 的 证 明 ， 只 需 证 明 不 含 Kuratowski 子 图 的 3- 连 通 图 是 可 平面 的 ,我们 
将 使 用 归纳 法 . 证 明 更 强 的 “个 结论 将 有 助 于 归纳 步骤 的 证 明 更 加 方便 . 

6.2.8 定 义 图 的 一 个 凸 嵌 入 是 该 图 的 各 面 边界 都 是 凸 多 边 形 的 一 个 平面 谈 入 . 

Tutte[1960，1963] 证 明了 任意 3- 连 通 可 平面 图 存在 凸 嵌入 . 这 是 用 连通 性 进行 刻画 时 可 能 得 
到 的 最 好 结果 ， 央 为 当 三 4 时 ，2- 连 通 可 平面 图 K2., 没 有 凸 收 入 . 我 们 采用 Thomassen 的 方法 来 
证 明 Kuratowski 定理 ， 即 证 明 Tutte 的 这 个 更 强 的 关于 不 含 Kuratowski 子 图 的 3- 连 通 图 的 结果 
(Tune 的 结论 的 另 - .个 证 明 是 基于 耳 分 解 的 一 -Kelmans[2000]). 

我 们 通过 对 n(G) 作 归纳 来 证 明 Tutte 的 这 个 定理 . 用 归纳 法 证 明 条 件 命题 的 模式 ( 注 记 
1. 3. 25) 使 得 我 们 明确 了 需要 哪些 引 理 . 我 们 的 假设 条 件 是 “3- 连 通 的 "和 “没有 Kuratowski FH”, 
结论 是 * 凸 嵌入 "对 于 满足 这 两 个 条 件 的 图 G， 为 了 运用 归纳 假设 ， 必 须 找 出 同时 满足 这 两 个 条 件 
的 较 小 的 子 图 (7. 

第 一 个 引 理 多 许 我 们 通过 收缩 GG 中 的 某 条 边 来 得 到 一 个 较 小 的 3- 连通 图 G'. 第 二 个 引 理 证 明 
了 (也 满足 没有 Kuratowski 子 图 这 个 假设 条 件 通过 G 的 一 个 凸 嵌入 得 到 G A IRA 
这 样 整个 证 明 就 完成 了 

6.2.9 引 理 (Thomassen[1980]) 至 少 有 5 个 项 点 的 任意 3- 连通 图 存在 一 条 边 e 使 得 (;"e 是 3- 连 
通 的 . 

证 明 ”我 们 用 反 证 法 和 极端 化 方法 . 考虑 端点 为 <，y 的 边 e. 如 果 Ge 不 是 3- 连 通 的 ， 则 它 
存在 T OU BE S. 由 于 上 是 3- 连通 的 ，S 包含 收缩 e 时 得 到 的 顶点 . 设 < 表示 S 中 的 另 

-个 顶点 并 将 它 称 作 邻 接 项 点 对 工 ，* 的 配偶 . 注意 fr，y，z} 是 G 的 三 元 分 离 集 - 

假设 G 中 没有 边 使 得 它 收 缩 得 到 的 图 是 3- 连 通 图 . 故 每 个 邻接 顶点 对 都 有 一 个 配偶 . 在 G 的 
所 有 边 中 ,选择 em zy 和 其 配偶 z 使 得 由 此 产生 的 非 连 通 图 G 一 {+，y，z} 的 某 个 连通 分 支 H 的 阶 
达到 最 大 值 . Gir y JWA -个 连通 分 支 为 H'( 参 见 下 图 ). 由 于 {zr，y，z} 是 极 小 分 离 集 ， 
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Atta. yo 2 中 的 每 个 顶点 在 甩 和 万 "中 均 有 相 邻 顶点 . 设 w 是 z HEA PMB. iio kw. z 
的 配偶 . 

PACA HE LAT A, G— (zs u. 过 是 不 连通 的 . 但 是 ， h VODU. yh RFH G Wy f RE 
连通 的 . nA v 在 该 子 图 中 出 现 ， 则 删除 它 不 会 使 得 这 个 子 图 变 成 不 连通 的 ; 因为 如 果 这 样 的 话 ， 
G 一 {z， 吉 将 是 不 连通 的 . FE Gumun cv PER TG s u, v LEA Ed Ap xr HOC 
顶点 数 比 H 多 ,这 与 +，y，z 的 选取 矛盾 . 


——À au 
yg 
" 2 T " 

下 面 我 们 证 明 ， 边 收缩 这 个 操作 会 使 得 不 出 现 Kuratowski 子 图 这 个 性 质 得 以 保持 .我 们 引入 
-个 方便 的 术 诸 : 月 的 细 分 尹 " 中 的 分 叉 点 是 指 日 ' 中 那些 度 至 少 为 3 的 顶点 ， 

6.2.10 引 理 4e RG Pik A Kuratowski F. 8) Gee 中 也 没有 Kuratowski FM. 

证 明 REN CMM AM. WEG e AA Kuratowski 子 图 ， 则 GG 中 也 含有 . Be Gee 
中 收缩 e= zy 时 得 到 的 顶点 .如果 x 不 在 HS 中 ， 则 本 身 就 是 G 的 一 个 Kuratowski 子 图 ， 如 果 
EVD z RÆ H WLA, W 甩 中 的 = 点 用 xz Ry RU ay 替换 就 得 到 G 的 “个 
Kuratowski FF. 

类 似 地 ， 如 果 iè H DLA H 中 与 = 关联 的 边 最 多 只 有 - -条 在 G 中 与 关联 ， 则 将 
zx 扩张 成 zy 就 延长 了 相应 的 那 条 路 径 ， 且 y 就 变 成 了 G 中 的 这 个 Kuratowski 子 图 的 分 丸 点 

对 于 其 他 情况 (如 下 所 示 )，H 是 Ks 的 - .个 细 分 且 = 是 一 个 分 又 点 ， 而 且  = 关联 的 4 条 
边 对 应 到 G 中 是 两 条 与 x 关联 的 边 和 2 条 与 y 关联 的 边 . 在 这 种 情况 下 ， 设 ww，uwz 是 H gd F 
两 个 分 叉 点 ， 它 们 恰好 分 别 是 中 通过 与 x 关联 的 边 离开 z 的 那些 路 径 的 另 MEG si vo 是 
下 中 的 如 下 两 个 分 又 点 ， 它 们 正好 分 别 是 心中 通过 与 y 关联 的 边 离开 = 的 那些 路 径 的 男 一 个 端点 ， 
删除 日 中 的 wi ， 刀 -路 径 ( 边 和 妇 ) 和 本， 也 -路 径 ( 边 ww)， 即 在 台中 得 到 了 K3.3 的 一 个 细 分 ， 其 
My, ms uz 是 一 个 部 中 的 分 叉 点 而 re vps mm 是 男 一 个 部 中 的 分 丸 点 . 


we 
G" 中 的 Ks 细 分 G 中 的 Ka3 细 分 C] 


现在 我 们 可 以 来 证 明 Tutte 定理 了 

6.2. 11 定理 (Tutte[1960，1963]) ”如果 @G 是 一 个 不 含 K; 或 Ki.3 的 细 分 的 3- 连通 图 ， 则 存在 
G 的 平面 凸 谋 入 使 得 任意 三 个 顶点 不 在 一 条 直线 上 . 

证 明 (Thomassen[1980，1981]) 我 们 对 n(G) 用 归纳 法 -. 

基本 步骤 : (OLA 顶点 数 不 超 过 4 的 3- 连 通 图 是 K,， 它 有 这 种 平面 嵌 人 - 


;中 的 一 个 Kurmowski FE. 原 书 中 相对 此 进行 说 明 。 RATE 
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: (GSS. 设 < 是 使 得 G。e 是 3- 连 通 图 的 一 条 边 ， 由 引 理 6. 2. 9 可 知 这 条 边 是 存在 
A. 收缩 e 时 得 到 的 顶点 . 由 引 理 6. 2. 10 知道 G，e 中 没有 Kuratowski FE. 由 归纳 假设 ， 
得 到 H=G « e 的 一 个 平 而 曲 嵌 和 使 得 其 中 没有 三 点 共 线 . 

在 该 嵌入 中 ， 删 除 与 = 关联 的 所 有 边 后 得 到 的 子 图 中 有 一 个 面 (可 能 是 无 界面 ) 包 含 了 顶点 z. 
由 于 H 一 z 是 2- 连 通 的， 因此 这 个 面 的 边界 是 一 个 环 C. = 的 所 有 相 邻 顶点 都 在 C 上 ; 这 些 顶点 在 G 
小 可 能 是 + 或 y 或 者 上 述 二 者 的 相 邻 顶点 . DEP ns y 是 e 原来 的 端点 . 

日 的 同谋 入 中 包含 了 连接 z 及 其 相 邻 顶点 的 直线 段 UE ns rs oe 是 按 C 上 的 顶点 顺序 给 出 
的 的 所 有 相 邻 顶点 . 如 果 y 的 所 有 相 邻 顶点 在 C 上 位 于 某 顶 点 x; 和 zi+t! 之 间 ， 则 将 zx 放 在 z 在 
H 中 的 位 置 而 将 y 放 在 由 xx; 和 zi+i 构 成 的 契 形 区 域 中 靠 近 = 的 位 置 ， 这 样 即 得 到 G 的 一 个 凸 嵌 
As UE i HE 0 所 示 . 

如 果 不 是 这 种 情况 ， 则 或 者 Dy 与 7 有 3 个 共同 的 相 邻 顶点 ; 或 者 2)y ERIT DU us vs ETE 
与 x 的 相 邻 项 点 x;，zit1 在 C 上 交替 出 现 . 在 情形 1 中 ，C、zy 和 从 {z+，y}) 到 {u，v，x} 的 边 一 起 
构成 Ks 的 一 个 细 分 . 在 情形 2 D, C, ry M uyv, riari EHR Ka.3 的 一 个 细 分 .因为 我 
f CAE EFE Kuratowski 子 图 的 图 ， 事 实 上 必然 是 情形 0 出 现 . 

Xia 


D 


v x 


D x 


情形 0 情形 1 情形 2 m" 


将 引 理 6.2. 7 和 定理 6. 2. 11 放 在 一 起 就 证 明了 Kuratowski 定理 (定理 6. 2. 2). Firy 定理 可 以 单 
独得 到 ， 即 如 果 某 图 平面 嵌入 ， 则 它 也 有 直线 平面 嵌 人 (习题 6). 

在 计算 机 科学 的 应 用 中 ,更 符合 我 们 需求 的 是 直线 平面 嵌入 并 且 还 要 求 项 点 都 定位 在 相对 较 小 
的 网 格 的 整数 点 上 . Schnyder[1990] 证 明了 任意 -顶点 可 平面 图 均 存在 一 个 直线 平面 嵌入 将 顶点 定 
fife REB Dn — 1] X [x 一 1 的 整数 点 上 

可 平面 图 的 许多 其 他 性 质 也 已 经 得 到 证 明 ， 其 中 的 一 些 性 质 贸 作 习题 . 我 们 另外 还 给 出 两 个 性 质 . 

,6.2.12 定义 “如 果 由 图 G 收 缩 多 条 边 之 后 可 以 得 到 图 月 的 一 个 拷贝 ， 则 称 开 是 G 的 一 个 子 式 . 

例如 ，Ks 是 Petersen 图 的 子 式 ， 尽 管 Petersen 图 中 并 不 含 Ks 的 细 分 . 

,6.2.13 注 记 ”有明 除 和 收缩 可 以 按 任意 的 顺序 来 进行 ， 只 要 我 们 搞 清 边 的 来 龙 去 脉 . 因此 ，G 
的 子 式 也 可 以 表述 成 *G 的 子 图 的 收缩 ” 

MEGHAN H 的 细 分 ， 将 该 细 分 设 为 H, M HERG 的 一 个 子 式 ; 这 可 以 如 下 得 到 : 先 
删除 G 中 不 在 刀 ' 中 的 边 ， 然 后 收缩 那些 与 度 为 2 的 顶点 关联 的 边 . ME H 的 最 大 度 不 超过 3， 则 
下 是 G 的 一 个 子 式 当 且 仅 当 G AA H 的 一 个 细 分 (习题 11). 

Wagner[1937] 证 明了 G 是 可 平面 的 当 且 仅 当 Ks 和 Ks,3 都 不 是 G BETA " 

-6.2.14itig 有 些 特征 刻画 与 实际 的 嵌入 之 间 的 关系 更 为 密切 . 例如 ， 将 3- 连 通 图 画 在 平 
面 上 后 ,将 一 个 面 的 边界 环 的 顶点 删除 后 将 留 下 一 个 连通 子 图 ， 

我 们 称 图 的 一 个 环 是 非 分 离 的 ， 如 果 该 环 的 顶点 集 不 是 分 离 集 .Kelmans[1980，1981b] 证 明了 
3 连通 图 的 一 个 细 分 是 可 平面 的 当 且 仅 当 每 条 边 恰好 位 于 两 个 非 分 离 环 中 . Kelmans[1993] 对 相关 
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251] ”的 材料 进行 了 综述 、 " 


可 平面 性 测试 { 选 学 ) 

Dirac 和 Schuster[ 1954] 给 出 了 Kuratowski 定理 的 第 一 个 简短 的 证 明 . 该 证 明 使 用 了 图 的 一 些 
特殊 子 图 ， 它 出 现 于 下 列 文献 中 ，Harary[1969，109-112]、Bondy -Murty[1976, p153-156] 和 
Chartrand-Lesniak[ 1986, p96-98]. 

6.2.15 定义 PRHARGHTA, —PHRRHHR: 

1) 端 点 均 在 HPeALKAH 中 的 一 条 边 . 

2)G 一 V(H) 的 一 个 连通 分 量 以 及 连接 该 连通 分 量 和 是 的 那些 边 (包含 连接 处 的 顶点 ). 


所 有 H-8E H 一 起 构成 G 的 一 个 分 解 . 为 了 从 H 的 一 个 平面 溢 入 得 到 G 的 一 个 平面 谋 人 ， 
这 些 H- 碎 片 是 必须 要 添加 的 片断 ”.“HH- 桥 "这 个 术语 曾 用 来 表示 这 个 概念 ， 而 我 们 采用 “H- 碎 片 ” 
是 为 了 避免 与 其 他 “ 桥 " 概 念 混 清 . 


H- 碎 片 与 V(H)- 鸭 是 不 同 的 ， 因 为 H-H AT H 中 的 边 .万 -碎片 也 可 以 是 连接 昌 中 的 顶 
点 但 本 身 不 在 H 中 的 边 ， 因 为 H 不 必 是 诱导 子 图 . 

对 于 Kuratowski 定理 中 3- 连通 这 种 情况 ，Dirac 和 Schuster 考虑 了 不 含 Kuratowski F P hy H 
小 不 可 平面 3- 连 通 图 G. 删除 一 条 边 “ 得 到 一 个 可 平面 2- 连通 图 . 在 选 定 一 个 通过 e 的 两 个 端点 的 
环 C 后 ， 可 以 在 平面 嵌入 中 添加 ec， 除非 有 一 个 C- 碎 片 被 嵌入 到 C 的 内 部 而 另 有 一 个 C- 碎 片 被 嵌入 
P C 的 外 部 ， 这 时 对 边 e 的 嵌入 会 引发 矛盾 . 正如 定理 6. 2. 11 的 证 明 过 程 ， 这 将 产生 G 的 一 个 
Kuratowski 子 图 .Tutte 用 产生 相互 冲突 的 C- 碎 片 这 个 思想 得 到 了 可 平面 图 的 另 一 个 特征 - 

6.2.16 定 义 设 C 是 图 G 中 的 一 个 环 . 两 个 C- 碎 片 A， 昌 冲突 ， 如 果 二 者 在 与 C 的 连接 处 有 3 
个 公共 顶点 ， 或 者 如 果 按 照 C 中 的 顶点 顺序 存在 4 个 顶点 W，wm，z，ui 使 得 及 通过 Wi， ws 5C 
连接 而 且 通 过 uz，ul 与 C 连 接 .C 的 冲突 围 是 如 下 定义 的 图 ， 顶 点 集合 是 G 中 的 所 有 (C- 碎 片 ， 并 
且 冲 突 的 C- 雁 片 是 相互 邻接 的 ， 

Tutte[1958] 证 明了 G 是 可 平面 的 当 且 仅 当 G 中 任意 环 C 的 冲突 图 是 二 部 图 (习题 13). 在 第 … 
次 证 明 Ks 和 Ks.3 是 不 可 平面 图 的 时 候 ( 命 题 6. 1. 2)， 我 们 使 用 了 这 种 思想 ，Ks.3 的 生成 环 的 冲突 
图 是 Ca 而 Ks 的 生成 环 的 冲突 图 是 Cs. 

不 可 平面 的 3- 连 通 图 有 特殊 类 型 的 Kuratowski 子 图 . Kelmans[1981b] 曾 猜想 这 可 能 会 扩展 
Kuratowski 定理 ， 即 ， 至少 含有 6 个 顶点 的 3- 连 通 不 可 平面 图 存在 一 个 环 使 得 该 环 中 有 三 条 两 两 
相交 的 弦 ， 该 猜想 分 别 独立 地 由 Kelmans[1983，1984b] 和 Thomassen[1984] 给 出 了 证 明 . 

可 平面 性 的 特征 刻画 引导 我 们 去 寻找 快速 算法 来 测试 可 平面 性 . Hopcroft -Tarjan[1974] 和 
Booth_Luecker[1976] 给 出 了 几 个 复杂 的 线性 时 间 算法 (Boyer-Myrvold[1999] 给 出 了 一 个 相对 简单 的 
算法 . Gould[1988，p177-185] 讨 论 了 Hopcroft-Tarjan 算法 的 那些 思想 ). 更 早 的 相对 更 简单 的 一 个 
算法 不 是 线性 时 间 的 ， 但 仍 是 多 项 式 时 间 的 . 这 个 算法 是 由 Demoucron, Malgrange, and Pertuiset 
[1964] 发 明 的 ， 其 中 用 到 了 H- 

这 个 算法 的 思想 是 ， 如果 HP ERAT KRG 的 一 个 平面 戏 人 ， 则 在 该 扩张 中 G 
的 每 个 理 - 碎 片 必 出 现在 HOA COP. 如 果 G 是 可 平面 的 ， 则 逐步 建立 越 来 越 大 的 GS PH 
使 得 它们 均 可 以 扩张 成 G 的 平面 嵌入 . 我 们 试图 用 一 些小 策略 来 扩大 H 并 希望 这 些 策略 不 要 引起 


麻烦 . 
为 了 扩大 H， 选 取 一 个 可 以 容纳 某 个 H- BREF: FF 的 边界 必须 包含 B 与 日 的 连接 处 的 
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所 有 项 点. 尽管 我 们 不 知道 将 B AF 的 最 佳 办 法 ， 但 对 于 也 中 介 于 连接 处 的 顶点 之 间 的 一 条 路 
径 只 有 唯一 的 办 法 将 它 添加 进来 使 得 它 穿 过 下 ， 因 此 我 们 就 添加 这 样 的 一 条 路 径 . 对 于 已 和 天 的 选 
择 ， 下 面 将 详细 说 明 . 与 我 们 提 到 的 其 他 算法 一 样 ， 只 要 G 是 可 平面 的 ， 该 算法 将 产生 一 个 半 而 
KA. 

6.2.17 算法 (可 平面 性 的 测试 ) 

MA: 一 个 2- 连 通 图 (因为 CG 是 可 平面 的 当 且 仪 当 G 的 每 个 块 是 可 平面 的 ， 而 算法 4. 1. 23 计 
算得 到 所 有 块 ， 故 我 们 可 以 假设 G 是 至 少 含有 3 个 顶点 的 一 个 块 ). 

思想 : 不 断 地 从 当前 的 碎片 中 选 出 路 径 进 行 添加 ,并 维护 已 被 捞 入 的 子 图 的 各 个 面 的 边界 硕 点 
构成 的 集合 . 

初始 化 : RG 是 G 中 任意 的 一 个 环 ， 将 它 嵌入 到 平面 上 ， 巾 Gs 的 顶点 组 成 它 的 两 个 面 的 边界 ， 

BR: 假设 已 经 确定 了 Gi， 如 下 确定 Gti. 

1. 找 出 输入 块 G 的 所 有 Gi 碎片 . 

2. 对 每 个 Gr 碎片 B， 找 出 G 中 包含 (Gi 与 B 的) 连接 处 的 所 有 项 点 的 所 有 面 ， 这 些 面 构成 的 
集合 记 为 FCB). 

3. 如 果 FGB) 对 某 个 也 是 空 集 ,返回 不 可 平面 . 如 果 | FOB) | 二 1 对 某 个 户 成 立 ， 则 选中 这 个 
B, 否则 ， 任 选 一 个 B. 

4. 对 于 所 选 的 B， 取 介 于 (与 Gy 的 ?连接 处 的 两 个 顶点 之 间 的 一 条 路 径 D. 穿 过 CB) 中 的 一 个 
THE PA. 这 样 得 到 的 图 记 为 G,+1， 同 时 更 新 各 个 面 的 边界 . 

5. 如 果 Gi+1 一 G， 返 回 可 平面 . 否则 将 i 加 1 后 同 到 第 1 步 . 

6.2.18 例 考虑 下 面 的 两 个 图 (摘自 Bondy-Murty[1976，p165-166]). 算法 6. 2. 17 产生 左边 这 
个 图 的 一 个 平面 淡 入 . 对 于 右边 这 个 图 ， 算 法 终止 于 第 3 步 ， 该 图 中 的 环 12348765 有 3 IW X 
MAK: 14，27，36. 


5 4 5 4 " 


6. 2. 19 Æ (Demoucron-Malgrange-Pertuiset[ 1964 ) wR GAT dá $$. 则 算法 6.2.17 产 
EGH-KE REA. 

证 明 可 以 假设 G 是 2- 连通 的 . 环 在 G BO EE BOE T RA Py A fi EP Pr I S| 
于 可 以 对 平面 作 反射 操作 ， 央 此 可 平面 图 G 的 一 个 环 的 任意 屿 入 都 可 以 扩张 成 C (0 1 ICA - 

有 因而， 如果 避 是 可 平面 的 ， 则 Go 可 以 扩张 成 G 的 一 个 平面 谋 入 .只 需 证 明 ， 如 果 平面 图 可 
以 扩张 成 G 的 一 个 平面 嵌入 ， 且 算法 从 G 构造 得 到 Gr， 那么 Git1 也 可 以 扩张 成 GG 的 一 个 六 面 赚 
A. 注意 ,每 个 G- 碎 片 在 连接 处 至 少 有 两 个 顶点 ， 因 为 G 是 2- 连 道 的 . 

如 果菜 个 GG- 碎片 B 使 得 | FOB) | =1， 则 在 将 G 扩张 成 G 的 一 个 平面 嵌入 时 只 有 一 个 而 可 以 
包含 路 径 P. 算法 将 P 放 在 这 个 面 中 得 到 了 Gi+1， 因 此 这 种 情况 下 Gi+1 可 被 扩充 成 G BUCI TELA, - 

问题 只 会 出 现在 以 下 情况 中 : |F) | > 1 对 所 有 B 都 成 立 并 且 在 将 所 选 碎片 的 路 径 了 进行 
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嵌入 时 错 选 了 面 . 我 们 假定 : DH PRABIT HSE FBP, DG, 可 以 扩张 成 G 的 平面 嵌入 G， 但 
是 在 G 中 P oit j^ EFD h. 我 们 修改 G 并 证 明 G, 可 以 被 扩张 成 G MA — TE WC A GFF EL HE 
G* 中 己 位 于 了 内 .这 就 说 明 我 们 的 选择 不 会 引起 问题 ， 进 而 所 构造 的 Ci+; 可 以 被 扩张 成 G 的 一 个 
PHRA- 

设 同 在 /和 /的 边界 上 的 顶点 构成 集合 C， 其 中 包含 了 B 的 连接 处 的 所 有 顶点 .我们 按 如 下 方 
式 绘制 在 6 中 的 面 /和 /内 找 出 连接 处 的 顶点 会 于 C 的 所 有 G7 碎 片 ,绘制 G' 时 将 这 些 GE 
片 在 /和 /内 的 位 置 相互 调换 . 这 个 过 程 用 下 面 左 侧 的 图 来 表示 ， 其 中 G 中 不 在 G; 内 的 边 用 虚线 


这 种 修改 调换 也 的 位 置 并 产生 了 所 需 的 平面 嵌入 G"， 除 非 某 个 未 调换 的 Gi ROB 5 XC 
换 后 的 碎片 发 生 冲突 .由 于 调换 对 /和 /是 对 称 的， 并且 我 们 只 调换 了 这 两 个 面 的 内 部 的 碎片 ， 故 
可 以 假定 在 中 训 位 于 /内 “冲突 "意味 着 G 在 /中 存在 某 个 碎片 3， 我 们 在 试图 将 BUBB Jnd 
会 使 得 B 与 B' 在 /的 冲突 图 中 是 邻接 的 . 

设 A 和 和" 分别 是 BB， 与 /的 边界 的 连接 顶点 构成 的 集合 . dT DAD MR. CARLA ES 
公共 顶点 或 者 有 4 个 顶点 交 苦 出 现在 /的 边界 上 .因为 A'S CAMA, MUS AI titt M v tb RE 
着 第 二 种 情况 成 立 . os ue ys v 是 交替 出 现 的 4 点， 其中，yE ATSC hiu, v€ À. 可 以 假定 
ug Cs, 如 上 面 右 侧 的 图 所 示 .如 果 不 存 在 这 样 的 交替 顶点 ， 则 B 与 B' 不 冲突 并 且 B 也 可 以 挪 到 /中 

由 于 EC 并 且 在 /的 边界 上 y fr Tu 和 之 间 ， 没 有 其 他 耐 可 以 同时 包含 和 wv。 二 是 的 连 
接 处 的 顶点 就 不 是 至 少 含 于 两 个 面 中 ,这 与 | PCB | 二 1 矛盾， " 

可 以 从 检查 G 是 否 最 多 含有 3n 一 6 条 边 开始 ， 正 确 维护 各 个 面 的 边界 顶点 链表 ， 并 利用 线性 搜 
索 来 完成 其 他 操作 .内 此 该 算法 的 运行 时 间 是 二 次 的 . 由 Klotz[1989] 给 出 的 Kuratowski 定理 的 证 
明 也 给 出 了 一 个 测试 可 平面 性 的 二 次 时 间 算 法 ;对 于 G 不 是 平面 图 的 情况 ， 该 算法 还 找 出 了 一 个 
Kuratowski 子 图 . 
习题 
6.2.1. (一 ) 证 明 : 三 维 立方 体 Qs 的 补 图 是 不 可 平面 的 
6.2.2 (一 ) 用 三 种 方法 证 明 Petersen 图 是 不 可 平面 的 . 

a) 用 Kuratowski 定理. 
b) 用 欧 拉 公式 以 及 Petersen 图 的 围 长 为 5 这 个 事实 . 
c) HI Demoucron-Malgrange-Pertuiset 的 可 平面 性 测试 算法 . 
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6.2.3 


6.2. 


p 
I 


. 10 
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12 


(一 ) 找 出 下 图 的 一 个 平面 凸 嵌 入 . 


(一 ) 对 下 面 的 各 个 图 ， 证明 它 是 不 可 平面 的 或 者 给 出 它 的 一 个 凸 嵌 入 . 


确定 从 Petersen 图 得 到 可 平面 图 必须 删除 的 最 少 边 数 . 
(DFáry 定理 . 设 R 是 最 多 有 5 条 边 的 简单 多 边 形 围 成 的 一 个 平面 区 域 (简单 多 边 形 指 的 是 
由 手 不 交叉 的 直线 段 围 成 的 多 边 形 ) ED. R 中 存在 一 点 使 得 它 可 以 "看见"R 的 所 有 点 ， 
WA r FR 中 任意 一 点 的 直线 段 不 与 R 的 边界 交叉 . 利用 这 个 结论 ， 用 归纳 法 证 明 ， 任意 
简单 可 平面 图 都 有 直线 嵌入. [255] 
(Dih Kuratowski 定理 证 明 : G 是 外 可 平面 的 当 且 仅 当 它 没 有 子 图 是 K， 或 者 K2.3 的 细 分 
(提示 :为 了 用 Kuratowski 定理 ,需要 对 G 作 适当 修改 . 这 比 机 械 地 模仿 Kuratowski 定理 
的 证 明 过 程 要 简单 得 多 . ) 
DEH: 至少 有 6 个 顶点 并 含有 Ks 的 细 分 的 3- 连通 图 必然 也 含有 K3.3 的 细 分 . Wagner 
[1937]) 
CHO nZ5. WEW: 不 包含 两 个 二 不 相交 的 环 的 简单 可 平面 六 顶点 图 的 最 大 边 数 是 2n — 1. 
GE: 将 它 与 习题 5. 2. 28 比较 ). (Markus[1999]) 
CD BE /Co 表示 不 含 Ks.3 - 细 分 的 简单 -顶点 图 的 最 大 边 数 . 
a) ME "一 2 可 以 被 3 整除 ， 则 构造 一 个 图 来 说 明 /0023n—5. 
证 明 ， 如 果 一 2 可 以 被 3 整除 ， 则 SO 二 3n 一 5; 否则 fOd = 3n—6 RA: 对 用 归 
纳 法 ， 对 3- 连 通 的 情况 用 习题 6. 2. 8). (Thomassen[1984]) 
( 注 ，Mader[1998] 证 明了 更 难 的 一 个 结果 ， 即 ，3" 一 6 ERA Ks - 细 分 的 简单 x- 顶点 图 
的 最 大 边 数 ). 
(Dt 日 是 最 大 度 至 多 为 3 的 一 个 图 . 证 明 : 图 G 包 含 月 的 一 个 细 分 当 且 仅 当 G 包含 一 
个 子 图 使 得 由 该 子 图 收缩 可 以 得 到 H. 
CD Wagner[1937] 证 明了 下 列 条 件 是 G 是 可 平面 的 充 要 条 件 : Ks 和 Ks.3 都 不 能 通过 删除 
和 收缩 G 的 一 些 边 得 到 . 
a) 删 除 和 收缩 一 些 边 保持 可 平面 性 . 由 此 得 到 Wagner 的 条 件 是 必要 的 . 
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b) Ay Kuratowski 定理 证 明 Wagner 的 条 件 是 充分 的 . 
6.2.13 WEH: G 是 可 于 而 的 当 且 仅 当 对 G 中 的 每 个 环 C，C 的 冲突 图 是 二 部 图 (Tutte[1958]). 
6.2.14 Ba Fly 是 可 平 商 图 G 的 顶点 . 证 明 : G 有 一 个 平面 泪 入 使 得 x 和 > Fed “个 面 内 ， 除 非 
G 一 + 一 y 有 一 个 环 C 使 得 7+ 和 yy 位 于 G 的 冲突 C- 碎 片 中 (提示 : 利用 Kuratowski 定理 . 
TE: Tutte 证 明 这 个 结论 时 没有 使 用 Kuratowski 定理 并 用 它 来 证 明了 Kuratowski 定理 )， 
;是 一 个 3- 连 通 简单 平面 图 ， 它 含有 一 个 环 C. 证 明 : CHG 中 是 某 个 面 的 边界 当日 仅 
[一 个 C- 碎 片 . ( 注 ，Tutte[1963] 证 明了 这 个 结果 并 用 它 得 到 了 WhitneyL1933b] 的 
连通 图 实质 上 只 有 一 个 平面 嵌入 . 也 可 以 参见 Kelmans[1981a]. ) 
6.2.16 (1) 设 G 是 有 个 顶点 的 外 可 平面 图， 并 设 PP 是 平面 十 个 点 构成 的 集合 且 其 中 任意 三 点 
不 在 一 条 直线 上 上 . 尸 的 极点 诱导 得 到 -个 凸 多 边 形 使 得 书 的 其 他 点 都 位 于 这 个 山 多 边 形 内 ， 
aL pis po 是 三 的 两 个 相继 的 极点 . 证 明 : 存在 一 点 p€ P— pi. prie: 1) 中 没有 
点 在 pi be p 内 ; 2) 通 过 户 的 某 条 直线 ! 将 pi 和 pz 分 离开 且 HES p 处 过 到 了 中 的 
点 ， 而 卫 中 恰好 有 i 一 2 个 点 位 于 /的 含有 pz 的 一 侧 . 
DIEI: G 有 -个 直线 嵌入 使 得 G 的 顶点 映射 到 P 上 ( 提 巾 (a) 证 明 更 强 的 结论 ;如 果 
ps o 是 极 大 外 可 平面 图 G 的 无 界面 上 的 两 个 相继 的 顶点 而 诈 ，p 是 卫 的 晤 包 上 :的 两 
个 相继 的 顾 点 ， 则 避 可 以 直线 嵌入 到 PP LEH On m pry f Co = pod. (Grizmann 
Mohar-Pach-Pollack [1989]) 


6.3 可 平面 性 的 参数 


我 们 对 一般 的 图 已 经 研究 过 的 每 个 性 质 和 参数 都 可 以 在 可 平面 图 中 继续 研究 . 按照 传统 ， 我 们 
最 关心 的 问题 是 可 平面 图 的 最 大 色 数 . 我 们 也 要 研究 一 些 参数 以 便 衡 墟 一 个 图 距离 可 平面 图 到 底 有 
可 平面 图 的 着 色 

因为 每 个 简单 六 顶点 可 平面 图 最 多 有 3n 一 6 条 边 ， 这 样 的 图 有 一 个 度 最 多 为 5 的 质点 ， 由 此 可 
以 归纳 证 明 ， 可 平面 网 都 是 可 6- 着色 的 (参见 习题 2). Heawood 改进 了 这 个 界 . 

6.3.1 定理 (五 色 定理 一 一 Heawood[1890]) 任意 可 平面 图 是 可 5- 着 色 的 

证 明 我 们 在 nCCO LHI - 

ADAE. n(Go «c5. 所 有 这 种 图 都 是 可 5- 着 色 的 . 

归纳 步骤 ，w(G) 二 5. 由 边 数 的 上 界 ( 定 理 6. 1. 23) 可 知 ， 图 G 中 存在 一 个 度 最 多 为 5 项 点 w 由 
归纳 假设 ，G 一 "是 可 5- 着 色 的 . S: VG [5)& G 一 "的 一 个 真 5- 着 色 .如果 C 个 是 可 5 
着 色 的 ， 则 了 将 每 种 颜色 分 配给 v 的 某 个 相 邻 顶点 ， 因 此 dC) =5. 设 w wee vs vis v ev fl 
相 邻 项 点 绕 v 按 顺 时 针 方 向 形成 的 点 列 ， 对 颜色 重新 命名 使 得 Oo = i 

令 Gi 表示 出 被 着 以 颜色 i 和 j 的 所 有 顶点 诱导 得 到 的 G 一 v 的 子 图 . 在 Gi.; 的 任意 连通 分 世上 
将 这 两 种 颜色 互 换 ， 则 得 到 G 一 的 另 一 个 真 5- 着 色 . 如 果 Gi.; 中 包含 vi 的 连通 分 基 不 包含 顶点 
wj， 则 可 以 在 该 连通 分 其 中 将 两 种 颜色 互 换 ， 这 样 就 使 得 颜色 i 不 在 N(v) 中 使 用 . 现在 将 颜色 i 分 
配给 项 点 "就 得 到 G 的 一 个 真 5- 着 色 . 因此 G 是 可 5- 着 色 的 ,除非 对 于 任意 的 i jo Gy POE ui 
MERLE DA vj. BE PEGS TA v Blo 的 一 条 路 径 ， 如 下 所 示 ， 其 中 (i, = Cs 3). 
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考虑 由 Pi.3 和 vw -起 构成 的 环 C， 它 将 vo 和 v 分 离开 . 由 约 当 曲线 定理 知道 路 径 Po ORS 
CRX. 由 于 上 是 可 平面 的 ， 央 此 这 两 条 路 径 只 能 在 它们 的 公共 顶点 交叉 . 但 是 路 径 Pi.3 上 的 顶点 
都 具有 颜色 1 或 3 而 路 径 Pz.: 上 的 顶点 都 具有 颜色 2 或 4， 央 此 这 两 条 路 径 没有 公共 项 点 . 

由 这 个 矛盾 知道 ， 人 是 可 5- 着色 的 . " 

任意 小于 面 图 是 可 5- 着 色 的 ,但 是 否 需要 5 种 颜色 呢 ? 关于 这 个 问题 的 历史 在 以 下 文献 中 有 讨 
论 ，Aigner[ 1984. 1987], Ore[1967a], Saaty -Kainen[1977，1986]、Appel -Haken[1989] 以 及 
Fritsch-Fritsch[ 1998. 据 目前 的 情况 来 看 ， 最 早 提出 四 色 问 题 是 在 1852 年 8 月 23 日 Augustus de 
Morgan 写 给 William Hamilton 的 一 封 信 中 . 这 个 问题 是 de Morgan 的 学 生 Frederick Guthrie 提出 
的 ,后 来 他 义 将 这 个 问题 归功 于 他 哥哥 Francis Guthrie. 那 时 ， 这 个 问题 是 以 地 图 着 色 的 形式 描 
ET 

问题 陈述 的 简单 性 和 儿 何 上 的 微妙 性 导致 了 很 多 错误 的 证 明 ; 其 中 有 些 证 明 发 表 后 其 错误 多 第 
未 被 发 现 . 禁 小 出 现 岗 两 相互 邻接 的 5 个 而 ,这 个 条 件 不 是 命题 成 立 的 充分 条 件 ， 因 为 5- 色 图 中 不 
包括 Ko Crt ll, MAL “下 Mycielski Hy id). 

1878 42. Cayley 向 伦 效 数学 界 公布 了 这 个 问题 ; Kempe[1879] 发 表 了 … 个 “证 明 ”. 1890 年 ， 
Heawood 发 表 文 章 驱 不了 这 个 证 明 . 但 不 管 怎样 ，Kempe 的 交错 路 径 的 思想 还 是 被 Heawood ft iil 
明 无 色 定 理 的 过 程 中 采用 了 ， 并 县 该 思想 最 终 导 致 了 Appel 和 Haken[1976，1977，1986]( 与 Koch 

-起 工作 ) 对 四 色 定 理 的 证 明 . 两 种 颜色 交替 出 现 的 一 条 路 径 称 为 Kempe fE . 

在 用 归纳 法 证 明 无 色 定 理 的 过 程 中 ， 我 们 曾 说 过 : 极 小 反例 中 包含 一 个 度 最 多 为 5 的 顶点 并 
有 这 种 顶点 的 可 平面 图 不 可 能 成 为 极 小 反例 . 这 就 暗示 了 证 明 四 色 问题 的 一 个 方法 ， 即 我 们 去 寻找 
一 个 无 法 回避 的 图 的 集合 ,但 (我 们 证 明 ) 这 个 图 集 根本 不 可 能 存在 .我们 只 需 考虑 三 角 剖 分 ， 内 为 
任意 简单 可 平面 网 都 含 于 -个 三 角 剖 分 中 . 

6.3.2 定 义 可 平面 三 角 剖 分 的 一 个 构 形 指 的 是 该 图 一 个 分 离 环 C 连 同 该 图 位 于 C 内 的 部 分 
对 于 四 色 问 题 。 构 形 的 一 个 集合 是 不 可 避免 的 ， 如 果 一 个 极 小 反例 必然 包含 集合 中 的 一 个 构 形 ， 一 
个 构 形 是 可 约 的 ， 如 果 包 含 它 的 可 平面 图 不 可 能 是 一 个 极 小 反例 . 

6.3.3 例 一 个 不 可 避免 集 . 我 们 已 经 在 注 记 中 指出 : 任意 简单 可 平面 图 均 满足 OCG) 

-个 三 角 判 分 中 ， 每 个 硕 点 的 度 至 少 为 3. 因此 ， 由 下 面 三 个 构 形 构成 的 集合 是 不 可 避免 的 . 


A Ff W 


由 环 到 其 内 部 顶点 间 的 边 画 成 虚线 ， 因 为 只 要 说 明 与 环 邻接 的 顶点 的 度 然后 将 环 删 除 ，( 三 角 剖 
分 的 ) 一 个 构 形 就 完全 确定 了 (习题 7). 因此 ， 这 三 个 构 形 可 以 分 别 记 为 *。3”、*，4” 和 *。5”。 a 
4 db E188 — HIE AE ES, RE TE — e — fad 4p Gh. IE 


在 
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构 形 可 以 被 替换 并 得 到 一 个 具有 更 少 顶 点 的 三 角 剖 分 G' 使 得 G 的 任意 4- 着 色 均 可 以 被 修改 为 G 的 
一 个 4- 著 色 . 

6.3.4 注 记 (Kempe 的 证 明 ) ”让 我 们 试 着 利用 不 可 避免 集 {* 3，…4，。…5)，, 通过 归纳 法 来 证 
明 四 色 定 理 . 该 方法 类 似 于 定理 6.3. 1. 我 们 可 以 扩张 C 一 "的 一 个 4- 着 色 来 完成 C 的 一 个 4- 着 色 ， 
除非 所 有 的 四 种 颜色 均 出 现在 N(u) 中 . 因此 *。3? 是 可 约 的 . 如 果 d(v) 二 4， 则 像 定 理 6. 3. 1 中 一 
FEJ Kempe- 链 进行 论证 同样 有 效 ， 央 此 “。4" 也 是 可 约 的 . 

现在 考察 *， 5”. 当 d(v) 二 5 时 ， 三 角 剖 分 这 个 限制 意味 着 在 G 一 "的 真 4- 着 色 中 ，NCvu) 中 重 
复 使 用 的 颜色 必然 出 现在 "的 两 个 不 相继 的 相 邻 顶点 上 . 再 设 v. vos vss vis vs 是 的 相 邻 顶点 
按 顺 时 针 方向 形成 的 点 列 . 在 G 一 uv 的 4- 着色 了 中 ， 根 据 对 称 性 可 以 假设 /(x )=2 且 /Co 5i. 
lee 成立 . 

同 定理 6. 3. 1 一 样 定 义 Gi; RIP). 我 们 可 以 从 N(v) 中 消除 颜色 1， 除非 从 顶点 到 os Flos 
分 别 存在 链 Pia A Pi.1 ， 如 下 面 左 侧 的 图 所 示 . 在 Pi.3 中 添加 顶点 v 得 到 一 个 环 ， 它 将 G2.4 中 包含 
顶点 wz 的 连通 分 量 HH 从 vs 和 vws 之 间 分 离开 ; 同样 在 Pi.4 中 添加 顶点 v 得 到 一 个 环 ， 它 将 Ges 
包含 顶点 vs 的 连通 分 量 H' 从 vs 和 ws 之 间 分 离开 . 我 们 将 H 中 的 颜色 2 和 4 互 换 ， 同 时 将 HH' 中 的 
颜色 2 和 3 互 换 即 将 颜色 2 从 N(v) 中 消除 了 . 这 就 是 Kempe 的 证 明 的 最 终 版 本 . 


问题 在 于 Pi.s 和 Pi.: 可 能 相互 纠缠 在 一 起 ， 并 在 颜色 为 1 的 一 个 项 点 上 相交 ， 如 上 上 面 右 侧 的 图 所 
R. 我 们 可 以 调换 HR HH 中 的 颜色 ,但 是 同时 对 二 者 进行 调换 会 产 对 颜色 为 2 的 相 邻 项 点 ， 国 

由 于 这 样 一 个 困难 ， 我 们 未 能 证 明 *。5" 是 可 约 的 . 这 样 必须 考虑 更 大 的 构 形 . Heesch[1969] 
发 表 了 一 个 想法 ， 想 办 法 寻找 具有 最 小 环 的 构 形 而 不 是 具有 最 少 内 部 项 点 的 构 形 .不 难 证 明 ， 环 的 
大 小 为 3 或 4 的 构 形 都 是 可 约 的 (习题 9). 这 等 价 于 证 明 ， 任 意 极 小 5- 色 三 角 齐 分 没有 长 度 不 超过 4 
的 分 离 环 . 

“6.3.5 例 ”Birkhoff[1913] 将 这 个 想法 推进 了 一 大 步 . 他 证 明了 环 的 大 小 为 5 且 环 内 的 顶点 
不 止 一 个 的 任意 构 形 是 可 约 的 . 他 还 证 明了 下 面 这 个 环 的 大 小 为 6 的 构 形 是 可 约 的 ， 该 构 形 被 称 为 
48 3E TE Xe CBirkhofD BH . 


为 证 明 Birkhoff PEMA, 4 HET — 86 SC OEE EMA. 方法 之 一 是 试图 证 明 环 的 
真 4- 着 色 可 以 扩张 到 内 部 . 尽管 有 些 情况 可 以 合并 ， 有 些 情况 确实 可 以 扩张 ， 但 是 在 有 些 情况 下 必 
须 用 Kempe 链 证 明 着 色 方案 经 过 修改 可 以 变 成 扩张 得 到 的 着 色 方 案 . a 
这 是 我 们 的 第 一 个 非 平凡 的 例子 ， 对 它 进行 的 错综复杂 的 分 析 表 明 我 们 对 这 个 问题 的 论证 才刚 
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刚 开 始 . 剩 下 的 内 容 是 庞大 的 细节 . 从 1913 年 到 1950 年 ， 其 他 的 一 些 构 形 先后 被 发 现 ， 这 些 构 形 
是 以 证 明 至 多 有 36 个 顶点 的 可 平面 图 是 可 4- 着 色 的 . 这 是 一 个 缓慢 的 进展 . 在 20 世纪 60 年 代 ， 
Heesch 将 注意 力 集中 在 环 的 大 小 上 ,给 出 了 找 出 可 约 构 形 的 启发 式 规则 ， 并 提出 了 一 系列 生成 不 
可 避免 集 的 方法 . 

(四 色 定 理 的 ) 第 一 个 证 明 使 用 了 环 大 小 高 达 14 的 构 形 . 一 个 大 小 为 13 的 环 有 66 430 种 不 同 的 
4- 着 色 . 吕 约 性 要 求证 明 其 中 的 每 种 着 色 方案 郁 可 以 得 到 整个 图 的 一 个 着 色 方案 . 这 就 需要 Kempe 
链 论证 方法 和 构 形 的 局 部 圭 塌 技术 - 由 此 可 见 ， 可 约 性 的 证 明 不 是 一 件 容 易 的 事 . 

Appel 和 Haken 两 人 与 Koch 一 起 工作 ， 将 Heesch 及 其 他 人 的 启发 式 规则 进行 了 改进 ， 以 便 用 
计算 机 来 搜索 "有 希望 "的 构 形 . 1976 年 ， 他 们 在 三 台 计算 机 上 花费 1 000 个 机 时 找到 了 一 个 不 可 避 
免 集 ， 它 由 1 936 个 可 约 构 形 组 成 ， 并 且 每 个 构 形 的 环 大 小 都 不 超过 14. 

6.3.6 定理 (四 色 定 理 一 Appel-Haken-Koch[1977]) 任意 可 平面 图 是 可 4- 着 色 的 . a 

到 1983 年 ,更 精细 的 工作 得 到 了 一 个 由 1 258 个 可 约 构 形 组 成 的 不 可 避免 集 . Robertson, 
Sanders, Seymour, and Thomas[1996] 用 同样 的 方法 再 现 了 这 个 证 明 . 他 们 将 以 前 用 来 得 到 不 可 避 
免 集 的 启发 式 规则 减少 到 32 R. 他 们 的 简化 工作 得 到 了 一 个 由 633 个 可 约 构 形 组 成 的 不 可 避免 集 . 
他 们 在 内 特 网 上 公布 了 程序 代码 ; 到 1997 年 ， 四 色 定 理 的 证 明 在 一 台 桌 面 工作 站 上 花 大 约 3 小 时 
就 可 以 得 到 M 

16.3.7 ikid oO — 为 了 生成 新 的 不 可 避免 集 ， 我 们 将 原 构 形 中 度 为 5 的 顶点 几 一 个 包含 度 
为 5 的 硕 点 的 较 大 的 构 虑 来 奉 换 ; 这 可 以 看 成 是 对 复杂 情况 更 详细 的 分 析 . 

TES fail App. A Ud Cw) = 2e(G) = 6n— 12. 我 们 可 以 将 该 式 改写 成 12= >(6 一 4(v))， 并 将 
6 一 d(v) 看 成 到 上 的 负载 . 因为 12 是 正 的 ， 故 某 些 顶点 ( 度 为 5 的 顶点 ) 上 的 负载 必 是 
于 替换 这 些 坏 硕 点 的 规则 旧 将 这 些 负 载 转移 到 其 他 地 方 ， 因 此 这 些 规则 被 称 为 卸载 规则 ， 出 于 正 
负载 必然 在 某 些 地 方 被 保留 下 来 ,我们 就 得 到 了 新 的 不 可 避免 集 . 下 面 的 命题 描述 了 由 最 简单 的 印 
载 规则 造成 的 影响 . a 

“6.3.8 命题 最 小 度 为 5 的 任意 可 平面 三 角 剖 分 必然 包含 下 面 这 个 集合 中 的 一 个 构 形 ， 

5—5 5—6 

证 明 6 一 d(w) 定 义 了 各 个 顶点 的 负载 . 据 此 ， 第 一 个 卸载 规则 从 ( 度 为 5 的 ) 负 载 为 正 的 顶点 
上 取出 负载 并 将 这 个 负载 均匀 地 分 配给 这 个 也 9 相 邻 顶点 . 

现在 负载 为 正 且 度 为 5 或 6 的 一 个 顶点 必 有 一 个 度 为 5 的 相 邻 顶点 ; 负载 为 正 且 度 为 7 的 顶点 
必然 有 至 少 6 个 度 为 5 的 相 邻 由 于 G 是 一 个 三 角 剖 分 ， 这 要 求 度 为 5 的 顶点 相互 邻接 . 根据 
这 个 规则 。 度 大 十 等 于 8 的 顶点 不 可 能 有 正 的 负载 . 

整个 图 的 负载 仍然 保持 为 12， 故 某 个 顶点 v 必 然 有 正 的 负载 . 无论 d(v) 是 哪 种 情况 ,命题 要 
求 的 一 个 构 形 必然 会 出 现 . " 

SL Ai: «AR Aa EAD A E FE SU le ISI EH. Roe te ol BE f B TE REDDE EG AE UT - 

Vq (5, 5 98 (f) üE B] 4 AE BANS AE AE AA EOS RE REL iE AH RE 
证 明 过 程 大 长 ， 以 致 无 法 验证 . 另外 还 有 些 人 担心 计算 机 会 出 错 . 人 们 已 经 在 最 初 的 算法 中 发 现 
了 几 个 错误 .但 这 些 错误 都 已 经 修正 了 (Appel-Haken[1986]). 采用 和 手工 检查 计算 过 程 的 人 认识 
到 . 在 数学 证 明 中 犯错 误 的 概率 要 远 远 高 于 在 算法 正确 性 香 到 证 明 的 情况 下 计算 机 犯错 误 的 
BUE. 


S 
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本 节 其 余部 分 考察 了 度量 一 个 图 距离 可 平面 性 的 大 小 的 一 些 参数 . 一 个 自然 而 然 的 参数 就 是 构 
成 一 个 图 所 需 的 平面 图 的 个 数 . 习题 16 一 20 考察 了 这 个 参数 . 

6.3.9 定 义 一 个 图 的 厚度 是 将 该 图 分 解 成 可 平面 图 时 得 到 的 平面 图 的 最 少 个 数 

6.3.10 命题 一 个 具有 个 顶点 和 mn 条 边 的 简单 图 (的 厚度 最 多 为 m/(3n 一 6). 如果 GE 
角形 无 关 的 ， 则 它 的 厚度 最 多 为 m/(2n 一 4). 

证 明 由 定理 6.1.23 可 知 ， 分 甘 是 任意 可 平面 子 图 的 大 小 的 最 大 值 . 由 铀 巢 原 理 即 得 到 命题 
中 的 不 等 关系 a 

有 时 ， 我 们 必须 将 一 个 图 画 在 平面 上 ， 即 使 它 不 是 一 个 可 平面 图 . 比如 ， 布 局 在 芯片 上 的 电路 
就 对 应 一 个 图 的 平面 作 图 ,由 于 线路 交叉 会 降低 性 能 并 引起 潜在 的 问题 ， 因 此 必须 最 小 化 交叉 次 
数 . 木 节 其 余部 分 将 讨论 这 个 参数 . 

6.3.10 定义 图 (的 交叉 数 v(G) 是 将 全 画 在 平面 上 时 交叉 次 数 的 最 小 值 . 

6.3.12 例 Kp) 3 HC Ks = 2. 对 于 一 些 较 小 的 图 ， 可 以 通过 考察 它 的 极 大 可 平面 子 图 
来 确定 其 交叉 数 ,考虑 G 的 -个 平面 作 图 . 如 果 H 是 这 个 作 图 的 一 个 极 大 平面 子 图 ， 则 任意 不 在 
万 内 的 边 必 然 与 H. 中 的 某 条 边 交叉 . 故 这 个 作 图 至 少 有 eG 一 e(H) 次 交叉 ， ME GA n 个 顶点 ， 
WW eCH)<3n—6. 如 果 必 是 三 角形 无 关 的 ， 则 ec 月 ) 近 22 一 4 

由 于 Ks 有 15 条 边 ， 可 平面 6- 顶点 图 最 多 有 12 条 边 ， 因 此 v(Ks ) 三 3. 下 面 左 侧 的 作 图 表明 等 
Ju. 

由 于 Kiss 有 16 条 边 , 而 具有 7 个 项 点 的 可 平面 图 最 多 有 15 条 边 ， 故 v( K3,2.2) 之 1. 我 们 找到 
的 最 好 的 作 图 有 两 次 交叉， 如 下 面 右 侧 图 所 示 . 为 了 改进 下 界 我 们 注意 到 Ks. AT Ksa. 由 
于 Ki. 是 :角形 无 关 的 ， 它 的 可 平面 子 余 最 多 含有 2 7 一 4= 10 条 边 ， 因 此 VK 22. Ks.2.2 的 
AL REE LABEL AE Ka. HEPA. 故 CK o (OK 022. 


a 
6.3.13 命题 设 G 是 一 个 有 mm 条 边 的 n- 顶 点 图 . e EEG HTH HFA MHRA MH. 


n 
了 


ER ”给 定 G 的 一 个 平 而 作 图 . 在 该 作 图 中 , 设 凡是 边 互 不 交叉 的 G 的 极 大 子 图 . 任意 不 在 
日 中 的 边 到 少 与 月 的 - -条 边 交 丸 ， 否 则 这 条 边 就 可 以 添加 到 H H. HH BBA A 条 边 ， 因 此 在 
和 H 的 边 和 6G 一 E(H) 中 的 边 之 间 和 至 少 得 到 m 一 k 次 交 丸 . 

丢掉 ECH) 中 的 边 之 后 ， 至 少 还 剩 下 m 一 k 条 边 . 由 同样 的 论述 得 到 : 在 剩 下 的 这 个 图 的 平面 


MUG) 2m—k, HE AG) 


dE EP AT nb) E CE XL. EURER. BV J, (m 一 次) 次 交叉 ， 其 中 1=lm/k]. 和 


式 的 值 为 me kc 1/2. 
现在 我们 记 m= 以 十 +r， 其 中 0 三 rk 一 1. 在 和 式 的 值 中 令 1 一 Cm 一 r)/k， 然 后 化 简 得 到 
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2 = 
gym m, ren) 
MAST T+ a 


MR G 的 边 很 少 ， 则 命题 6. 3. 13 中 的 界 m 一 k 是 很 有 用 的 : 简单 图 G 的 交叉 数 至 少 为 c(G) 一 
3n 十 6， 并 且 当 G 是 二 部 图 时 交叉 数 至 少 为 e(G) 一 2n 十 4. 如 果 G 较 大 ， 对 论述 过 程 重复 就 可 以 改进 
下 界 ， 但 是 对 于 边 比 较 密集 的 图 来 讲 这 个 下 界 是 很 弱 的 . 

例如 ， 考 察 K, 由 于 没有 精确 的 答案 ,我 们 希望 至 少 能 确定 CK ) 的 表达 式 中 的 第 一 项 . 为 了 
RH n Hk 次 多 项 式 的 第 一 项 是 ant, RAH KL AKG IR ant +O 0. 这 与 定义 3.2.3 中 定 
义 的 “大 ("是 一 致 的 . 

由 命题 6. 1. 13 得 到 MK) >on HO), RRE, KOAA 次 多 项 式 的 形式 将 增长 ， 同 


时 ， 交叉 数 也 不 可 能 超过 ( 因为 我 们 可 以 将 顶点 放 在 圆周 上 然后 用 络 来 表示 边 . 对 于 K,， 每 4 
个 顶点 恰好 得 到 一 次 交叉 . 实际 上 ,这 是 对 K, 的 最 差 的 直线 作 图 ， 因 为 在 任意 直线 作 图 中 ， 每 4 
个 顶点 最 多 产生 一 个 交叉 ， 这 取决 于 是 否 有 一 个 项 点 位 于 其 他 3 个 顶点 构成 的 三 角形 内 . 用 更 好 的 
作 图 能 节省 多 少 次 交叉 呢 ? 


6.3.14 定理 (R. Guy[ 1972]) a + OG ) «y Kod FOG). 


证 明 对 交叉 数 进 行 计数 得 到 一 个 递归 下 界 . Ky 的 一 个 共有 最 少 交叉 的 作 几 包含 了 Kn 1 的 
个 作 图 ， 其 中 每 个 作 图 都 是 从 Kv 中 删除 一 个 顶点 后 得 到 的 .每 个 子 作 图 至 少 有 CK, OKER. 
总 的 计数 至 少 为 mm(K，!)， 但 是 ， 在 Ky 的 这 个 作 图 中 ， 每 个 交叉 被 计算 了 ”一 4 次， 我 们 得 到 
(n= Ku) mv Ky 1). 


MERDEER. RIME LIMPED: S 时 有 CO (1). 基本 步骤 ,w=5. 


Ks 的 交叉 数 为 1. 归纳 步 又: n5. 由 归纳 假设 ， 我 们 有 : 


n n 1 G-—DGc-2)00—3)—4) _ 1(" 
«Ko S K D SHF e -i() 
F Hr D c 6 SERE DL 120 改进 为 80， 只 要 考虑 Ky 中 包含 了 Ke.，。 的 拷贝 ， 其 中 
Ks。 的 交叉 数 为 6 [5 [loan oov. 


一 个 更 好 的 作 图 将 上 界 从 (”) 降 低 到 ai + OOP). 考虑 2k 的 情况 。 将 K, 本 在 平面 上 等 从 


于 将 它 加 在 球面 上 或 者 锐 的 表面 上 ， 放 个 顶点 在 句 的 上 边缘 上 ， 青 放 个 顶点 在 纵 的 下 边缘 上 
分 别 在 项 面 和 底面 上 画 苞 来 表示 这 两 个 大 团 的 边 » 

项 而 到 底面 的 这 些 边 被 归 和 个 自然 半路 半 号 "是 顶 面 册 点 和 底面 端点 之 问 在 辕 周 上 的 距离 
m emen Ela fE araman. 机 这 些 边 时 ， 我 们 穿 过 刍 的 侧面 从 顶 面 到 达 底 
面 的 过 程 中 要 使 得 达 遇 程度 尽 可 能 最 小 ， 这 样 同一 个 类 中 的 边 不 交叉 。 现在， 我 们 分 别 近 动 名 次 
使 得 这 些 类 的 位 移 量 依次 为 1 到 上 这 个 操作 使 得 计数 更 容易 却 不 会 改变 发 生 交叉 的 边 对 - 

在 纵 的 侧面 发 生 交 又 涉及 到 顶 面 的 两 个 顶点 和 底面 的 两 个 顶点 . 对 于 项 面 的 顶点 x，y 和 底面 
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的 顶点 z，w， 其 中 rz 较 rw 具有 更 小 的 正 位 移 . 对 于 ns y z 也 我 们 有 一 个 交叉 当 且 仅 当 到 y, 
z tw 的 位 移 量 是 互 不 相同 正 数 且 依 次 递增 (比如 ， 这 个 条 件 对 示例 图 中 的 z+，y，z，w 成立 但 是 


Wary yy z a 则 不 成 立 ! 边 ya BAR ih — RD. 因此 在 扭曲 的 镶 的 侧面 上 存在 (i) ace. 这 样 


osi) «()- 3 


" 
6.3.15 例 v(K.,) 最 直观 的 作 图 是 将 一 个 部 集 放 在 某 沟渠 的 一 侧 ， 另 一 个 部 集 放 在 沟渠 的 


m 
2 
子 4. 将 Kuw 的 所 有 顶点 沿 两 条 相互 垂直 的 轴 摆 放 H/A Ey [EX HE LE 
个 顶点 置 于 y- 轴 的 负 半 轴 上 . 类 似 地 ， 将 mm 个 顶点 分 开 后 分 别 置 于 xz- 轴 的 正 半 轴 和 xz- 轴 的 负 半 轴 
E. 当 连 接 +- 轴 上 的 顶点 和 y- 轴 上 的 顶点 时 产生 了 4 类 交叉 ， 将 这 4 类 交叉 加 在 一 起 得 到 


«Kos P JE Ji Zerankiewieztios4. 


Beck A FE CA HM REI UL) Guy 1969 ]UER 了 它 的 历史 ). Kleitman[ 1970] 对 minin, m}<6 的 
情况 证 明了 这 个 结论 . 借助 于 计算 机 搜索 ，Woodall[1993] 扩 展 了 他 的 结果 ， 得 到 最 小 的 未 知情 况 


m(m= 1) 
5 


另 一 侧 ， 将 所 有 的 边 直 接 穿 过 沟 架 . 这 种 作 图 有 |(”) (7 ) 次 交叉 ， 但 是 很 容易 将 它 前 减 掉 一 个 央 


是 Kran 和 Ko.o. 根据 Kleitman 的 结果 ，Guy[1970] 证 明了 vK m.n) > 


距离 上 界 不 远 (习题 26). 

交叉 数 的 另 一 个 一 般 下 界 有 一 个 显著 的 几何 应 用 ，Erd5s-Guy[1973] 中 对 该 上 界 提 出 了 猜想 , 
我 们 的 证 明 是 基于 归纳 法 的 ， 妈 推广 定理 6. 3. 14 中 对 下 界 的 论证 . 习题 8. 5. 11 中 有 一 个 好 的 概率 
证 明 ， 此 外 Pach-Teth[1997] 中 还 有 一 个 更 强 的 结果 . 

* 6.3. 16 定理 (Ajtai-Chvital-Newborn-Szemeredi[1982]，Leighton[1983]) 设 人 是 简单 图 4# 
X <(G) 二 4n(G)， 则 OSO /nG)?. 

证 明 4 m=e(G)ifi n=n(G), En LAA « 

基本 步骤，m<5n( 这 包含 了 顶点 个 数 不 超 过 11 的 所 有 简单 图 ). 注意 ， 如 果 4<a<5 则 (a 一 3) 三 


Fiat Bit mmo. Aat. 我 们 得 到 (m ng D s CERBEREIRUR ， 


归纳 步骤 : i11. 给 定 G 的 一 个 最 优 作 图 ， 其 中 每 个 交叉 在 删除 单个 顶点 得 到 的 图 中 出 现 了 
T hi R 1 Cm 一 da))3 " 2 d Gn dC)? 
n 一 4 IMB. EXTR S ep os PES n ox M OG 

由 凸 性 可 知 ， 这 个 下 界 不 小 于 将 所 有 顶点 的 度 替换 成 平均 度 后 的 结果 . BD (md) BS 


nGn —2m/ m. RATE AE (i D? (ai 4) (1 2). 因此 
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Aul (n= 2) m* 1 
(ml, U0-Dm" Ll 
T 54" Wn — DH —4) > 64 


“6.3.17 例 ( 下 界 的 取得 ) 定理 6. 3. 16 中 数量 的 阶 是 最 优 的 . 考虑 G= Konm, Eb 2m 是 


3 
m 
n?’ " 


n 的 售 数 ， 顶 点 的 总 数 为 mn， 边 的 总 数 逼近 于 251 (2) =m 由 于 ours UTR O< 
Pirimi in 
ae) gogo PIC HOO fF RERI 6. 3. 16 所 给 下 界 的 一 个 常数 倍 范围 内 . " 


应 用 定理 6. 3. 16 来 解决 组 合 儿 何 中 的 一 个 问题 . Erdos[1946] 间 ， 在 平面 上 的 个 点 构成 的 集 

合 中 能 出 现 多 少 个 单位 距离 ? 如果 这 些 点 都 出 现在 单位 网 格 中 ， 则 单位 距离 因 是 两 条 路 径 的 笛 卡 儿 

积 ， 这 大 约 得 到 (w 一 OVD) 条 边 .在 细 化 后 的 网 格 中 距离 原点 适当 距离 的 范围 内 选取 所 有 点 ，Erds 

得 到 了 大 约 nitoe ve* 个 单位 距离 。 这 个 数 的 增长 速度 是 超 线性 的 ， 但 是 比 oi Ce 是 任意 正 
HOW. 

Ecdos 还 证 明了 一 个 上 界 O02). RAFEH 1 SR A Me 

A Keo. ide, ALAR HT IS BOL. T EOL o ROC 8 (7? ) 对 项 

d(v) 

2 


d(v) 


$e). 由 于 2e vm ue. HL HEA BI ( 


AU SERED. HI| E 


(ey 这 两 个 不 等 式 放 在 一 起 即 得 到 我 们 需要 的 界 (习题 5. 2. 25 考虑 了 禁止 出 现 二 部 团 时 一 
般 的 最 大 化 边 数 这 个 问题 ). 

Spencer-Szemeredi-Trotter[1984] 用 数论 方法 论述 了 一些 线 与 某 点 集 内 的 点 之 间 的 关联 关系 
将 这 个 上 界 改 进 到 OG). Székely 运用 定理 6. 3. 16 对 这 个 界 给 出 了 一 个 简短 的 图 论证 明 . 

+ 6.3. 18 定理 (Spencer -Szemerédi_Trotter[ 1984]) ”在 平面 上 nn 个 点 构成 的 集合 中 至 多 存在 
4m43 对 距离 为 1 的 点 . 

证 明 (Székely[1997]) 在 保持 距离 为 1 的 点 对 数 不 变 的 情况 下 移动 一 些 点 或 者 一 些 点 对 ， 可 以 
保证 每 个 点 都 含 于 距离 为 1 的 一 个 点 对 中 ， 且 不 存在 如 下 的 两 个 点 彼此 仅 到 对 方 的 距离 为 1 如 
果 现 在 有 一 个 点 都 只 含 于 -个 单位 距离 点 对 中 ， 则 可 以 将 它 绕 其 配偶 点 旋转 直到 其 到 另 一 个 点 的 距 
离 也 为 1. 这样 就 将 问题 转化 成 如 下 情况 ， 对 任意 点 都 位 于 至 少 两 个 距离 为 1 的 点 对 中 

设 是 一 个 最 优 的 -点 结构 ， 其 中 有 9 个 单位 距离 点 对 . 由 得 到 一 个 图 G， 不 是 用 单位 距离 
点 对 作为 边 ， 而 是 绕 每 个 点 画 一 个 单位 圆 .如 果 P 中 的 一 个 点 到 中 的 其 他 个 点 的 距离 为 1， 则 
这 个 点 就 将 相应 的 贺 划 分 成 了 k EEI. 共 得 到 2g EI. 这 些 弧 即 是 无 图 图 G 的 所 有 边 . 

由 于 两 点 可 能 同时 位 于 两 个 (但 不 会 是 3 个 ) 单 位 圆 上 ， 故 G 可 能 有 二 重 边 但 没有 更 高 的 重 数 . 
我 们 将 重复 的 一 条 边 删除 即 得 到 一 个 至 少 有 g 条 边 的 简单 图 G'. 可 以 假定 9 之 4n， 香 则 定理 要 求 的 


界 已 经 成 立 了 . 
由 于 这 些 弧 位 于 个 单位 圆 上 ， 因 此 它们 不 会 产生 太 多 的 交叉 ,每 对 圆 最 多 交叉 两 次 .因此 ， 


我 们 而 出 的 G 最 多 有 2(”) 次 交叉 ， 由 定理 6.3.16，G 至 少 有 gun 次 交叉 ， 这 两 个 不 等 式 放 一 


起 即 得 到 gtn". a 
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具有 更 高 亏 格 的 表面 { 选 学 ) 

我 们 不 青 考虑 在 平面 内 最 小 化 交叉 次 数 ， 而 是 改变 使 用 的 表面 来 避免 交叉 . 这 类 似 于 修建 天 桥 
和 普 蒂 叶 式 的 立交 桥 而 不 是 建立 交通 信号 灯 . 地 球 的 表面 是 球面 ， 在 讨论 中 更 方便 的 做 法 是 考虑 在 
球面 上 的 作 图 而 不 是 在 平面 上 的 作 图 . 正如 注 记 6. 1. 27 所 述 ， 这 两 种 方法 是 等 价 的 . 

为 避免 在 表面 上 产生 边界 ， 我 们 通过 在 球面 上 挖 两 个 孔 然后 用 一 个 管 连接 这 两 个 孔 来 添加 一 个 
XH. 拉 伸 这 个 管 并 上 庄 缩 球面 ， 我 们 就 得 到 一 个 形 如 油 炸 圈 饼 的 表面 . 


Se 


6.3.19 定义 手柄 是 连接 一 个 表面 上 的 两 个 孔 的 管 . 环 面 是 在 球面 上 添加 一 个 手柄 得 到 的 
kh. 

从 拓扑 学 的 角度 看 ， 环 面 与 带 有 一 个 手柄 的 球面 是 一 样 的 ， 即 其 中 一 个 表面 可 以 经 过 连续 形变 
得 到 另 一 个 表面 2 . 

个 较 大 的 图 可 能 有 很 多 交叉 ， 因 而 需要 更 多 的 手柄 . 对 任意 的 图 ， 添 加 足够 多 的 手柄 再 将 图 
画 在 球面 上 即 可 消除 所 有 的 交叉 ， 最 后 得 到 一 个 嵌 人 . 当 添 加 一 定数 其 的 手柄 时 ， 我 们 并 不 关心 具 
体 如 何 添加 ， 因 为 拓扑 学 的 一 个 基本 结果 告诉 我 们 : 对 于 在 球面 上 添加 相同 数量 的 手柄 得 到 的 两 个 
表面 ， 可 以 从 其 中 一 个 经 过 连续 形变 得 到 另 一 个 . 

6.3.20 定义 ”在 球面 上 添加 一 些 手 柄 得 到 了 新 的 表面 ， 其 亏 格 是 所 添加 的 手柄 的 个 数 ， 我 们 
将 亏 格 为 的 表面 记 为 Sy, 图 的 亏 格 是 使 得 G EBRA S, 上 的 最 小 7 值 . REM EL FUIS OR 
0、1、2 的 表面 上 的 图 分 别称 为 可 平面 图 、 环 面 图 和 双环 面 图 (具有 两 个 手柄 的 面 称 为 双环 面 ). 

可 平面 图 的 理论 以 某 种 方式 可 以 扩展 到 可 嵌入 更 高 亏 格 表面 的 图 上 . 为 了 对 这 些 内 容 有 所 了 
解 ， 我 们 仅 对 此 作 简略 的 讨论 . 在 具有 大 亏 格 的 表面 上 绘制 大 图 是 很 难 的 ， 即 使 是 在 纽 结 (Ss ) 上 上 
从 局 部 上 看 ， 表 面 就 像 一 张 平 铺 的 纸 .为 了 画图 ， 我 们 想 将 整个 表面 放 平 ， 为 此 我 们 必须 对 表 而 进行 
切割 . 如 果 我 们 记 住 切割 得 到 的 边 应 该 如 何 放 同 去 重 构 整个 表面 ， 就 可 以 用 一 些 纸 片 来 描述 表面 . 首 

6.3.21 8). 环 面 的 组 合 分 解 . 


=p e. 


将 封闭 的 管 进 行 一 次 切割 ， 得 到 一 个 圆柱 ; 然后 沿 圆柱 体 的 长 度 方向 将 它 切 开 ， 将 它 展开 成 一 
个 长 方形 . 将 长 方形 的 各 边 做 上 标记 ， 以 表明 如 何 将 它 粘 回 去 . 做 上 同样 标记 的 两 侧 是 “重头 的 ”… 

记 住 重奏 的 地 方 是 很 重要 的 ， 因 为 在 表面 上 的 一 个 嵌入 可 能 要 与 这 样 一 个 切割 交叉 当 一 条 边 
到 达 长 方形 的 一 条 边界 时 ， 这 条 边 实际 上 到 达 了 假想 的 这 个 切割 的 一 个 侧面 . 如 果 这 条 边 与 切割 交 
X. 那么 实际 上 它 在 另 一 条 重合 的 边界 的 相应 点 上 合并 . 长 方形 的 四 个 * 角 "对 应 表面 上 两 次 切割 都 
通过 的 那 一 个 点 . 


O 有 有 -个 笑话 就 源 于 此 ， 这 个 笑话 是 说 拓扑 学 家 就 是 分 不 清油 炸 峰 饼 和 矣 啡 标的 区 别 的 人 
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上 述 思想 正确 得 到 了 Ks 、Ks.3 和 Kr WERA. 


对 于 具有 更 高 的 亏 格 的 表面 ,切割 时 具有 一 定 的 灵活 性 ， 但 是 为 了 将 表面 放 平 必须 对 每 个 手柄 
进行 两 次 切割 . 通常 ,我 们 将 手柄 表示 成 表面 的 一 些 “大 "这样 就 使 得 这 种 分 割 在 插 孔 的 地 方 有 一 
个 公共 点 . 

6.3.22 例 (双环 面 的 平 铺 ) 下 面 的 图 是 双环 面 的 多 边 形 表示 . 对 它 进行 切割 等 价 于 在 某 个 点 
处 添加 一 些 圈 直到 形成 一 东 圈 的 1 - 面 嵌入 . 一 般 来 讲 ， 为 了 将 Sy 平 铺 ， 需 要 通过 某 个 点 进行 2y 次 
un. 

记录 每 次 切割 时 产生 的 边界 会 得 到 S, 的 47- 边 形 表示 ， 沿 顺 时 针 方 向 访问 这 个 多 边 形 的 边界 相 
当 于 依次 访问 每 次 切割 产生 边界 ,我 们 也 可 以 使 用 逆 这 个 概念 来 记录 一 次 切割 ， 这 是 指 按 相反 的 方 
向 访问 这 次 切割 产生 的 边界 . 

由 于 我 们 沿 着 单个 面 的 边界 在 行进 ， 因 此 位 于 我 们 左 侧 的 东西 总 是 在 墙 上 ， 每 条 边 都 要 沿 着 它 
行进 一 次 然后 再 沿 它 返 回 . 对 于 这 里 的 例子 ， 访 问 的 结果 是 apiai 'By eas p! 

任意 表面 S, 可 以 平 铺 成 o Bay! Br ++ ayByay "By 1 的 形式 . 其 他 形式 的 平 铺 结果 是 由 其 他 切 
割 方法 得 来 的 一 一 即 对 2Y 个 图 构 成 的 球 东 进行 不 同 的 嵌入 . 比如， 双环 面 也 可 以 表示 成 边界 为 
aBY6a !g y !à 1 的 一 个 八 边 形 . 


Bo, By 


ie 


az a 


6.3.23 注 记 (S, 上 的 欧 拉 公式 ) 一 个 2 - 胞 腔 指 的 是 这 样 一 个 区 域 ， 其 中 任意 一 条 闭合 曲线 都 
可 以 经 过 连续 形变 收缩 成 一 个 点 ,一 个 2 - 胞 腔 嵌 入 是 每 个 区 域 都 是 2- 胞 腔 的 嵌入 . 对 连通 图 在 Sy 
上 的 2- 胞 腔 柑 人 ， 欧 拉 公 式 可 以 推广 成 : 

n—et+/=2—2y. 

Hea, Kr 在 环 面 (y>= 1) 上 的 嵌入 有 7 顶点 、21 条 边 、14 Pi, HA 7 一 21 十 14=0. 对 S, 的 

欧 拉 公式 的 证 明 类 似 于 平面 上 的 情况 ,但 是 需要 对 1- 顶 点 图 这 个 基本 步骤 格外 小 心 . 它 需 要 证 明 将 


表面 平 铺 (这 就 是 含有 一 个 顶点 和 一 个 面 的 图 的 一 个 2- 胞 腔 嵌 入 ) 需 要 2y 次 切割 . a 
6.3.24 引 理 KASS, 上 的 任意 简单 平面 图 最 多 有 3(n 一 2 十 27) 条 边 . 
WEBB 习题 35. " 


注意 ，K; 在 环 面 (y=1) 上 的 嵌入 满足 引 理 6.3. 24 并 使 得 等 号 成 立 ， 因 为 Kr 的 环 面 谋 入 的 每 


[267] 
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个 面 都 是 3- 边 形 . 于 是 Kr 是 一 个 极 大 环 面 图 . 改写 e<3(n 一 2 十 27) 可 以 得 到 需要 添加 的 手柄 数 的 
下 界 ， 这 些 手柄 的 添加 使 得 G 可 以 嵌入 到 所 得 表面 上 ; 因此 Y(G) 宇 1 十 (e 一 3n)/6. 

由 引 理 6. 3. 24 得 到 S, 上 类 似 于 四 色 定理 的 结论 . 

6.3.25 定理 (Heawood 公式 一 一 Heawood[1890]) 如 果 G TARAF S,O>0Ł, H O< 
L7+ VIF 4B8y) /2]- 

证 明 $ c=(7 十 VIT487)/2. 只 要 证 明了 能 够 岩 人 到 Sy 上 的 任意 简单 图 有 一 个 顶点 的 度 至 
多 为 c 一 1， 就 可 以 通过 对 n(G) 用 归纳 法 得 出 X(G) 的 这 个 界 . 由 于 AGOS 对 顶点 数 最 多 为 “的 任 
意图 均 成 立 ， 故 只 需 考虑 n(c 的 情况 . 

我 们 用 引 理 6. 3. 24 证 明 平 均 度 (当然 也 是 最 小 度 ) 最 多 为 “一 1. 下 面 的 第 二 个 不 等 关系 可 以 马 
上 从 y>0 和 n>c 得 到 . 由 于 c 满 足 c? 一 7c 十 (12 一 127) 二 0， 因此 有 c 一 1=6 一 (12 一 127)/c， 故 平 
均 度 满足 上 界 要 求 . 


2e < 6(n=2 42M) Cu BY g, m 
n n < 


当 y=0 时 ， 这 里 给 出 的 这 个 关键 不 等 式 不 成 立 ， 因 此 对 可 平面 图 来 讲 这 里 的 论述 是 无 效 的 ， 
尽管 7=0 时 公式 简化 为 x(G) 三 4. 证明 Heawood 的 界 是 最 优 的 涉及 将 Kn HRA BIS, 上 ， 其 中 
Y=『(n 一 3)(n 一 4)/121 根据 n BE12 的 余数 类 ， 证 明 过 程 可 以 分 成 多 种 情况 来 讨论 CK; 是 简单 情况 
的 第 一 个 实例 ). 这 个 证 明 是 由 Ringel-Youngs[1968] 完 成 的 ， 最 后 形成 了 ( Map Color Theorem )3X Ak 
书 (Ringel[1974]). 

考虑 了 Sy 上 的 着 色 问 题 之 后 ， 我 们 自然 就 要 问 到 底 哪 些 图 可 以 嵌入 到 S, E. 在 可 平面 图 的 众 
多 特征 刻画 中 ， 最 重要 的 是 Kuratowski 定理 (定理 6.2.2) 和 Wagner 定理 (习题 6. 2.12). 在 任意 表 
面 上 ， 可 氢 人 性 在 删除 或 者 收缩 一 条 边 后 均 得 以 保持 . 因此 ， 对 于 可 岩 入 性 ， 每 个 表面 都 有 一 系列 
的 “ 子 式 - 极 小 ”反例 . Wagner 定理 是 说 平面 上 这 种 反例 序列 是 {Ka,: ，Ks5}， 任 意 不 可 平面 图 都 以 其 
中 之 一 作为 子 式 . 

对 于 环 面 ， 已 知 的 被 禁止 的 极 小 子 式 有 800 多 个 . 对 任意 表面 ， 这 个 序列 是 有 限 的 ， 这 个 结论 
可 以 从 下 面 这 个 更 一 般 的 论述 中 得 出 (Kuratowski 定理 中 的 细 分 关系 使 得 这 个 序列 是 无 穷 的 ). 

6.3.26 定理 (图 子 式 定理 一 一 Robertson -Seymour[1985]) ”由 图 构成 的 任意 一 个 无 穷 序 列 中 ， 
必 有 某 个 图 是 另 一 个 图 的 子 式 . a 

这 可 能 是 图 论 中 已 知 的 最 难 的 定理 . 完整 的 证 明 ( 没 有 借助 计算 机 ) 超 过 了 500 页 ， 它 分 布 于 20 
多 篇 论文 中 ， 这 一 系列 的 论文 中 有 一 些 是 在 2000 年 以 后 发 表 的 . 该 定理 衍生 出 很 多 关于 图 的 结构 
和 计算 复杂 性 的 结果 . 该 定理 的 证 明 过 程 涉 及 的 技术 开辟 了 图 论 的 一 些 新 领域 . 这些 技术 的 某 些 方 
面 以 及 它们 与 图 子 式 定理 的 证 明之 间 的 关系 将 在 Diestel[1997] 所 著 教 材 的 最 后 一 章 中 给 出 ， 
习题 
6.3.1 (一 ) 给 出 一 个 多 项 式 时 间 算法 ， 它 以 任意 可 平面 图 为 输入 ， 并 产生 该 图 的 一 个 真 5- 着 色 . 
6. 3.2 (一 ) 如 果 图 G 的 任意 子 图 有 一 个 度 至 多 为 的 顶点 ， 则 称 G 是 h- 退 化 的 . 证 明 : (ERE AG 

化 图 是 可 外 十 1- 着 色 的 . 
6.3.3 (一 ) 用 四 色 定 理 证 明 任意 外 可 平面 图 是 可 3- 着 色 的 . 
6.3.4 (一) 确定 Ke.2.2.2. Kia Petersen 图 的 交叉 数 . 
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6.3.5 
6.3.6 


6.3.7 


6.3. 10 


6.3.11 


6.3.12 


6.3.13 


使 用 四 色 定理 ,证 明 : 任意 可 平面 图 可 以 分 解 成 两 个 二 部 图 . CHedetniemi[ 1969], Mabry[ 1995] 
不 使 用 四 色 定理 ,证 明 : 顶点 数 不 超 过 12 的 任意 可 平面 图 是 可 4- 着 色 的 . 由 此 证 明 : 边 数 
不 超过 32 的 任意 可 平面 图 是 可 4- 着 色 的 . 

COD 及 是 一 个 可 平面 三 角 剖 分 中 的 一 个 构 形 (定义 6.3.2). 设 2- 连 通 图 刀 ' 是 如 下 得 到 的 
A: 对 环 上 的 顶点 的 相 邻 顶点， 用 度 对 它们 作 标记 ; 然后 删除 环 上 的 顶点 . 证明: 万 可 以 
从 万 "重新 得 到 . 

在 一 个 可 平面 三 角 剖 分 中 构造 一 个 环 大 小 为 5 的 构 形 ， 使 得 每 个 内 部 顶点 的 度 至 少 为 5 H 
内 部 顶点 不 止 一 个 . 

〈 十 ) 证 明 : 环 的 大 小 不 超过 4 的 任意 可 平面 构 形 是 可 约 的 (提示 : 环 是 一 个 分 离 环 . 证 明 ; 
如 果 有 更 小 的 三 角 剖 分 是 可 4- 着 色 的 ， 则 G 的 所 有 C- 因 有 着 色 方 案 且 可 以 使 得 这 些 着 色 方 
案 在 C 上 的 着 色 是 一 致 的 ). (BirkhoffL1913]) 

Grótzsch 定理 [1959]( 参 见 Steinberg[1993]，Thomassen[1994a]) 说 的 是 : 三 角形 无 关 的 任 
意 可 平面 图 G 是 可 3- 着色 的 . 因此 a(G) 2 n(G) /3. Steinberg-Tovey[1993] 证 明了 a(G) > 
n(G)/3 总 成 立 . 考察 由 G4 构成 的 图 族 来 证 明 上 述 界 是 最 优 的 ，CGx 定义 如 下 : G1 是 5- 环 ， 
其 顶点 依次 是 w，ze ，zl，y ，zi. 对 k>1，Gs 是 在 G4- 1 中 添加 三 个 顶点 trs yes ze 和 
五 条 边 zt 1 mx，xztyt，ytzt，ztyt-1，zkzt-2 得 到 的 图 .Ga 如 下 面 左 侧 的 图 所 示 ， 
(Fraughnaugh[ 1985]) 


n 四 E] 
= =. ] 

KSS 

“uana ono 


如 下 定义 可 平面 图 的 一 个 序列 . 令 G i Ci. 对 wn 二 1， 在 G1 的 基础 上 添加 一 个 4- 环 将 
Gu 1 围 起来， 并 令 新 添加 的 这 个 环 的 每 个 顶点 与 之 前 的 外 部 面 的 两 个 相继 的 顶点 分 别 邻 
接 ， 这 样 构造 得 到 的 图 就 是 G,. Gs 如 上 面 右 侧 的 图 所 示 . WEA: 如果 n 是 偶数 ， 则 Cu 的 
任意 真 4- 着 色 将 每 种 颜色 恰好 用 在 个 顶点 上 . (Albertson) 

(不 使 用 四 色 定 理 ， 证明 : 任意 外 可 平面 图 是 可 3- 着 色 的 . 由 这 个 结论 证 明 艺 术 室 定理 : 
如 果 把 一 个 艺术 室 设计 成 一 个 有 条 边 的 简单 多 边 形 ， 则 我 们 有 可 能 在 艺术 室 中 设置 [mn/3] 
个 保安 使 得 艺术 室内 部 的 任意 一 点 都 处 于 某 个 保安 的 监视 之 下 . 构造 一 个 确实 需要 Ln/3) 个 
保安 的 艺术 室 . (Chvital[1975]，Fisk [1978]) 


us. 


aesti. n € 


一 个 有 墙 的 艺术 室 是 一 个 多 边 形 外 加 一 些 弦 构 成 ， 这 些 弦 称 作 * 墙 "， 它 们 将 某 些 项 点 连接 
起 来 . 每 个 位 于 内 部 的 墙 都 有 一 个 微小 的 开口 ， 这 些 开口 称 作 “ 门 口 ”. 站 在 门口 的 保安 可 
以 看 见 这 两 个 相 邻 房间 里 的 任何 东西 ,但 是 没 站 在 门口 的 保安 则 不 能 透 过 墙 看 到 另 一 侧 的 


le 
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东西 . 确定 最 小 数 :， 使 得 对 于 含有 个 顶点 的 任意 有 墙 艺术 室 ， 有 可 能 设置 1 个 保安 使 得 
艺术 室内 部 的 任意 一 点 都 处 于 某 个 保安 的 监视 之 下 . CHutchinson[ 1995], Kündgen[ 1999) 
(十 ) 证 明 :- -个 极 大 可 平面 图 是 可 3- 着 色 的 当 且 仅 当 它 是 欧 拉 图 (提示 : 对 充分 性 ， 在 
n(G) 上 用 归纳 法 . 选择 适当 的 一 对 相 邻 顶点 或 者 三 个 相互 邻接 的 顶点 ， 然 后 用 适当 的 边 进 
行 替换 ). (Heawood[1898]) 
(DER: 简单 外 可 平面 图 的 项 点 可 以 划分 成 两 个 集合 ， 使 得 每 个 集合 的 诱导 子 图 都 是 若 
十 条 路 径 的 不 相交 并 (提示 : 以 到 某 固定 顶点 的 距离 的 奇偶 性 来 定义 划分 ).(Mihek[1983]， 
Akiyama-Era-Gervacio-Watanabe[1989], Goddard[1991]) 
(一 ) 证 明 : 4- 维 立方 体 Q4 是 不 可 平面 的 . 将 它 分 解 成 两 个 同 构 的 平面 图 ， 因 此 Q 的 厚度 
H2. 

"tZ 


WEN). Ky 的 厚度 至 少 刘 | eL 通过 找到 一 个 有 8 个 顶点 的 自 补 可 平面 图 来 证 明 : 在 上 述 


结论 中 ， 等 号 对 Ks 成 立 ( 注 ， 除 Ke 和 Ki 的 厚度 为 3 之 外 ， 厚 度 都 等 于 | 二? 对 于 
n> 10 时 厚度 的 上 界 ，Beineke-Harary[1965] 给 出 了 n5 4. mod 6 的 情况 ， 而 Alekseev - 
Goneakov( 1976148 Hi T n=4 mod 6 的 情况 ). 

将 Ko 分 解 成 两 两 同 构 的 三 个 可 平面 图 ， 

证 明 ， 和 如果 G 的 摩 度 为 2， 则 G12. 利用 下 面 的 两 个 图 证 明 ， 当 G 的 厚度 为 2 时 ， 
X( 人 可 以 达到 9. CT. Sulanke) 


CD 对 于 偶数 和 比 (r 一 2)?/2 大 的 s， 证明: Ks 的 厚度 为 /2. (Beineke -Harary -Moon 
[1964]) 

确定 v( Ki1,2.2.2) 并 用 它 计算 VO 22.2 

证 明 ，Ks,2.2 没 有 具有 15 条 边 的 可 平面 子 图 . 用 它 给 出 v( Ks.2.2) 之 2 的 另 一 个 证 明 ， 

ik M, 是 由 C, 按照 如 下 方式 构造 得 到 的 图 : 在 C, 中 添加 连接 相对 顶点 (n 是 偶数 时 ) 或 者 
近似 相对 顶点 (n 是 奇数 时 ) 的 边 . SAIC FAM, 是 3- 正 则 的 ; nA 是 奇数 ，M， 
是 4- 正则 的 .确定 VOM, ). (Guy-Harary[1967]) 

图 PETRA AO Cn]. iA js 0 bij | SA). 证 明 : 成 是 一 个 极 大 可 半 面 图 . 利 
用 到 的 一 个 平面 嵌入 ， 证明: PL) — n—4. (Harary-Kainen[1993]) 

(十 ) 对 任意 正 整数 4， 构造 一 个 可 以 撒 入 到 环 面 上 的 图 使 得 它 嵌 人 平面 时 至 少 有 次 交叉 
(提示 : 仅 需 一 个 很 容易 被 描述 清楚 的 环 面 图 族 ; 用 命题 6. 3. 13). 
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《D 当 前 ， 人 们 猜想 Kad | e [EA] 2 Iz]. rane Kon mre 


奇数 . 证 明 这 个 猜想 对 Km+1. 也 成 立 . (Kleitman[1970]) 
CL) (BAL m 和 是 奇数 . 证 明 : 对 Km, 的 任意 作 图 ， 相互 交叉 的 边 的 对 数 的 奇偶 性 是 相同 
的 (我 们 只 考虑 每 对 边 最 多 交叉 一 次 的 作 图 ， 并 且 有 公共 端点 的 边 不 算 交叉 ). 据 此 得 出 结 
论 : 如 果 普 一 3 和 一 3 能 被 4 整除 ， 则 v(K.,) 是 奇数 ; 否则 是 偶数 . 
假设 ”是 奇数 . 证 明 : 对 于 K, 的 任意 作 图 ， 相 互 交 叉 的 边 的 对 数 的 奇偶 性 是 相同 的 . 据 
此 得 出 结论 : 如 果 n 模 8 的 余数 是 1 或 3， 则 v(K,) 是 偶数 ， MIR n BE 8 的 余数 是 5 或 7、 
则 v(K,) 是 奇数 . 
(DD 现在 已 知 当 m<min{5. 2} HAT Cm IC.) = GO 722 n vy(Ki 口 Cw) 二 3n t JE CLA 
a) 找 出 一 个 平面 作 图 来 建立 上 述 两 个 结论 的 上 界 . 
DEH: «CS [1C Z2. GR: 找 出 Ks,3 的 三 个 细 分 使 得 它们 一 起 恰好 将 每 条 边 使 用 
WYO. 

令 fO) Knnn). 

ny? 
DEM: KaD fosa (7) . 


DIEI: (G2 72 H (Kas) <3. HEB: S (OG 2 <7 B 9 (Ga 15. 

c)3] RG 6. 3. 26 GO EI T. CO rP f) F 9E 28 DW (3/200 n! + On). JH b RH JE HE TE A OD > 
n (n= 1) /6 来 改进 这 个 下 界 . 

dco SJ Sent 0008). HEE GEL fi qon OG. (提示 : 有 一 种 构造 法 


将 该 图 嵌入 到 由 面体 上 ， 推 广 它 得 到 Ki.m., 的 一 个 构造 法 另外 再 用 K。 的 一 种 构造 法 ， 
推广 它 得 到 K,.…." 的 一 个 构造 法 . ) 
C ) 将 某 个 3- 正 则 非 二 部 简单 图 嵌入 到 环 面 上 使 得 每 个 面 都 具有 偶数 长 度 . 
(* ) 假 设 大 于 等 于 9 且 它 不 是 素数 也 不 是 某 个 素数 的 2 倍 . 构造 一 个 有 ?个 顶点 的 6- 正 
则 环 面 图 . 
(* ) 图 在 表面 上 的 嵌入 是 正则 的 ， 如 果 该 嵌入 的 所 有 面具 有 相同 的 长 度 . 构造 Kia Kas 
和 Ks.3 在 环 面 上 的 一 个 正则 嵌入. 
Co ) 对 亏 格 y， 证 明 欧 拉 公 式 ， 对 于 图 在 Sy 上 的 一 个 2- 胞 腔 嵌入 ， 其 项 点 数 、 边 数 和 面 
数 满足 n 一 e 十 /二 2 一 27. 据 此 得 出 结论 : 可 嵌入 到 S, 上 的 -顶点 简单 图 最 多 有 3(" 一 2 十 
27) 条 边 . 
COM S, 上 的 欧 拉 公 式 ， 证 明 : YOK au 22. HME n3 时 Y(K3,3,n) 的 确切 值 . 
(* ) 对 任意 正 整 数 k， 用 高 亏 格 表面 上 的 欧 拉 公式 证 明 : 存在 可 平面 图 G 使 得 XGUK024. 


ee 


7.1 线 图 和 边 着 色 


我 们 已 经 讨论 了 关于 顶点 的 许多 问题 ， 其 实 对 于 边 有 许多 相似 的 问题 . 独立 集 包含 不 邻接 的 项 
点 ; 匹配 包含 “不 相 邻 的 " 边 . 顶点 着 色 将 所 有 顶点 划分 成 一 些 独立 集 . 于 是 也 可 以 将 所 有 边 划分 成 
euo. 这 两 对 问题 通过 线 图 (定义 4. 2. 18) 可 以 关联 在 一 起 . 这 里 我 们 重复 线 图 的 定义 ,以 强调 
重新 回 到 对 含有 多 重 边 的 图 的 讨论 中 来 . 我 们 用 “ 线 图 "和 L(G) 而 不 是 用 " 边 图 ”"， 这 是 因为 ECOG) 已 
经 用 来 表示 边 集 了 . 

7.1.1 X G 的 线 图 ， 记 为 1((3)， 是 一 个 简单 图 ， 它 的 顶点 是 G 的 所 有 边 并 且 ef€E(1.(G)) 
只 要 e 和 /在 G 中 有 一 个 公共 顶点 . 


G L(G) 


图 G 中 一 些 关 于 边 的 问题 可 以 表述 成 二 (G) 中 关于 顶点 的 问题 . 当 扩展 到 所 有 简单 图 后 ， 项 点 
的 问题 可 能 更 困难 . 但 如 果 我 们 解决 了 顶点 问题 ， 则 可 以 将 顶点 的 结果 应 用 到 L(G) 上 来 解决 原来 
G 中 的 关于 边 的 问题 . 

在 第 1 章 中 ， 我 们 研究 了 欧 拉 回路 . G 中 的 一 条 欧 拉 回路 产生 线 图 1(G) 中 的 一 个 生成 环 (习题 
7. 2. 10 表明 其 逆 命 题 不 成 立 ). 在 7. 2 节 中 我 们 将 讨论 一 般 图 的 生成 环 . 正如 附录 B 中 所 讨论 的 ， 
这 个 问题 在 计算 上 是 非常 困难 的 . 

在 第 3 章 中 ,我 们 研究 了 匹配 .G 中 的 一 个 匹配 变 成 了 上 L(G) 中 的 一 个 独立 集 . 因此 a (G) = 
a(L(G)) ,而 在 图 中 研究 a' 就 相当 于 在 线 图 中 研究 a 在 一 般 的 图 中 计算 a 往往 比 在 线 图 中 计算 a 要 
困难 . 3. 1 节 对 二 部 图 考察 了 这 个 问题 ， 我 们 在 附录 B 中 考察 了 这 个 问题 的 一 般 情 况 . 

在 第 4 章 中 ， 我 们 研究 了 连通 性 . Menger 定理 对 所 有 图 给 出 了 连通 性 与 内 部 不 相交 路 径 之 间 的 
最 小 -最 大 关系 . 将 这 个 定理 应 用 到 线 图 上 ， 可 以 对 所 有 图 证 明 边 -连通 性 与 边 不 相交 的 路 径 之 间 类 
似 的 最 小 -最 大 关系 . 

在 第 5 章 中 ， 我 们 研究 了 顶点 着 色 . 对 边 进行 着 色 使 得 同色 类 是 一 些 匹配 等 同 于 线 图 中 的 真 硕 
点 着 色 ,因此 ， 边 着 色 是 顶点 着 色 的 特例 ， 因 此 可 能 比较 简单 . 我 们 将 在 本 节 中 讨论 边 着 色 . HR 
图 的 顶点 着 色 的 形式 表达 出 来 ， 我 们 的 主要 结果 是 一 个 能 在 常数 时 间 内 计算 出 XCH) 的 算法 ， 其 中 
要 求 H 是 简单 图 的 线 图 . 

线 图 这 个 概念 揭示 了 本 章 要 讨论 的 边 着 色 和 生成 环 这 两 个 问题 . 我 们 先 来 分 别 讨论 它们 ，7. 3 
节 将 讨论 二 者 间 的 相互 联系 以 及 它们 与 可 平面 图 之 间 的 联系 . 

在 应 用 线 图 的 算法 时 ， 需 要 知道 G 是 否 是 一 个 线 图 . 我 们 有 一 些 很 好 的 算法 来 对 此 进行 测试 . 
这 些 算法 都 利用 线 图 的 特征 . 关于 这 些 特征 ， 我 们 推迟 到 本 节 的 最 后 讨论 . 

边 着 色 
在 例 1.1. 11 rp, 我 们 给 出 了 一 个 顶点 着 色 的 例子 ， 其 中 要 求 安 排 参 议院 各 委员 会 会 议 的 日 程 . 
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当 要 安排 日 程 的 对 象 是 成 对 的 基本 元 素 时 就 出 现 边 着 色 的 问题 . 

7.1.2 例 (Kz 的 边 着 色 ) 对 于 有 27 个 队 的 体育 联合 会 ， 我 们 打算 安排 比赛 日 程 ， 要 求 每 两 个 
队 之 间 有 一 场 比赛 ,但 是 每 个 队 每 周 最 多 只 有 一 场 比赛 . 由 于 每 个 队 要 与 其 余 2 一 1 个 队 进行 比 
赛 ， 因 此 整个 赛季 至 少 要 持续 2n 一 1 周 . 每 周 要 进行 的 比赛 构成 一 个 匹配 . 我 们 要 想 将 整个 赛季 安 
排 在 2n—1 周 内 当 且 仅 当 可 以 将 E(Kz) 划 分 成 2n 一 1 个 匹配 . 由 于 Kan dé 2 一 1- 正 则 的 ， 因 此 划 
分 中 的 匹配 都 是 完美 匹配 . 

下 图 是 对 这 个 问题 的 解 的 描述 . 将 一 个 顶点 放 在 中 间 ， 将 其 他 2n 一 1 个 顶点 放 在 其 周围 形成 一 
圈 ， 并 将 这 些 顶 点 看 成 是 模 28 — 1 的 同 余 类 . 根据 定理 2. 2. 16， 如 果 两 个 同 余 类 前 后 相继 ， 则 这 两 
个 同 余 类 的 差 是 1; 如 果 二 者 之 间 还 有 一 个 同 余 类 ， 则 差 为 2， 等 等 . 因此 ， 差 可 以 达到 "一 1. 26 
为 i 的 边 共 有 2n 一 1 R, 1Si<n—1. 


任意 匹配 包含 每 个 差 值 类 中 的 一 条 边 ， 外 加 一 条 与 中 心 点 相关 联 的 边 . 我 们 用 粗 ( 黑 ) 边 给 出 了 这 样 
-个 匹配 . 旋转 画面 (得 到 了 细 实 线 构成 的 匹配 ) 又 得 到 n 条 新 的 边 ， 它 们 也 包含 每 个 差 值 类 中 的 一 

条 边 和 一 条 与 中 心 点 关联 的 边 . 2 一 1 次 旋转 操作 即 得 出 所 求 的 匹配 ， 因 为 这 些 匹配 所 含 的 各 个 差 
值 类 中 的 边 互 不 相同 并 且 所 含 的 关联 到 中 心 点 的 边 也 不 同 . L] 

7.1.3 定 义 G 的 一 个 k- 边 着 色 是 一 个 标号 映射 /: EE(G) 一 S， 其 中 | S| 一 人 (通常 ， 我 们 设 
S=[k]). 这 些 标号 称 为 颜色 . 具有 同一 颜色 的 边 构成 同色 类 . 一 个 人 - 边 着 色 是 真 的 ， 如 果 相互 关联 
的 边 具有 不 同 的 标号 ， 即 每 个 同色 类 是 一 个 匹配 . 一 个 图 是 可 本 边 着 色 的 ， 如 果 它 有 一 个 真 天 边 着 
E. X IE BIG 的 边 - 色 数 X'(G) 是 使 得 G 是 可 人 - 边 着 色 的 最 小 上 值 ， 

色 指数 是 X(G) 的 另 一 个 名 字 . 因为 有 公共 顶点 的 边 需 要 不 同 的 颜色 ， 故 X (OO ZACG). Vizing 
[1964] 和 Gupta[1966] 独 立地 证 明了 : 如 果 G 是 简单 图 ， 则 ACG) + 1 种 颜色 就 足够 了 .这 是 本 小 节 
的 主要 目标 .L(G) 中 的 一 个 团 是 由 G 中 两 两 相交 的 一 些 边 构成 的 集合 . 如 果 G 是 简单 图 ， 这 样 一 些 
边 在 G 中 构成 一 个 星 形 或 三 角形 (习题 9). 简单 图 的 线 图 构成 遗传 类 ， 关 于 这 个 遗传 类 ，Vizing 定 
理 即 为 X(H)<w( H) 十 1; 因此 线 图 "几乎 "是 完美 的 . 

与 第 5 章 中 讨论 的 xX(G) 相 比 ， 重 边 对 XX(G) 的 影响 是 很 大 的 . 一 个 带 圈 的 图 没有 真 的 边 着 色 . 
“无 加 ”排除 了 圈 但 是 仍然 允许 有 重 边 . 

7.1.4 定义 ”在 具有 重 边 的 图 G 中 ， 如 果 忆 中 存在 m 条 以 和 y 为 端点 的 边 ， 则 我 们 称 顶 点 对 
a. y 是 重 数 为 m Hi. 我 们 用 (xy) 来 表示 这 个 顶点 对 的 重 数 ， 并 用 GO des G 中 边 的 重 数 的 
最 大 值 . 

7.1.5 例 (“ 胖 三 角形 ”") 对 于 带 有 重 边 的 无 圈 图 ,六 (G) 可 能 超过 ACG) + 1. Shannon[1949] 证 
明了 多 (G) 的 最 大 值 仅 用 A(G) 表 达 出 来 是 3A(G)/2( 参 见 定理 7. 1. 13). Vizing 和 Gupta 证 明了 xac 
A(G) 十 pw(G) ,其 中 p(G) 是 最 大 边 重 数 . 下 面 这 个 图 达到 这 两 个 界 ; 这 些 边 两 两 相交 ， 因 此 在 着 色 


时 需要 用 不 同 的 颜色 ; X/(G) = 3A(G)/2=A(G) + LG). 
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a 
7.1.6 注 记 ”我们 已 经 注意 到 XX(G) 宇 4(G). E: X (GAG) 一 1 也 很 容易 得 到 . 按照 某 种 


275) ”顺序 对 边 依次 着 色 ， 总 为 当前 的 边 分 配 具 有 最 小 标号 的 颜色 使 得 该 颜色 不 同 于 已 经 出 现在 与 当前 边 


邻接 的 边 上 的 颜色 . 由 于 任意 边 的 邻接 边 不 可 能 多 于 2(4(G) 一 1) 条 ， 故 所 用 颜色 不 超过 24(G) 一 1 种 
,这 个 过 程 刚 好 就 是 对 L(G) 的 顶点 进行 贪心 着 色 . 
XO = ALG SALGON+IS2AO—1. a 

对 于 二 部 图 ， 第 3 章 的 结果 改进 了 注 记 7. 1. 6 中 的 上 界 ; 而 且 ， 即 使 允许 有 重 边 ， 二 部 图 也 可 
以 取 到 平凡 下 界 . 另外 ， 还 有 一 个 好 算法 来 产生 二 部 图 G 的 真 4(G)- 边 着 色 . 

7.1.7 定理 (Kinig[1916]) — 4X GE — 8B, 8 XGA). 

证 明 推论 3.1. 13 表明 ， 任 意 正 则 二 部 图 太 有 一 个 1- 因子 . 在 4A(H) 上 用 归纳 法 即 可 得 到 一 
个 真 ACH)- 边 着 色 . 于 是 ， 只 需 证 明 :对 最 大 度 为 上 的 任意 二 部 图 G， 必 然 存在 一 个 大 正则 二 部 图 
H&&G. 

为 构造 这 样 一 个 二 部 图 ,首先 在 G 的 较 小 的 部 集中 添加 一 些 顶 点 ， 如 果 必要 ， 可 以 使 得 两 个 部 
集 的 大 小 相等 .如 果 所 得 的 图 G' 不 是 正则 的 ， 则 每 个 部 集中 均 有 度 小 于 上 的 顶点 ,以 这 样 两 个 顶点 
作为 端点 ， 添 加 一 条 边 .这 样 继续 添加 边 ， 直 到 图 变 成 -正则 的 ， 最 后 得 到 的 图 就 是 有 H. a 

对 于 正则 图 G， 用 A(G) 种 颜色 进行 真 边 着 色相 当 于 将 图 分 解 成 1- 因子 . 

7.1.8 定 义 将 正则 图 G 分 解 成 若干 个 1- 因子 的 分 解 称 作 G 的 一 个 下 因子 分 解 有 1- 因 子 分 
解 的 图 是 可 1- 因子 分 解 的 。 

奇 环 不 是 可 1- 央 子 分 解 的 ，X (Czm+1) 二 3 之 A(Czm+1). Petersen 图 也 需要 一 种 额外 的 颜色 ， 但 
仅 需 一 种 额外 的 颜色 . 

7.1.9 Bi Petersen 图 是 4- 边 色 的 ，Petersen[1898]) Petersen 图 是 3- 正 则 的 ， 可 3- 边 着 色 性 
需要 一 个 1- 内 子 分 解 . 删除 一 个 完美 匹配 后 剩 下 的 是 一 个 2- 因 子 ， 其 所 有 连通 分 量 都 是 环 ， 仅 当 
所 有 的 环 都 是 偶 环 时 ，1- 因 子 分 解 才 可 以 完成 . 

为 证 明 结论 ， 只 需 证 明 Petersen 图 的 每 个 2- 因 子 都 同 构 于 2Cs. 如 下 所 示 ， 考 察 由 两 个 5 - 环 及 
这 二 者 间 一 个 匹配 (那些 横 跨 边 ) 构 成 的 作 图 . 我 们 根据 2- 因 子 用 到 的 横 跨 边 的 条 数 来 分 情况 讨论 . 


(Petersen 图 中 ) 每 个 环 用 到 了 偶数 条 横 跨 边 ， 故 任意 2- 因 子 H 含有 偶数 条 横 跨 边 (假设 为 m 条 ). 


如 果 m=0( 左 图 )， 则 H=2C5. 
如 果 m= 二 2( 中 间 的 图 )， 则 这 两 条 横 跨 边 的 端点 要 么 在 内 环 上 不 相 邻 要 么 在 外 环 上 不 相 邻 .对 
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于 这 两 条 边 的 端点 在 其 上 不 相 邻 的 环 ， 其 余 三 个 顶点 使 得 该 环 的 5 AUB AP, RSH 
2- 因 子 相 矛 盾 . 

如 果 m= 二 4( 右 图 ). 申 于 那些 没有 用 到 的 横 跨 边 ， 这 两 个 环 上 的 某 些 边 必然 落 在 H 中， 这 些 边 
形成 一 个 2Ps ， 由 这 个 2Ps 得 到 的 2- 因 子 必然 是 2Cs. 

注意 ， 由 于 Cs 是 可 3- 边 着 色 的 ， 故 Petersen 图 是 可 4 - 边 着 色 的 . a 

现在 ， 我 们 来 考察 所 有 的 简单 图 . 我 们 用 A(G) 十 1 种 颜色 建立 一 个 真 A(G) 十 1- 边 着 色 ， 具 体 
做 法 是 : 逐条 边 进行 着 色 ， 直 到 得 到 G 的 一 个 真 4(G) 十 1- 边 着 色 . 这 个 算法 运行 起 来 非常 快 , 

7.1.10 定理 (Vizing[1964，1965]，Gupta[1966]) 如 果 G 是 简单 图 ， 则 X CGOSCACGO + 1. 

证 明 设 / 是 G 的 子 图 G 的 一 个 真 A(G) 十 1- 边 着 包 ， 如 果 G 天 G， 则 有 一 条 边 uv 没有 被 / 着 
f. 对 某 些 边 用 可 行 的 方式 重新 着 色 后 ， 可 以 对 该 着 色 方案 进行 扩充 使 得 它 包含 边 vw， 将 这 个 过 程 
称 为 扩 增 ,经 过 e(G) 次 扩 增 之 后 ， 得 到 G 的 一 个 真 ACG) 十 1- 边 着 色 . 

由 于 颜色 的 种 数 超过 了 A(G)， 因 此 每 个 顶点 都 有 一 种 颜色 未 出 现存 与 该 项 点 关联 的 边 上 . 设 
ao 是 未 在 顶点 “处 出 现 的 颜色 . 我 们 生成 “的 一 系列 相 邻 顶点 和 相应 的 一 系列 颜色 ， 假 设 这 一 系列 
顶点 以 w =v F th. 

设 w 是 未 在 顶点 w 处 出 现 的 颜色 . 假定 el YE u 处 出 现在 某 条 边 uva 上 ， 和 否则 可 以 在 ww 上 使 
用 颜色 a). 

设 az 是 未 在 顶点 vy 处 出 现 的 颜色 . 假定 az 在 上 处 出 现在 某 条 边 ww Eo BWE ww 上 用 az 
代替 ai. XX FORE w 用 在 ww 上 就 可 以 扩 增 这 个 着 色 方 案 . 

用 颜色 w 1 选择 好 uv 1 之 后 ， 设 w 是 在 v1 处 未 使 用 的 颜色 . 如 果 w 在 < 处 未 使 用 ， 则 我 
们 在 uvi 1 上 使 用 颜色 ai 并 将 颜色 wj 从 uv; 上 移动 到 wv; (EOS EI D. XX Hou T M e 
我 们 将 这 个 过 程 称 作 始 于 i 的 下 移 . 如 果 w 在 4 处 出 现 (在 某 条 边 uv; 上 )， 则 过 程 继续 . 


? 
aN a u 
me 


> 
m wee 

由 于 只 有 4A(G) 十 1 种 颜色 可 供 选 择 ， 故 我 们 选择 的 颜色 最 终 会 重复 (或 者 通过 下 移 完 成 了 扩 
增 ). 设 /是 满足 下 列 条 件 的 最 小 值 ， 它 使 得 未 在 v 处 出 现 的 颜色 位 于 序列 st，…，w 中 ， 设 相应 
的 颜色 为 as. 现在 ， 我 们 不 再 对 该 序列 继续 进行 扩展 ， 而 是 利用 这 个 重复 出 现 的 颜色 从 几 种 方式 中 
选取 一 种 来 完成 扩 增 . 

在 w 处 未 出 现 的 颜色 uk 也 未 出 现在 va- 1 处 ,但 它 出 现在 wwe 上. 如 果 ao 不 出 现在 vw Ak, W 
从 开始 下 移 并 将 ao 用 到 uv 处 ， 这样 就 完成 了 扩 增 . 因此 我 们 可 以 假定 ao 在 w 处 出 现 . 

Jib; 处 颜色 为 uv 的 边 ， 以 此 开始 ， 交 错 地 通过 颜色 为 ao。 和 a4 的 边 ， 可 以 得 到 一 条 极 大 路 径 
D. 我 们 断言 ， 只 存在 一 条 这 样 的 路 径 ， 因 为 在 每 个 顶点 处 最 多 只 有 一 条 具有 特定 颜色 的 边 与 之 关 
联 (忽略 还 未 被 着 色 的 那些 边 ). 为 了 完成 扩 增 ， 我 们 在 已 上 调换 颜色 ao。 和 ar， 并 根据 了 去 往 何 处 
来 选择 的 一 个 适当 的 相 邻 顶点 进行 下 移 . 

如 果 PSS v WEAK ve 时 通过 的 那 条 边 的 颜色 为 wo ， 然 后 沿 颜 色 为 ve 的 边 viu BGA wy 
并 终止 于 v&， 央 为 在 处 未 出 现 颜色 so. 在 这 种 情况 下 ， 我 们 从 v 开始 下 移 并 调换 王 上 的 颜色 (如 
左 图 所 示 ). 
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dn P Slikv, o MEA -1 时 通过 的 边 的 颜色 为 wo ， 并 终止 于 此 ， 因 为 颜色 ax 不 在 ve 1 处 
出 现 . 在 这 种 情况 下 ， 我 们 从 w- ! 开 始 下 移 并 将 颜色 ao 分 配给 uy, ,， 然 后 调换 已 上 的 颜色 (如 中 
间 的 图 所 示 )。 

如 果 PRR vr 和 we is WER IEF Gus wy vey ve -1) 之 外 的 某 个 顶点 . 在 这 种 情况 下 ， 我 
们 从 wi 开始 下 移 并 将 颜色 ao 分 配给 uv:， 然 后 调换 P 上 的 颜色 (如 右 图 所 示 ). 

对 每 种 情况 ， 这 种 修改 都 得 到 了 G + uv 的 一 个 真 A(G) 十 1- 边 着 色 ， 故 我 们 完成 了 所 求 的 
ym. 


> 
v v D v 


LET P aliku " 


对 于 简单 图 ， 现 在 对 于 X EUG a ORT fe Be . 

7.1.11 定 义 如 果 简 单 图 G 满足 X'(G) 一 A(G)， 则 称 它 是 第 一 类 ; 如 果 X(G) 一 ACG) 十 1， 则 
称 它 是 第 二 类 . 

一 般 来 说 ， 确 定 一 个 图 是 第 一 类 还 是 第 二 类 是 很 困难 的 (Holyer[1981]， 参见 附录 B). 因此， 
我 们 寻求 能 够 否定 或 肯定 可 A(G)- 边 着 色 性 的 一 些 条 件 ， 例 如 习题 24 一 27. 

“7.1.12 注 记 “对 于 第 一 类 财 ， 存 在 一 个 显然 的 必要 条 件 ， 并 且 人 们 现在 猜想 该 条 件 在 ACG) > 
将"(G) 时 也 是 充分 的 ， 在 习题 27(a) 中 可 以 看 到 : 如 果 G 的 共有 奇数 条 边 的 子 图 含有 过 多 的 边 ， 则 


它 将 成 为 可 A(G)- 边 着 色 的 障碍 . 简单 图 G 的 一 个 子 图 妃 是 超 游子 图 ， 如 果 n(H) 是 奇数 并 且 
2e(H)/(nCH) — 1) > AG), 

d UII C Chetwynd-Hihon[1986] 一 一 也 可 以 参见 Hilton[1989]) 是 说 : WR ACG) >n(G)/3, W) 
简单 图 G 是 第 一 类 当 且 仅 当 G 没 有 超 溢 子 图 . 从 Petersen 图 删除 一 个 顶点 后 得 到 的 图 表明 ， 在 
ACG) — nC) /3 时 该 条 件 不 是 充分 条 件 (习题 28). 

超 溢 猜 想 蕴涵 了 1- 因子 分 解 猜想 : 如果" 三 m( 或 者 r 宇 m 一 1， 如 果 m 是 偶数 )， 则 阶 为 2m 的 任 
意 - 正 则 简单 图 都 是 第 一 类 . 该 条 件 也 是 最 优 的 (习题 29). 

只 要 ACG) 充分 大 ， 这 两 个 猜想 的 结论 都 成 立 (Chetwynd -Hilton[ 1989], Niessen -Volkmann 
[1990], Perkovic-Reed[ 1997]. Plantholi 2001]. " 

如 果 GA HG. EX CG) <|3A(G) /2] Shannon 1949) H X (G)<A(G) + 4C) CVizing[ 1964, 
1965], Gupta[ 19667). 这 些 结论 是 从 下 面 Andersen{ 1977] Goldberg[1977，1984] 的 结果 得 出 来 的 
(习题 35) : 

XG) < max{A(G) vimax{ (d G2) + play) + p(yz) + 4c» ]] 


其 中 P={z，y，zEV(G): Y€ NCO TO NCO J.. 这 个 界 的 证 明 使 用 了 定理 7. 1. 10 中 的 方法 和 计数 方 
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法 . 为 了 演示 计数 方法 的 使 用 ， 我 们 用 Vizing 和 Gupta 的 结果 来 证 明 Shannon 定理 . 
“7.1.13 定理 (Shannon[1949]) ”如果 G 是 一 个 图 ， 则 x» AQ. 


证 明 设 k=X(G) 并 假定 k 宇 (3/2)4(G). 设 G'R& G PRE X (GO =k 的 极 小 子 图 . HFRS 
A(G) 十 j(G) (Vizing-Gupta)， 因 此 可 以 得 到 y(G') 宇 A(G)/2. Re 是 重 数 为 (GWAR, HH 
LIS EE 

设 / 是 G 一 e 的 一 个 真人 一 1- 边 着 色 . EG cem. x My 的 度 都 至 少 为 A(G) 一 1， 故 在 着 色 方 案 
了 下 至 少 有 (4 一 1) 一 (A(G) 一 1) 种 颜色 未 在 处 出 现 ， 在 y 处 类 似 . 因为 G' 不 是 可 一 1- 边 着 色 的 ， 
所 以 没有 在 这 两 处 都 不 出 现 的 颜色 . 将 用 在 端点 为 -，y 的 边 上 的 1G) — 1 种 颜色 加 在 一 起 即 可 得 到 

20k — A(G)) + (A(G)/2) — 1 20 — AD - GG) —1<k-1, 
Wik, k<(3/2)A(G). " 

最 后 ， 给 出 一 个 一 般 的 猜想 ， 它 类 似 于 超 溢 猜想 . 

*7.1. 14 猜想 (Goldberg[1973，1984]，Seymour[1979a]) MÆ X (GOSA) +2, W XG = 

e(H) 
wl mj 
线 图 的 特征 { 选 学 ) 

由 线 图 的 特征 可 以 得 到 一 些 好 的 算法 ， 用 来 测试 一 个 图 是 否 是 线 图 ; 而 且 ， 假 如 G 确实 是 线 
图 ， 我 们 还 可 以 找到 及 使 得 L(H)=G. 

7.1.15 例 为 了 说 明 我 们 的 一 些 想法 ， 我 们 证 明 下 面 最 右 侧 的 图 不 是 某 个 简单 图 的 线 图 ， 风 
第 图 G( 有 一 条 公共 边 的 两 个 三 角形 ) 是 掌 图 H( 一 个 爪 外 加 一 条 边 ) 的 线 图 . 经 过 仔细 分 析 ， 我 们 发 
现 唯 有 H 的 线 图 是 G， 并 且 对 应 G 中 度 为 2 的 顶点 的 边 必然 是 用 虚线 表示 的 那 两 条 边 . 

最 右 侧 的 图 在 G 中 添加 了 一 个 顶点 ， 并 使 得 该 顶点 只 与 G 中 度 为 2 的 顶点 相 邻 . 这 样 的 图 不 是 
线 图 ， 因 为 无 法 在 H 中 添加 一 条 边 使 得 它 与 虚线 边 都 有 公共 端点 ， 但 与 实 线 边 都 没有 公共 端点 . 


G= LH) H 不 是 线 图 " 

我 们 第 一 个 特征 刻画 就 是 将 线 图 的 绘制 过 程 形 式 化 . MEGLO M H 是 简单 图 ， 则 满足 
dG) 22 的 任意 vE VCH "^k G 中 的 一 个 团 Qu ， 团 中 的 顶点 对 应 于 H H5 v 关联 的 边 ， 这 些 团 
构成 对 E(G) 的 一 个 划分 ， 而 且 每 个 顶点 e€ V(G) 属 于 两 个 团 ， 这 两 个 财 刚好 是 由 e€ E(H) 的 两 个 
端点 产生 的 . 

比如 ,如果 G 是 风筝 图 ， 则 可 以 将 E(G) 划 分 成 三 个 团 (一 个 三 角形 和 两 条 边 ). 每 个 顶点 最 多 
BOR EIC. 这 三 个 财 对 应 于 掌 图 中 度 至 少 为 2 的 三 个 顶点 . 上 面 右 侧 的 图 没有 这 样 一 个 划分 . 

7.1.16 定理 (Krausz[1943]) ”对 于 简单 图 G，L(H) 二 G 有 解 当 且 仅 当 G 可 以 分 解 成 完全 子 图 ， 
使 得 G 的 每 个 顶点 最 多 出 现在 该 分 解 所 得 的 两 个 完全 子 图 中 . 

证 明 上 面 的 讨论 已 经 得 到 该 条 件 的 必要 性 . 注意 ， 如 果 G=L(CH)， 则 G 中 仅 属于 所 定义 的 
一 个 团 的 那些 顶点 是 H 中 关联 到 叶 顶 点 的 边 对 应 的 顶点 - 


(279 


280 


224 BE 


为 了 证 明 充 分 性 ， 设 S, ，…，S 分 别 是 这 些 完 全 子 图 的 顶点 集 . 我 们 构造 H 使 它 满足 G= 
LCH). G 的 孤立 点 变 成 了 H 的 孤立 边 . 因此 ， 假 定 (1. Buy. u ÆG PRF S, 
S, 之 一 的 所 有 顶点 (如 果 有 的 话 ). 为 序列 A 二 Si ，…，Sk ，{vi}，*…，{w} 内 的 每 个 集合 在 H h4 
配 一 个 顶点 ， 并且 妞 中 的 两 个 顶点 相 邻 仅 当 相应 的 两 个 集合 相交 . 

G 中 的 每 个 项 点 恰好 在 4 中 的 两 个 集合 中 出 现 ， 且 没有 两 个 顶点 出 现在 相同 的 两 个 集合 中 . 因 
此 所 是 简单 图 县 G 中 的 每 个 顶点 对 应 H 中 的 一 条 边 inso fe G 中 相 邻 ， 则 它们 一 起 出 现在 某 
个 Si 中 ,这 时 H 中 相应 的 边 共 享 由 S; 确定 的 顶点 . Ak, G=LCH). a 

Krausz 给 出 的 特征 刻画 不 能 直接 得 到 测试 线 图 的 一 个 高 效 算法 ， 因 为 可 能 的 分 解数 量 太 多 无 
法 全 部 测试 . 下 一 个 特征 刻画 只 测试 固定 大 小 的 子 结构 ， 因 此 得 到 一 个 好 算法 . 根据 下 面 的 定义 ， 
可 以 判断 G 中 的 三 角形 是 奇 的 还 是 偶 的 . 

THB, MRM EVG., | NCOQVOD | 是 奇数 . 

工 是 偶 的 ， 如 果 对 任意 vEV(G)，| NG0QVCD | 是 偶数 . 
诱导 得 到 的 风筝 图 称 为 双 三 角 ， 它 由 共享 一 条 边 的 两 个 三 角形 构成 且 不 位 于 共享 边 上 的 两 个 顶点 是 
不 相 邻 的 ， 

7.1.17 定理 (van Rooij 和 Wil[1965]) ”对 于 简单 图 G， IL(H) 二 G 有 和解 当 且 仅 当 G RAR 
的 ， 并 且 @G 的 任意 双 三 角 不 包含 两 个 奇 三 角 . 

证 明 ”必要 性 . GLH). 设 e 是 G 中 的 顶点 ， 其 相 邻 顶 点 为 r>，>，z; 于 是 ,e 在 日 中 对 
应 的 边 e lr, y, 都 关联 . 由 于 e 在 HH 中 只 有 两 个 端点 ， 因 此 +，y，z 中 必 有 两 条 边 在 其 中 一 
个 端点 处 关联 到 <。， 于 是 这 两 条 边 在 G 中 是 相 邻 的 . 这 样 ， 爪 形 不 可 能 成 为 G 的 诱导 子 图 . 

对 于 另 一 个 条 件 ， 我们 在 例 7. 1. 15 中 看 到 : G 中 双 三 角 的 顶点 必须 对 应 于 H 中 掌 形 的 边 . 特 
别 地 ，G 的 这 两 个 二 角形 中 有 一 个 三 顶点 对 应 于 H 中 的 一 个 三 角形 的 边 . 这 个 三 角 撒 一 定 
ALB. DOS H 中 只 与 三 角形 的 一 个 : 联 的 任意 边 都 恰好 与 三 角形 的 两 条 边 共享 一 个 项 点 . 
因此 ， 存 G 的 任意 双 三 角形 中 ， 至 少 有 一 个 三 角 是 偶 的 

充分 性 . 设 G 满 足 定理 给 定 的 条 件 . 可 以 假定 G 是 连通 的 ， 和 否则， 我 们 将 下 面 的 构造 应 用 到 每 
个 连通 分 是 上 即 可 . 下 面 的 这 种 情况 很 特殊 : G 是 无 爪 形 的 并 且 某 个 双 王 角 的 两 个 三 角形 都 是 偶 的 . 
只 存在 三 个 这 样 的 图 (习题 38). 这 里 ， 我 们 只 考虑 一 般 的 情况 ， 即 G 的 任意 双 二 角 恰好 有 一 个 奇 志 
fti 

根据 定理 7.1. 16， 只 需 将 G 分 解 成 完全 子 图 并 使 得 任意 顶点 只 在 其 中 两 个 完全 子 图 中 出 现 . 
4 S. S 是 G 中 所 有 非 偶 三 角形 极 大 完全 子 图 ; 令 Tus ons Ti 是 属于 某 个 偶 三 角形 但 不 属 
于 任何 奇 三 角形 的 所 有 边 . 我 们 断言 ， 这 些 完全 子 疼 和 边 一 起 构成 了 所 求 的 分 解 B. 


T, 
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每 条 边 都 在 某 个 极 大 完全 子 图 中 出 现 ; 但 是 ， 在 顶点 个 数 大 于 3 的 完全 子 图 中 ， 每 个 三 角形 都 
是 奇 三 角形 . 因此 序列 中 的 每 个 T, RS TIERS 中 ; HAS, 和 Sr 没有 公共 边 ， 因 为 G 没有 双 三 
角 使 得 它 的 两 个 三 角形 都 是 奇 三 角 . 因此 ，B 中 的 子 图 两 两 之 间 没 有 公共 边 . 

如 果 CE E(G)， 则 “在 某 个 S, 中 ,除非 包含 的 瞧 一 极 大 闭 是 一 个 偶 三 角形 . 在 这 种 情况 下 ， 
REDT, ， 因 为 不 允许 有 双 三 角 使 得 它 的 两 个 三 角形 都 是 奇 三 角形 . 因此 四 是 边 集 的 一 个 划分 
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还 需要 证 明 ， 任 意 vEC 最 多 只 在 其 中 的 两 个 子 图 中 出 现 . B vlAT A. B, CEB, A, B. 
C 无 公共 边 意 味 着 vv 有 三 个 相 邻 项 点 +7，y，z， 且 其 中 每 个 顶点 只 属于 {A，B， CO) 之 一 . HE GR 
有 诱导 爪 形 ， 央 此 可 以 假定 z+*y. 由 于 A，B，C 没有 公共 边 ， 故 三 角形 vey 不 可 能 是 B 的 成 员 . 
因此 它 必 是 一 个 偶 三 角形 . 因此 ，z 必然 另外 还 有 了 唯一 一 条 边 连 到 vry b. 假定 ror Hepy 但 
Jk. 现在 由 类 似 的 讨论 知道 zur 也 是 一 个 偶 三 角形 . 这 样 我 们 有 一 个 双 三 角 ， 它 的 两 个 三 角形 都 是 
fü cfe. a 

定理 7.1.17 与 下 面 这 些 用 禁 几 子 图 刻画 的 特征 很 接近 . 

7.1.18 定理 (Heineke[1968]) 简单 图 C 是 某 个 简单 图 的 线 图 当 且 仅 当 C 不 含 下 面 9 个 线 图 中 
的 任意 一 个 作为 诱导 子 图 . 


A DEO? 
POOP 


证 明 巾 定理 7.1.17， 只 需 证 明 : 在 所 列 的 图 中 ， 除 了 扑 形 以 外 的 其 他 八 个 图 是 所 含 双 三 角 

的 两 个 三 角形 都 是 奇 三 角形 的 所 有 顶点 - 极 小 于 爪 形 图 . 每 个 这 样 的 图 都 有 一 个 双 三 角 和 另外 的 一 
个 或 两 个 顶点 ， 这 些 顶 点 在 两 个 三 角形 上 有 一个 或 三 个 相 邻 顶点 因而 使 得 两 个 三 角形 都 是 奇 三 角 
JE . 这 个 列表 的 完备 性 的 详细 证 明 是 习题 40 要 求 的 内 容 . a 
7.1.17 和 7.1.18 tM Ae S P He RO URGE PE MIA G 是 否 为 线 图 的 一 些 算法 这些 算法 

i Mi] RS nCGOB ALIUS . 存在 一 个 线性 时 间 算 法 (Lehot[ 1974... fe 6 RRR 
eo ASA HEL CHD = Ge 如 果 避 没有 连通 分 其 是 三 角形 ， 则 疼 H 是 唯一 的 (习题 0. 


7.1.1 COR UB bi Pb. EE X COO)f i LCD. 


Ax Pb 


1.2 《给 出 “个 明确 的 边 着 色 方案 来 证 明 XQD = (Qe). 

1.3 (OME CIK: 的 边 色 数 . 

(一 ) 找 出 X €) 一 个 不 等 式 使 之 能 表达 成 OA a (GOMER - 
(一 ) 证 明 : Petersen 图 是 LOK ) 的 补 图 . 

.1.6 (下) 在 Petersen [Eg ARIE Pr. WE = IB 19 TK - 

LLT (OME P; 是 否 为 一 个 线 图 . 如 果 是 . Rii HE LCD = Ps. 
7.1.8 (一 ) 证 明 : LOGS = Kin Kn. 


7.1.9. BEG ROS. 证 明 : 上 L(G) 的 一 些 顶 点 构成 一 个 团 当 且 仅 当 G 中 对 应 的 边 有 一 个 公共 端点 


(283) 
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.10 


au 


17 


.18 
.19 
.20 


.21 


«22 


.23 


或 形成 一 个 三 角形 ( 注 : 因此 ，w(L(G))=A(G)， 除 非 A(G) =2 且 G 的 一 个 连通 分 量 是 二 
角形 ). 

设 G 是 没有 孤立 顶点 的 简单 图 . 证 明 : 如 果 上 L(G) 是 连通 正则 的 ， 则 要 么 G 是 正则 的 要 么 
G 是 同一 部 集中 的 项 点 具有 相同 度 的 二 部 图 . (Ray-ChaudhuriL1967]) 

(0 设 G 是 简单 图 . 


DEBES L(G) 中 的 边 数 是 Yn (RE 


DEH: G 同 构 于 L(G) 当 且 仅 当 G 是 2- 正 则 的 . 

设 G 是 连通 的 简单 图 . 由 习题 7. 1. 11 中 的 (a) 确 定 <(L(G)) 一 <(G) 何 时 成 立 - 

(+ ) 证 明 ， 习 题 7. 1. 1 中 左 侧 的 图 是 唯一 满足 LOS G 的 简单 图 2. (Albertson) 

(1) 设 G 是 一 个 k- 边 连通 简单 图 . 证 明 : L(G) 是 人 -连通 的 并 且 是 2k 一 2- 边 连通 的 (提示 : 
对 于 1.(G) 的 最 小 边 荐 [S，5]， 描 述 它 在 G 中 对 应 什么 ， 并 用 G 的 顶点 对 其 中 的 边 进行 
计数 ). 

(DAH Tune 1- 因 子 定理 ,证 明 : 阶 为 偶数 的 任意 连通 线 图 都 有 完美 匹配 . 据 此 得 出 结 
论 ， 大 小 为 偶数 的 简单 连通 图 的 边 可 以 划分 成 若干 条 长 度 为 2 的 路 径 ( 注 : 习题 3. 2. 22 R 
明 ， 任 意 无 爪 形 的 连通 图 均 有 完美 匹配 ;但 是 该 结果 更 强 同时 也 比 这 里 的 结论 更 难 ). 
(Chartrand-Polimeni-Stewart[1973]) 

(x ) 设 G 是 简单 图 . EH: y LGG), HP y(G) 表 示 G 的 亏 格 (定义 6. 3. 20). 
(D. Greenwell) 


计算 下 面 这 个 图 的 真 6- 边 着 色 的 方案 数 . 


bed 


CD BH — 1 OB SF 8 EX’ CK.) = ACD. 

(1 证 明 ， 对 于 任意 简单 二 部 图 G， 存 在 一 个 包含 G fl ACGO -正则 简单 二 部 图 H. 

OR D 是 一 个 有 向 图 (可 以 合 圈 )， 并 且 对 所 有 ve V(D) 均 有 d* Cod Ald Co sd. 证 
Wp. EC(D) 中 的 边 可 以 用 d 种 颜色 进行 着 色 ， 使 得 进入 一 个 项 点 的 边 具 有 不 同 的 颜色 ， 并 
且 从 一 个 顶点 出 去 的 边 也 有 不 同 的 颜色 (提示 : 将 有 向 图 转换 成 可 以 应 用 已 知 结论 的 另 一 
个 对 象 ). 

定理 7.1.17 的 算法 证 明 . 设 G 是 最 大 度 为 & 的 一 个 二 部 图 . 令 /是 G HFA H 的 一 个 真 
RU E. 设 uv 是 不 在 H 中 的 一 条 边 . 找 出 一 条 路 径 使 得 两 种 颜色 在 其 上 交替 出 现 ， 由 
此 证 明 : 三 经 改动 后 可 以 扩张 到 万 十 ww 上. 得 出 结论 ，X (C) 一 A(G). 

在 一 个 适当 的 图 上 使 用 Brooks 定理 ， 证明: 如果 G 是 满足 A(GC)=3 的 简单 图 ， 则 G 是 
可 4- 边 着 色 的 ( 注 : 这 个 结果 是 Vizing 定理 的 特殊 情况 ; 不 要 用 Vizing 定理 来 证 明 该 
结论 ). 

CHR KCp，g) 是 每 个 部 集 均 有 4 个 顶点 的 户 部 图 . 设 G[ HI] 表 示 合 成 操作 ， 即 ， 将 G 中 


O G 是 满足 要 求 的 另 - -个 图 .一 一 译 者 注 
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7.1. 24 


7.1.25 


的 每 个 顶点 扩张 成 H 的 一 个 拷贝 . 注意 ， 当 d EB a BE. K, o — KG» [Kus]. 

a) 证 明 : 如 果 G 可 以 分 解 成 F 的 若干 个 拷贝 ， 则 GL Km] 可 以 分 解 成 FR n) 的 若干 个 拷 
TL. 另 证 明 :“G 可 以 分 解 成 的 生成 拷贝 "这 个 关系 是 传递 的 . 

b) 偶 数 阶 的 团 可 以 分 解 成 一 些 1- 因 子 . 奇数 阶 的 团 可 以 分 解 成 一 些 生成 环 . 由 这 两 个 结论 
Aa), WEH: 如 果 pq 是 偶数 ， 则 K(p，g) 可 以 分 解 成 一 些 1- 因 子 . (Hartman[1997]) 

(D 设 G 和 HH 是 非 平 凡 简单 图 . 由 Vizing 定理 证 明 : X CH) = ACH) MH X (GOH) = 

A(GOH). 

简单 图 的 笛 卡 儿 积 的 Kotzig 定理 . 

a) 利 用 Vizing EFE, 证明: X (GDK:)=ACGDK2). 

DRG, Go 是 两 个 无 公共 边 的 图 ， 它 们 的 顶点 集 均 为 V; Hi, Ho 是 两 个 无 公共 边 的 图 ， 
它们 的 顶点 集 均 为 W. WEHA: (Gi UG2) CM U H0 =(Gi 2) U(G2 OM). 

c) 利 用 (a) 和 (b)， 证 明 : 如 果 G 和 所 都 有 1- 因 子 , 则 X(GDH)=A(GODHR)( 注 : 由 此 得 
到 一 个 结果 ， 即 Petersen 图 和 它 自身 的 积 是 第 一 类 ， 这 个 结论 不 能 由 习题 7. 1. 24 得 到 , 
在 本 题 中 ， 每 个 因子 都 不 必 是 第 一 类 ; 而 在 习题 7. 1. 24 中 ，G 不 必 有 1- 因子 ). (Kotzig 
[1979], J. George[1991]) 

(0 设 G 是 有 制 点 的 正则 图 ， 证明: X (AC. 

X'(G) 二 A(G) 的 密度 条 件 . 

a) 证 明 ， 如 果 n(G)=2m+1 F e(G)>m * A(G), W XGA). 

b) 证 明 ， 如果 G 是 从 具有 2m 十 1 个 项 点 的 人 正则 图 中 删除 少 于 人 2 条 边 之 后 得 到 的 图 ， 则 
X (GO 二 4A(G)， 

中 证 明 ， 如果 GG 是 由 具有 2m 个 顶点 且 度 至 少 为 2 的 正则 图 细 分 某 条 边 之 后 得 到 的 图 ， 则 
X(G)>AG). 

(* —) iE]: Petersen 图 没有 超 滋 子 图 . 

从 2Kw 的 每 个 连通 分 量 中 删除 一 条 边 ， 然 后 在 两 个 连通 分 量 之 间 添 加 两 条 边 以 保持 原 有 

的 正则 性 ， 将 这 样 得 到 的 m 一 1 正则 连通 图 记 为 G. 证 明 ， 如果 m 是 大 于 3 的 奇数 ， 则 G 

不 是 可 1- 因 子 分 解 的 .( 注 : 这 说 明 1- 因 子 分 解 猜想 ( 注 记 T. 1. 12) 是 最 优 的 ). 


Cx DACUÉ fii 1- IF 2 Ma i GEI 7. 1. 12). 

a) 证 明 : 在 偶数 阶 的 正则 图 中 ,一 个 诱导 子 图 是 超 滋 的 当 且 仅 当 由 其 余 顶 点 诱导 的 子 图 是 
dran. 

bod G 是 具有 超 溢 子 图 的 2m 阶 上 正则 简单 图 ,证明 : 如 果 六 是 奇数 ， 则 ens MR m Jf 
数 ， 则 一 m 一 1. 

给 定 图 G 的 一 个 边 着 色 ， 设 c( 直 表示 在 与 关联 的 边 上 出 现 的 不 同 颜色 的 种 数 . 在 G 的 所 


有 人- 边 着 色 中 ， 使 得 c(z) 达 到 最 大 值 的 着 色 是 最 优 的 . 


E 
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a) 证 明 : 如 果 连 通 分 量 都 部 不 是 奇 环 ， 则 G 有 一 个 2- 边 着 色 使 得 这 两 种 颜色 都 在 每 个 度 
大 于 等 于 2 的 顶点 处 出 现 (提示 : 应 用 欧 拉 回路 ). 
boi f EG 的 一 个 最 优 k- 边 着 色 ， 其 中 颜色 a 在 xEV(G) 处 至 少 出 现 两 次 而 颜色 /在 x 处 
不 出 现 . UH EG 中 由 着 上 颜色 a 或 6 的 边 组 成 的 子 图 . 证 明 : H 中 包含 的 连通 分 
量 是 一 个 奇 环 ; 
ORG 部 图 . 由 (b) 得 出 结论 ，G 是 可 4(G)- 边 着 色 的 ( 注 : 由 此 也 可 以 得 到 Vizing 定 
理 的 一 个 证 明 ). (Fournier[1973]) 
设 G 是 一 个 最 小 度 为 k 的 二 部 图 . 证 明 : G 有 一 个 k- 边 着 色 使 得 在 任意 顶点 v 处 每 种 颜色 
Hy BR dC) / Elek] dC) /k Jc CH HEELS BO. (Gupta[1966]) 
由 Vizing 定理 证 明 : 最 大 度 为 4 的 任意 简单 图 有 一 个 “公平 的 "的 A 十 1- 边 着 色 ， 妈 每 种 
Bii E BEJE T [e6 00 / CA - 1 e CC) / CA 0 Jc BU YE E £& . (de Werra[ 1971]. McDiarmid 
[1972]) 
由 Petersen 定理 (任意 2k- 正 则 图 有 一 个 2- 因 子 一 一 定理 3. 3. 9) EBA: WMR G E EAR. 
W x € «3[400/2]. 
(一 XW(G) 的 界 . 4 P (s y. 2€ VG: y€ NGOQ NCO). WEH: 下 面 的 最 后 一 个 界 
CAndersen[ 1977], Goldberg 1977, 1984D 48 i T IRL T- 9E . 
X (3) |3A(G)/2 |; CShannon( 1949]) 
X (GG) AG) + p(G) i CVizing[ 1964 1965) .Gupta[ 1966) 


XG) max | ACG) «max E D dO) + ao} ;COre[1967a]) 


XO max | ACG) max $d + pry) + ple) 4 4c». 


CEA NAB, WEW 1(Kv) 是 唯一 满 足下 列 的 条 件 的 图 ， 它 是 (7) 阶 的 24 一 4- 正 则 简单 图 


且 图 中 不 相 邻 的 顶点 有 4 个 公共 的 相 邻 顶点 而 相 邻 的 顶点 有 "一 2 个 公共 的 相 邻 顶点 ( 注 ， 
当 a=8 时 ， 另 外 还 有 三 个 图 满足 这 些 条 件 ). (Chang [1959]，Hoffman[1960]) 
(十 ) 对 于 不 同时 等 于 4 的 整数 由 ，n， 证 明 L(K。.,) 是 唯一 满足 下 列 条 件 的 图 : 它 是 mn 阶 


的 4 由 一 2 正则 简单 图 ， 且 图 中 不 相 邻 的 顶点 有 两 个 公共 的 相依 顶点 ， 且 存在 n(7) 对 


相 邻 的 顶点 有 m—2 个 公共 的 相 邻 顶点 ， 且 存在 (7) 对 相 邻 的 顶点 有 ”2 个 公共 的 相 久 


BUNGE: X m=n=4 时 ,另外 还 有 一 个 图 满足 条 件 一 一 Shrikande[1959]).(Moon[1963]， 
Hoffman[1964]) 

(* ) 设 G 是 一 个 无 扑 形 的 连通 简单 图 且 它 有 一 个 双 三 角 H 使 得 其 中 的 每 个 三 角形 部 是 偶 
0G. 证 明 : G 是 下 面 三 个 图 中 的 一 个 ， 并 得 到 结论 : G 是 线 图 ( 注 : 这 就 完成 了 定理 
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7.1.39 COMPE 末 的 一 个 Krausz 分 解 是 将 ECH) 划 分 成 一 些 团 使 得 刀 的 每 个 顶点 最 多 在 其 中 
两 个 团 中 出 现 . 
a) 证 明 : 对 连通 简单 图 H，H 的 具有 一 个 公共 团 的 两 个 Krausz 分 解 是 相同 的 . 
b) 在 习题 7.1.38 中 的 图 中 ， 分 别 找 出 互 不 相同 的 Krausz 分 解 . 
中 证 明 ; 除 Ks 外 ,没有 其 他 连通 简单 图 有 不 同 的 Krausz 分 解 (利用 习题 7. 1. 38 和 定理 
7.1.17 的 证 明 ). 
d) 得 出 结论 : Kis 和 Ks 的 线 图 是 同 构 的 ， 并 且 它 们 是 唯一 一 对 具有 同 构 线 图 的 互 不 同 构 
的 连通 简单 图 . (Whitney[1932a]) 
7.1.40 Cx ) 通 过 证 明 下 面 的 结论 来 完成 定理 7. 1. 18 的 证 明 : 无 诱导 爪 形 的 简单 图 有 一 个 双 三 角 使 得 
其 中 两 个 三 角形 都 是 奇 三 角形 当 且 仅 当 该 图 含有 定理 中 列 出 的 其 他 8 个 图 之 一 作为 诱导 子 图 . 


7.2 哈密 顿 环 


哈密 顿 环 是 首先 由 Kirkman[1856] 研 究 的 ， 并 得 名 于 William Hamilton 先生 . 哈密 顿 发 明了 十 
二 面体 图 上 的 一 个 游戏 ， 游 戏 由 一 个 游戏 者 指定 图 中 的 一 条 5 -顶点 路 径 ， 而 另 一 个 游戏 者 必须 将 
它 扩张 成 一 个 生成 环 .这 个 游戏 以 “旅行 者 的 十 二 面体 "为 名 称 在 市 场 上 销售 ， 木 质 的 那 一 款 用 20 
个 重要 的 城市 来 命名 顶点 . 


7.2.1 定义 哈密 顿 图 是 有 生成 环 的 图 ， 生 成 环 也 称 为 哈密 顿 环 . 

20 世纪 70 年 代 以 前 ， 对 哈密 顿 环 的 研究 兴趣 一 直 集 中 于 与 四 色 问 题 的 关系 上 (7. 3 W). 后 
来 ， 对 它们 的 研究 受到 了 实际 应 用 和 复杂 性 方面 问题 (附录 B) 的 推动 . 

到 目前 为 止 ， 哈 密 顿 图 还 没有 比较 容易 测试 的 特征 . 我 们 要 研究 哈密 顿 图 的 充分 必要 条 件 .是 
否 有 圈 和 重 边 都 没有 关系 . 一 个 图 是 哈密 顿 图 当 且 仅 当 将 图 中 的 非 圈 边 保留 一 个 备份 之 后 得 到 的 简 
单 图 也 是 哈密 顿 疼 . 于 是 ， 本 节 我 们 将 注意 力 限制 在 简单 图 上 当 讨论 到 与 顶点 度 相 关 的 条 件 时 ， 
这 是 很 有 关系 的 . 

关于 哈密 顿 环 更 多 的 资料 请 参考 Chvátal[ 19852]. 
必要 条 件 

任意 哈密 顿 图 都 是 2- 连 通 的 ， 因 为 删除 一 个 顶点 后 剩 下 的 子 图 有 一 条 生成 路 径 . 二 部 图 给 我 们 
提示 了 加 强 这 个 必要 条 件 的 一 种 方法 . 

7.2.2 例 (二 部 图 ) 二 部 图 的 一 个 生成 环 交替 地 访问 每 个 部 集 ， 因此 二 部 图 中 可 能 不 存在 这 样 
的 环 ， 除 非 它 的 两 个 部 集 大 小 相等 . 因此 ， 仅 当 m=n 时 Kw.* 是 哈密 顿 图 . 即 也 可 以 认为 哈密 顿 环 


在 每 次 访问 一 个 部 集 后 将 回 到 另 一 个 部 集 的 不 同 顶 点 - " 
7.2.3 命题 如 果 图 G 有 一 个 哈密 顿 环 ， 则 对 任意 非 空 于 集 SCV(G), 图 G 一 S 至 多 有 |S| 
个 连通 分 量 . 


ER 哈密 顿 环 离开 G 一 S 的 一 个 连通 分 量 后， 它 只 能 到 S 中 去 ， 而 且 从 不 同 连通 分 量 到 达 S 


区 
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时 肯定 使 用 S 中 的 不 同 的 顶点 . 因此 ，S 中 的 顶点 数 至 少 与 G 一 S 中 的 连通 分 量 一 样 多 . 


7.2.4 定 义 (HAE H 中 连通 分 量 的 个 数 . 

因此 ， 上 面 的 必要 条 件 是 : (G-9< | S| MHERMODASCV 成 立 . 这 个 条 件 确 保 了 G 是 2- 连 
通 的 (删除 G 的 一 个 顶点 后 至 多 剩 下 一 个 连通 分 量 ) ， 但 是 它 并 不 能 确保 存在 哈密 顿 环 . 

7.2.5 例 下 面 左 侧 的 图 是 一 个 二 部 图 ， 其 两 个 部 集 大 小 相等 但 是 它 不 满足 命题 7. 2. 3 中 的 
必要 条 件 ， 因 此 它 不 是 哈密 顿 图 . 


右 侧 的 图 表明 该 必要 条 件 不 是 充分 条 件 . 这 个 图 满足 必要 条 件 但 没有 生成 环 . 要 构成 生成 环 ， 
必须 使 用 关联 到 度 为 2 的 顶点 上 的 所 有 边 ， 但 是 在 这 个 图 中 ， 这 一 点 使 得 该 图 的 哈密 顿 环 需要 3 次 
通过 中 间 的 顶点 . 

Petersen 图 是 另 一 个 满足 必要 条 件 的 非 哈密 顿 图 . 我 们 在 例 7. 1. 9 中 证 明了 2Cs 是 Petersen 图 
的 唯一 2- 因子 ， 故 它 没有 生成 环 . L] 

“7.2.6 注 记 加强 一 个 必要 条 件 可 能 会 产生 一 个 充分 条 件 . 也许 对 每 个 割 集 S 要 求 | S | > 
2c(G 一 S) 会 确保 存在 生成 环 . WER GH | S| 三 te(G 一 S) 对 任意 割 集 SCV RE, WE G 是 4- 坚 
朝 的 .G 的 坚韧 度 是 使 得 G 是 -坚韧 图 的 最 大 : 值 . 例如 Petersen 图 的 坚韧 度 是 4/3( 习 题 23). 

由 命题 7. 2. 3， 了 哈密 顿 图 的 生成 环 要 求 图 的 坚韧 度 至 少 为 1. Chvatal[1973] 曾 猜想 ， 充 分 大 的 坚 
韧 度 是 充分 的 . 任何 比 1 大 的 坚韧 度 都 是 不 必要 的 ， 因 为 C, 本 身 是 1- 坚 韦 的 . 在 很 长 一 段 时 间 里 ， 
人 们 曾 认 为 ， 坚韧 度 2 是 充分 的 . Enomoto-Jackson-Katerinis-Saito[1985] 对 任意 6 >0 构造 了 一 个 坚 
PEH 2- 的 非 哈密 顿 图 . Ri. Bauer-Broersma-Veldman[ 2000] Hy #8 T — 9& 1 BE UE 9/4 的 非 
哈密 顿 图 . Chvátal € FAE BD IE AE FE 4 00 3x PAR y ETT IE . a 
充分 条 件 

使 得 六 顶点 图 成 为 哈密 顿 图 所 需 的 边 数 是 很 大 的 (习题 26 一 27). 如 果 有 一 些 条 件 能 够 确保 将 图 
中 的 边 * 分 散 " 开 ， 则 减少 边 数 也 能 确保 存在 哈密 顿 环 . 最 简单 的 这 样 一 个 条 件 是 最 小 度 的 下 界 : 
6(G) 宇 n(G)/2 是 充分 的 . 首先 要 注意 的 是 更 小 的 最 小 度 不 充分 . 

7.2.7 例 阶 分 别 为 [Cn 十 1/2WRLCn+1)/2| 的 有 一 个 公共 顶点 的 两 个 团 有 最 小 度 |(n 一 1)/2j， 但 
不 是 哈密 顿 图 (甚至 不 是 2- 连 通 的 ). 

对 于 阶 为 奇数 的 情况 ，、 具 有 同一 个 最 小 度 的 另 一 个 非 哈 密 顿 图 是 部 集 大 小 分 别 为 (n 一 1)/2 和 


(r+ /2 的 二 部 团 . 
通过 证 明 8(G) 宇 n(G)/2 使 得 图 中 必 出 现 生成 环 ， 可 以 证 明 具 有 个 顶点 的 非 哈密 顿 图 中 最 小 
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度 的 最 大 值 是 (mn 一 1)/2]. 
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7.2.8 定理 (Dirac[1952b]) 如 果 G 是 至 少 有 三 个 顶点 的 简单 图 且 8(G) 宇 n(G)/2， 则 G 是 哈密 
aH. 
证 明 顶点 个 数 至 少 为 3 这 个 条 件 是 必须 的 ， 因 为 K 不 是 哈密 顿 图 却 满足 CK) =n Kz) /2. 
证 明 过 程 使 用 反 证 法 和 极端 化 方法 . 如 果 有 一 个 非 哈密 顿 图 满足 假设 条 件 ， 则 添加 一 些 边 不 会 
减 小 最 小 度 , 因此， 可 以 用 最 小 度 至 少 为 n/2 的 “ 极 大 ” 非 哈 密 顿 图 ， 极 大 是 指 添加 一 条 边 将 任意 不 
相 邻 的 顶点 连 起 来 就 会 产生 一 个 生成 环 . 

WR Gh upu, W G 的 极 大 性 表明 G 有 一 条 从 4 一 vi 到 一 mm 的 生成 路 径 v1，…，v， 因 为 
Gt uv 的 每 个 生成 环 都 包含 新 添加 的 边 wv. 为 了 完成 证 明 ， 只 需 对 这 样 的 一 个 环 做 一 个 小 的 改动 ， 
使 得 它 不 使 用 边 vv， 这 样 我 们 在 G 中 找 出 了 一 个 生成 环 . 

在 这 条 路 径 上 ， 如 果 在 u 的 某 个 相 邻 顶点 后 面 直接 跟 了 一 个 w 的 相 邻 顶点 ， 比 如 we*uw+i 且 wm 
vis Wus Vitis vie2s tt ve vis vicis tns vDJE TIER. 


Li Tv T 


为 了 证 明 这 样 一 个 环 确实 存在 ， 定义 S= i were HI T= [is vev), REH SHT HA 

-个 公共 元 素 . 将 两 个 集合 的 大 小 作 和 得 
ISUTIHSNATI|=|S|+| T|= dlu) +d@ >n. 

SAT PRR AHS n. k| SUTI <n, 因而 | SOT | >1. 于 是 ,我 们 在 G 中 找 出 了 一 个 生成 
环 ， 这 得 到 了 一 个 矛盾 . 因此 ， 不 存在 满足 条 件 的 ( 极 大 ) 非 哈密 顿 图 . m 

Ore 注意 到 ， 上述 证 明 过 程 只 将 AG) (0) /2 用 来 证 明 dw) - dC >n. 因此 我 们 可 以 将 最 小 
度 为 n/2 这 个 条 件 弱 化 成 : 只 要 wj Wd Ca) + dC) Sn, FRAT FE AG G 是 极 大 非 哈 密 顿 图 ， 只 要 
G 十 uv 是 哈密 顿 图 故而 可 以 找到 一 条 生成 4， 路 径 即 可 . 

7.2.9 引 理 (Ore[1960]) 设 G 是 简单 图 如果 us o EG 的 不 相 邻 的 两 个 顶点 且 满足 d(u) 十 
dC) Zin(G) WI] G AA HOS 5 Ba 5 Gr uv 是 哈密 上 顿 图 . 

证 明 必要 性 是 平凡 的 ， 另 一 个 方向 的 证 明 与 定理 7. 2. 8 中 的 证 明 相同 . LJ 

Bondy and Chvátal[ 1976 ]4 Ore 论述 的 实质 用 更 一 般 的 形式 表达 出 来 ， 产 生 了 存在 长 度 为 1 的 
环 和 其 他 子 图 的 充分 条 件 . 这 里 只 讨论 在 生成 环 上 的 应 用 . 用 引 理 7. 2. 9 来 添加 一 些 边 ， 可 以 通过 
测试 更 大 的 图 是 否 为 哈密 顿 图 来 测试 一 个 图 是 否 为 哈密 顿 图 . 

7.2.10 定义 ”对 于 图 G， 在 G 中 遂 归 地 添加 一 些 边 来 连接 度 之 和 至 少 为 n(G) 的 不 相 邻 的 顶点 
对 ,直到 没有 这 样 的 顶点 对 为 止 ， 这 样 ， 我 们 得 到 一 个 顶点 集 为 V(G) 的 图 ， 称 它 是 G 的 (哈密 顿 ) 


^. @-8-8-@ 


上 面 的 第 一 个 图 有 度 为 2 的 顶点 ， 但 其 闭 包 是 Ke. Ore 引 理 得 到 了 如 下 定理 . 
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7.2.11 定理 (Bondy-Chvatal[1976]) 一 个 简单 -顶点 图 是 哈密 额 图 当 且 仅 当 其 闭 包 是 哈密 
"m. a 

幸运 的 是 ， 在 添加 边 的 过 程 中 ， 如 果 同 时 有 多 个 符合 要 求 的 顶点 对 ， 则 闭 包 并 不 依赖 于 这 些 边 
的 添加 顺序 . 

7.2.12 引 理 GG 的 闭 包 是 良 定义 的 . 

证 明 Bes s e HE sons f 是 在 形成 C(G) 的 过 程 中 所 添加 的 边 的 两 个 序列 ,第 一 个 序 
列 产 生 G 而 第 二 个 产生 Go. 在 每 个 序列 中 ， 如 果 顶 点 u 和 vw 的 度 之 和 至 少 为 n(G)， 则 边 uv 肯定 


在 序列 结束 前 被 添加 . 

Ri, fi 必 属 于 G1 ， 内 为 它 是 一 开始 就 可 以 添加 到 G 的 边 .类似 地 ， 如 果 foo fi E 
ECG) J| /; 就 变 成 了 可 以 添加 到 Gi 的 边 因 而 属于 G. 因此 ， 任 意 一 个 序列 都 不 包含 被 另 一 个 序 
列 略 掉 的 边 ， 于 是 有 Gi 6: HG: Gi. LI 


现在 ， 我 们 有 了 一 个 充 要 条 件 来 测试 一 个 简单 图 是 否 有 哈密 顿 环 . 但 它 却 没 多 大 用 处 ， 内 为 它 
要 求 去 测试 另 一 个 图 中 是 否 有 哈密 顿 环 ! 但 无 论 怎样 ， 它 给 我 们 提供 了 证 明 充分 条 件 的 方法 : 使 得 
C(G) 必 包含 哈密 顿 环 的 条 件 必然 也 使 得 G 包含 哈密 顿 环 . 

例如 ,这样 的 条 件 可 能 蕴含 COG) = Kn. Chvátal 用 这 种 方法 来 证 明确 保 出 现 哈密 顿 环 的 最 可 能 
的 度 序列 条 件 ,如果 某 些 项 点 的 度 足 够 大 ， 则 其 他 顶点 的 度 可 以 比较 小 . 

7.2.13 定理 (Chvital[1972]) 设 G 是 一 个 简单 图 ， 其 顶点 的 度 分 别 为 di < 
n>3. 如 果 i<n/2 kh dii X d, ;之 n 一 i(Chv&tal KH). UGAS EAB. 

证 明 ”添加 边 形成 闭 包 的 过 程 不 会 减少 度 序列 中 每 个 元 素 的 值 ， 而 时 GA nf e BEI PEL C 
C(G) 是 哈密 顿 图 ， 因 此 只 需 考虑 G=C(G) 的 情况 ， 这 时 我 们 称 G 是 闭 的 .这 时 ， 我 们 证 明 Chvátal 
条 件 获 涵 C= Kn. 

我 们 证 明 其 逆 否 命题 ， 如 果 G 是 闭 的 -顶点 图 但 不 是 完全 图 ， 则 构造 一 个 小 于 m2 ff (CERE 
它 违背 Chvátal 条 件 . 违背 该 条 件 是 指 至 少 有 ;个 项 点 的 度 不 超过 ;， 并 且 至 少 有 ”一 ;个 项 点 的 度 小 
TYa-i 

由 于 G 关 K,。， 我 们 从 不 相 邻 的 顶点 对 中 选 出 度 之 和 最 大 的 一 对 . hF GEAM, upo 意味 着 
d (i) + dC) n. 我 们 适当 调整 标号 使 得 ddo). 由 于 dG0 dO) n. 因此 有 dd <n/2, 令 
i=dlu). 

我 们 需要 找 出 度 最 多 为 i 的 i 个 顶点 . 因为 我 们 挑选 了 一 对 度 之 和 最 大 的 不 相 邻 项 点 ， 央 此 
V 一 { 直 中 与 v 不 相 邻 的 每 个 顶点 的 度 最 多 为 d(z) ， 而 GO ET. i 这 种 顶点 一 共有 n— 1d) T. 
而 由 d(u)+d(v)<n—1 HB n—1—-4CO Zi. 

我 们 还 需要 "一 i EA ni WDA. V (ud r5 u ARRAT BP HE Re do). MRN 
Hi dé) n—d() —n—i. AP SEA n—1— dd. 由 于 dw) do), FERT Ee 本 身 也 加 入 度 
最 多 为 dv) 的 顶点 构成 的 集合 中 . 这 样 就 得 到 了 "一 ;个 度 小 于 n 一 i 的 项 点、 

我 们 已 经 对 这 个 特殊 选取 的 i 证 明了 4d; 二 i 或 4 (<n i, 这 与 假设 矛盾 . 


加 
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7.2.14 例 (具有 “大 ”顶点 度 的 非 哈密 顿 图 ) 定理 7. 2. 13 对 必 会 哈密 顿 环 的 简单 图 的 度 序列 
的 特征 进行 了 刻画 . 如 果 度 序列 在 i 处 违背 Chvátal 条 件 ， 则 di, =, dn 中 各 项 能 取 到 的 最 大 
值 是 : 

dj=i Mj«i 
d,—-n—i-l Mitl<j<n-i 
dj=n-1 Xjon-i 

BE G 是 取得 上 述 度 序列 的 一 个 简单 图 (如 果 存 在 的 话 ). 度 为 n 一 1 的 i 个 顶点 与 其 他 顶点 都 相 邻 
(下 图 中 中 间 的 那个 团 ). 这 也 使 得 度 为 的 那 i 个 顶点 已 经 有 了 i 个 相 邻 顶点 ， 因 此 这 i 个 度 为 i 的 
顶点 构成 一 个 独立 集 ， 并 且 它 们 没有 其 他 相 邻 顶点 . 对 于 其 余 的 n 一 2i 个 顶点 ， 由 于 它们 的 度 为 
一 i 一 1, 因 此 它们 必然 与 除 自身 和 独立 集 外 的 每 个 顶点 相 邻 . 因此 这 些 顶 点 构成 一 个 团 . 唯一 可 能 
的 实现 是 (Ki 十 K，21)V K;， 如 下 图 所 示 . 

这 个 图 不 是 哈密 顿 图 ， 因 为 删除 度 为 n 一 1 的 i 个 顶点 之 后 剩 下 一 个 有 i 十 1 个 连通 分 量 的 图 . 如 
果 简单 图 H 是 非 哈密 顿 图 且 它 的 度 序列 为 di mds. W Chvátal 的 结果 表明 ， 对 于 某 个 i， 度 序列 
H di ma, 的 图 (Ki 十 K，2i)V Ki 使 得 dd 对 所 有 j 成 立 . 


n 


7.215 定义 ”哈密 顿 路 径 指 的 是 生成 路 径 。 

具有 生成 环 的 任意 图 也 有 生成 路 径 ， 但 P, 表明 逆 命 题 不 成 立 . 我 们 可 以 像 上 面 一 样 进行 论述 
来 证 明 存 在 哈密 顿 路 径 的 充分 条 件 ， 但 更 简单 的 做 法 是 利用 前 面 的 结果 来 进行 讨论 ， 我 们 可 以 借用 
关于 环 的 一 个 定理 来 证 明 一 个 新 的 定理 . 为 此 ， 我 们 用 一 个 标准 转换 . 

7.2.16 注 记 “一 个 图 有 生成 路 径 当 且 仅 当 图 GV Ky 有 生成 环 . a 

注 记 7.1.16 可 以 在 几 个 习题 中 应 用 . 这 里 我 们 用 它 来 推导 生成 路 径 的 一 个 结果 ， 该 结果 类 似 
于 生成 环 的 Chvátal 条 件 . 

7.2.17 定理 设 G 是 一 个 简单 图 ,其 顶点 的 度 分 别 为 died, 如 果 irr D/2 i di >i 或 
dusi; >n i, Wl GA AE. 

证 明 FG —GV Ki. Wn n1. G WFAA di, ns dw. 由 于 将 GV Ki 的 生成 环 
中 的 那个 后 添加 的 顶点 删除 即 得 到 G 的 一 条 生成 路 径 ， 故 只 需 证 明 G' 满 足 存在 哈密 顿 环 的 Chvátal 
充分 条 件 . 

由 于 新 添加 的 顶点 与 V(G) 中 的 所 有 顶点 相 邻 ， 因 此 有 dv =n HELM J <n NAT dj dj +1. 对 
于 in! /2=(n+1)/2, 由 GG 上 的 假设 得 到 : 

di-d klAmitlDi 或 dwi= deitl >n-i+tl =n'—i. 

这 恰好 是 Chvital 充分 条 件 ， 因 此 G 有 一 个 生成 环 ， 从 其 中 删除 后 添加 的 顶点 即 得 到 G 的 一 条 生成 
BE a 

-7.2.18 注 记 如 果 有 正则 性 或 者 坚韧 度 的 条 件 ， 就 可 以 弱化 对 度 的 要 求 . 各 个 顶点 的 度 至 少 
H nOD /3 的 任意 正则 简单 图 都 是 哈密 顿 图 (Jackson[1980]). 除了 Petersen 图 外 ， 这 个 界 可 以 降低 
为 Ca(G) 一 1)/3(Zhu-Liu-Yu[1985]， 对 部 分 内 容 做 简化 后 的 结果 请 参阅 Bondy-Kouider[1988]; 也 
可 以 参见 习题 13). 
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在 连通 性 很 高 时 ， 有 可 能 可 以 进一步 降低 度 的 条 件 . Tutte[1971] 曾 猜想 : 任意 3- 连 通 3- 正 则 
二 部 图 是 哈密 顿 图 . Horton[1982] 找 到 了 一 个 具有 96 个 顶点 的 反例 ， 已 知 的 最 小 反例 有 50 个 顶点 
(Georges[ 1989). 但 是 ， 如 果 这 种 条 件 更 强 一些 ， 就 可 以 是 充分 条 件 . a 

关于 哈密 顿 环 ， 我 们 给 出 的 最 后 一 个 充分 条 件 涉及 连通 性 和 独立 性 ， 但 不 涉及 度 . 其 证 明 过 程 
得 到 了 一 个 好 算法 ， 该 算法 要 么 构造 出 一 个 哈密 顿 环 ， 要么 说 明 没 有 满足 假设 条 件 . 

7. 2. 19 定理 (Chvital-Erd5s[1972]) 如果 x(G) 宇 a(G)， 则 G 有 哈密 顿 环 (除非 G=K2). 

证 明 条 件 GAK2 要求 <(G) 1. 假设 «(GO a(GD. B k=O CEG 中 最 长 的 环 , 由 于 
6(G) 之 x(G) 并 满足 006) 2 的 任意 图 有 一 个 长 度 至 少 为 3(G) 十 1 的 环 (命题 1. 2. 28)， 故 C 至 少 有 
大 十 1 个 顶点 . 

设 刀 是 G 一 V(C) 的 一 个 连通 分 量 . C 中 的 至 少 & 个 顶点 有 到 H 的 边 .否则 将 C 中 到 AMY 
顶点 删除 即 可 得 到 与 <(G) 二 的 矛盾 . 令 四 ，…， s 是 C 中 到 日 上 有 边 的 顶点 按照 顺 时 针 方向 形 
成 的 点 列 ， 

Bisley ky Sa 是 C 上 紧 跟 在 w 后 面 的 顶点 . 如 果 这 些 顶 点 中 有 任何 两 点 是 相 邻 的 ， 则 
Bara, BAN aa, 可 以 构造 一 个 更 长 的 环 ， 这 个 更 长 的 环 包含 C 中 从 wi 到 wj 的 部 分 和 从 wj 到 
ui 的 部 分 ， 以 及 一 条 通过 H uis u MERRER). 

如 果 ai 在 H 中 有 相 邻 顶点 ， 则 可 以 在 C 上 的 ui Ma; 之 间 绕 道 到 HH 上， 于 是 可 以 得 出 结论 : 
没有 哪个 w 在 H 中 有 相 邻 顶点 . Witla. n ak) LE HH 中 的 一 个 顶点 构成 大 小 为 十 1 的 一 个 
独立 集 . 这 个 矛盾 说 明 G 有 哈密 顿 环 . 


“7.2. 20 注 记 大 多 数 关于 哈密 顿 环 的 充分 条 件 都 可 以 推广 成 关于 长 环 的 条 件 . 图 的 周 长 是 该 
图 中 最 长 环 的 长 度 . 对 于 生成 环 的 一 个 充分 条 件 ， 其 稍 弱 的 形式 可 能 会 迫使 长 环 的 出 现 . Dirac 
[1952b] 证 明了 第 一 个 这 样 的 结果 :对 于 最 小 度 为 上 的 2- 连 通 图 ， 其 周 长 至 少 为 minfn，2k}. 命题 
1.2.28 只 确保 了 一 个 长 度 至 少 为 & 十 1 的 环 . 大 多 数 关 于 长 环 的 结果 远 远 难于 相应 的 关于 哈密 顿 环 
的 充分 条 件 ( 参 见 引 理 8. 4. 36 一 一 定理 8. 4. 37). [] 
有 向 图 中 的 环 ( 选 学 ) 

有 向 图 中 环 的 理论 类 似 于 图 中 环 的 理论 . 对 于 有 向 图 G, 48 (G)=mind CO HL ôt (GO) 一 
min d+ Cv). 第 1 章 中 用 极 大 路 径 进行 论述 的 那 部 分 内 容 保证 了 存在 长 度 为 上 的 路 径 和 长 度 为 &+ 1 
fH, Hep k=max (d (G)，6+ COD). 

每 个 完全 图 都 是 哈密 顿 图 ， 完 全 图 的 方向 则 更 复杂 一 些 . 对 于 有 向 图 中 的 生成 环 ，2- 连 通 的 必 
要 条 件 变 成 了 强 连 通 的 必要 条 件 . 对 竞赛 图 ， 这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 (习题 45). 
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对 于 任意 有 向 图 ， 我 们 证 明 类 似 于 Dirac 定理 (定理 7. 2. 8) 的 一 个 结果 . 实际 上 ， 它 可 以 将 Dirac 定 
理 作为 特例 得 到 (习题 49). Meyniel[1973] 通 过 减弱 假设 条 件 从 根本 上 加 强 了 这 个 定理 (定理 8.4. 42). 

7.2.21 定义 ”如 果 有 向 图 没有 图 且 对 每 个 有 序 顶 点 对 只 有 一 个 拷贝 是 边 ， 则 称 它 是 严格 的 . 

7.2.22 定理 (Ghouila-Houri[1960]) ”如 果 DD 是 一 个 严格 有 向 图 且 min{d* (D), 9 (D) 
n(D)/2, 8 DX EH. 

WEB] ”我 们 青 次 用 反 证 法 和 极端 化 方法 . 在 一 个 -顶点 反例 忆 中 ， 设 C 是 最 长 的 环 ， 其 长 度 
为 上 正如 我 们 已 经 提 到 的 ，! 二 max{6+ ，8- }>n/2. 设 己 是 一 V(C) 中 的 最 长 路 径 ， 它 起 始 于 u 
而 终止 于 ww， 其 长 度 为 m>0. RE, C»n/2 Mn>l+m+1 表明 m<n/2. 

令 S 是 u 在 C 上 的 前 驱 构 成 的 集合 ,而 全 是 ww 在 C 上 的 后 继 构成 的 集合 . di P 的 极 大 性 可 知 ， 
u 的 任意 前 驱 和 zw 的 任意 后 继 都 位 于 VCC) UVP). 因此 ，S 和 了 的 大 小 都 至 少 为 min{6* , à: } 一 m， 
而 这 个 数 至 少 宇 mn/2 一 m， 故 而 是 正 的 . Kie. SH TIES. 

C 的 极 大 性 保证 了 : DA u € STE C 到 顶点 w'E 本 的 距离 必 超 过 m 十 1， AM PAC 从 
uw 到 w 得 到 一 个 更 长 的 环 . 因此 可 以 假定 : 在 C 上 ，S 中 的 每 个 顶点 后 面 跟 了 多 于 m 个 不 在 了 中 
的 顶点 . 


如 果 S rif C 的 两 个 相继 顶点 的 距离 的 最 大 值 始 终 为 阅 十 1， 则 没有 合适 的 位 置 来 放 痪 工 中 的 
顶点 , 由 于 S 和 T 都 非 空 ,因此 可 以 假定 S 中 有 一 个 项 点 沿 C 后 面 紧 跟 了 至 少 m 十 1 个 不 在 S 中 的 
点 ， 这 不 是 工 中 的 点 ， 这 个 情况 就 像 S 中 所 有 其 他 项 点 沿 C 的 直接 后 继 不 能 取 自 了 一样、 

LI 少 有 | S\ 一 1 十 m 十 1 之 n/2 个 顶点 不 在 T 中 .加 上 工 中 的 顶点 ， 得 到 | VCC) | >r 
m, Xt 和 mn 一 m 一 1 矛盾 . 该 矛盾 说 明 C 必 有 生成 环 . 


1 (一 ) 对 哪些 r 值 K,., 是 哈密 顿 图 ? 

2 (一 )Gr6tzsch 图 ( 例 5.2.2) 是 哈密 顿 图 吗 ? 

3 (一 ) 对 n>1, WEH: Kantin)! n! /2 个 哈密 顿 环 . 

4 一) 证明: G 有 了 哈密 顿 路 径 ， 仅 当 任 意 SV(G) 满 足 ，G 一 S 的 连通 分 量 个 数 不 超 过 LS | +1. 

7.2.5 证 明 : 十 二 面体 中 的 任意 5 -顶点 路 径 位 于 某 个 哈密 顿 环 中 . 

7.2.6 (1) 设 G 是 哈密 顿 二 部 图 ， 而 rx，>EV(G). WEH: G 一 z 一 y 有 完美 匹配 当 且 仅 当 zx，>y 4291 
位 于 G 的 二 部 剖 分 的 两 个 集合 中 . 据 此 ， 证 明 : 删除 8X8 国际 象棋 棋盘 上 的 两 个 基本 方 格 
后 剩 下 的 棋盘 可 以 划分 成 1 乘 2 的 矩形 当 且 仅 当 被 删除 的 两 个 方 格 具有 相反 的 颜色 . 

7.2.7 一 只 老鼠 想 吃 掉 3X3X3 立方 体 干 栈 ， 为 此 它 必须 吃 掉 所 有 1X1X1 的 单元 . 如 果 它 从 立 

方 体 的 一 个 角 开 始 并 且 每 次 从 某 个 单元 移动 到 与 之 相 邻 的 一 个 单元 (与 当前 单元 有 一 个 面积 

为 1 的 公共 面 )， 它 能 完成 目标 并 且 最 后 吃 掉 中 心 的 那个 单元 吗 ? 给 出 一 个 方法 或 者 证 明 不 

可 能 (忽略 重力 ). 
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7.2.8 (1) 在 国际 象棋 棋盘 中 ， 马 从 一 个 方 格 移动 到 另 一 个 方 格 时 ， 所 到 达 的 方 格 与 出 发 的 方 格 必 
须 在 一 个 坐标 上 相差 1， 而 在 另 一 个 坐标 上 相差 2， 如 下 所 示 . WEH: 存 任 意 4Xn 的 棋盘 
中 不 存在 巡回 马道 ( 马 访 问 每 个 方 格 一 次 并 回 到 出 发 点 时 得 到 的 一 个 路 线 ). (提示 在 相应 
的 图 中 找 一 个 恰当 的 顶点 集合 使 之 违背 必要 条 件 ). 
nennmmnm 
TIVES Pte 
nnn»mp 
7.2.9 构造 由 哈密 顿 图 构成 的 一 个 无 穷 集 族 使 得 其 中 的 每 个 哈密 顿 图 满足 命题 7. 2. 3 这 个 必要 
条 件 . 
7.2.10 1) 哈密 顿 图 与 欧 拉 图 . 
a) 找 出 一 个 2- 连通 非 欧 拉 图 使 其 线 图 是 哈密 顿 图 . 
b) 证 明 :，L(G) 是 哈密 顿 图 当 且 仅 当 G 有 一 个 闭合 迹 使 得 该 迹 包含 每 条 边 的 至 少 一 个 端点 . 
(Harary 和 Nash-Williams[1965]) 
7.2.11. 构造 一 个 3- 正则 3- 连 通 图 使 其 线 图 不 是 哈密 顿 图 (提示 : 将 Petersen 图 中 的 每 个 顶点 用 恰 
当 的 图 替换 ， 然 后 利用 习题 7. 2.10). 
7.2.12 确定 下 面 的 图 是 否 为 哈密 顿 图 . 
7.2.13 BEG JE Petersen 图 经 如 下 方式 得 到 的 3- 正 则 图 : 将 某 一 个 项 点 用 三 角形 替换 ， 将 三 角形 
的 项 点 与 该 项 点 删除 之 前 的 相 邻 顶 一 匹配 . 证 明 : G 不 是 哈密 顿 图 ( 注 : 除了 这 个 图 
和 Petersen 图 外 ， 顶 点 个 数 最 多 为 3k 十 3 的 2- 正 则 人 -连通 图 是 哈密 顿 图 ). ( Hilbig[1986]) 
7.2.14 如 果 图 G 的 所 有 真 4- 边 着 色诱 导出 相同 的 边 划分 ， 则 称 G 是 唯一 和 - 边 着 色 的 证明; 任 
意 唯 一 3- 边 着 色 3- 正 则 图 是 哈密 顿 图 . (Greenwell-Kronk[1973]) 
7.2.15 WAA n 个 顶点 . 令 G 是 将 每 个 顶点 与 每 个 方向 上 距离 它 最 近 的 两 个 顶点 相连 后 得 到 
的 4- 正则 图 . 如 果 n5. WEH: G, 是 两 个 哈密 顿 环 的 并 . 
7.2.16 XT E23. OG 是 由 Kt- :的 两 个 互 不 相交 的 拷贝 经 如 下 方式 得 到 的 图 : 在 两 个 大 小 为 
上 的 “部 集 "之 间 添 加 一 个 匹配 . 确定 使 得 Gt 是 哈密 顿 图 的 所 有 值 . 
7.2.17 (DER: 两 个 哈密 顿 图 的 笛 卡 儿 积 是 哈密 顿 图 . 据 此 ， 得 出 如 下 结论 : k- 维 方 体 (8 二 2) 


Qe 是 哈密 顿 图 . 
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WEB). 具有 哈密 顿 路 径 的 两 个 图 的 笛 卡 儿 积 没有 哈密 顿 环 当 且 仅 当 两 个 图 均 是 二 部 财 且 均 

具有 奇数 阶 ， 这 时 ， 笛 卡 儿 积 有 一 条 哈密 顿 路 径 . 

(十 ) 对 每 个 奇 自 然 数 &， 构 造 一 个 非 哈密 顿 图 的 人 1 -连通 人 -正则 简单 二 部 图 . 

CD fi RA G 的 4 KEG 是 顶点 集合 为 V(G) 而 边 集 为 {uv : do Cu, v) EV hy ti HA . 

a) 假 设 C 至 少 有 3 个 非 平 凡 连 通 分量 ，z 在 每 个 分 量 中 恰好 有 一 个 相 邻 顶点 . 证明: G 不 
是 哈密 顿 图 (提示 : 考虑 例 7. 2. 5 的 第 二 个 图 ). 

DEH: 每 个 (至 少 有 3 个 顶点 的 ) 连 通 图 的 立方 是 哈密 顿 图 (提示 : 将 命题 归 约 到 树 这 种 
特殊 情况 ， 然 后 证 明 这 种 特殊 情况 的 较 强 形 式 : 如 果 zy KER T 的 一 条 边 ， 则 T 有 
一 个 使 用 zy 的 哈密 顿 环 . YE: Fleischner[1974] 证 明了 任意 2- 连 通 图 的 平方 是 哈密 
顿 图 ). 

n k—1 2l 


4 n—ROUCD. 构造 一 个 有 个 顶点 且 最 小 度 为 oy 的 非 哈密 顿 完 全 人 -部 赂 。 


(Snevily) 

设 GCk，) 是 由 如 下 连通 部 图 构成 的 集合 :每 个 部 集 大 小 均 为 :， 并且 由 两 个 部 集 分 别 诱 

导 的 每 个 子 图 均 是 一 个 匹配 . 对 人 >>4 和 /三 4， 构 造 一 个 位 于 GC(&，) 中 的 非 哈密 顿 图 的 图 ， 

(提示 : 在 G(4，4) 中 有 一 个 图 ， 它 有 一 个 3 元 集 ， 删 除 这 个 集合 将 留 下 4 个 连通 分 贡 . 将 

这 个 例子 一 般 化 . Œ: GB, D= (Cy) 并且 GC(k，3) 中 的 每 一 个 图 均 是 哈密 顿 图 ) (Ayel 

[1982]). 

CHEW): Petersen 图 的 坚韧 度 是 473. 

Cx 4e UG) RA G DE IE . 

aW]; 0G)<e(G)/2. (Chvital[1973]) 

DEW: a 中 的 等 式 对 无 爪 形 的 图 成 立 (提示 : 考虑 集合 S 使 得 1 S | = 0G) + (6-8). 
(Matthews-Sumner[1984]) 

(DD 设 避 是 一 个 简单 图 ， 它 不 是 一 个 森林 且 其 用 长 至 少 为 5. WEH: G 是 一 个 哈密 顿 图 ( 提 

m+ 用 (re 条件) CN. Graham) 

CDE: WME G RW Chvátal RPE, WG 至 少 及 一 2(n 三 2) 条 边 . 由 此 得 出 结论 : 简 


qp -哈密 顿 图 的 最 大 边 数 为 (”， !) #1. corel1961), Bondy 1972b}) 


E 
在 v2 ERE PERI. 简单 非 哈密 顿 -顶点 图 的 最 大 边 数 为 ”。 ) + 
AURA. 
24 fG) =2 — i i-DGaC i FFE nSk. 证 明 在 区 间 kCicn/2 W.. $C) AR 
大 值 是 ju). 
DIEG EREN k 的 一 个 简单 图 .利用 (a) 和 Chvatal 条 件 证 明 MEG EDH GNM 
点 且 它 的 边 多 于 ("O*) ie 条 ， 则 G 是 哈密 顿 图 . (Erd6s[1962]) 
CBG REDS EM di s ne d, 的 -个 简单 图 ， 对 顶点 适当 编号 使 得 dh Seedy. 令 diy 
QE G 中 的 顶点 度 . 证 明 : 如 果 i<n/2 时 有 didi. WE G 有 一 条 哈密 顿 路 径 . 由 此 得 出 
结论 : 任意 同 构 于 其 补 图 的 简单 图 有 一 条 哈密 顿 路 径 . (Clapham[1974]) 
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(297) 


238 


RTE 


7.2.30 
7.2.31 


7.2.32 


7.2.33 


7. 2. 34 


7. 2. 36 


7.2.37 


7.2.38 


由 定理 7. 2. 13 C Chvátal 条 件 的 充分 性 ) 得 到 引 理 7. 2. 9COre 条 件 的 充分 性 ). (Bondy[ 1978 ]) 

CDE RAE: WR G 是 至 少 有 3 个 顶点 的 简单 图 且 G 至 省 有 a(G) 个 顶点 的 度 为 n(G) 一 

1， 则 G 是 哈密 顿 图 . 

(十 ) 设 G 是 一 个 X，Y- 二 部 图 ， 它 满足 | X1 = 1Yji=xw/2>1. 设 G 的 顶点 的 度 为 di 志 

sd.G' 是 中 满足 GTZ=Kwz 的 最 小 子 图 . 

a) 证 明 : G 是 哈密 顿 图 当 且 仅 当 G' 是 哈密 顿 图 . 描述 C A G 的 度 序列 之 间 的 关系 ， 

b) 假 设 只 要 有 <n/4 就 有 de >k sk dus n/2— k. TE: G 是 哈密 顿 图 (提示 : 假设 对 某 个 
i<n/2，G' 的 度 序列 不 满足 Chvátal 条 件 ， 然 后 得 出 矛盾 ). (Chvatal[1972]) 

(1) 一 个 图 是 哈密 顿 -连通 的 ， 如 果 每 一 对 顶点 u,v 之 间 存 在 一 条 从 w 到 v 的 哈密 顿 路 径 


证 明 ， 如 果 简 单 图 民居 eCG) 之 ("+2， 则 G 是 哈密 顿 图 :如果 简单 图 6 满足 


OO—1 
GO)>>(” 上 3， 则 是 哈密 他- 连 通 的 (同时 证 明 这 两 个 结论 将 得 到 相对 简单 的 证 明 )， 


(Ore[1963]) 

哈密 顿 -连通 性 的 必要 条 件 . (Moon[1965a]) 

a) 至 少 有 4 个 顶点 的 哈密 顿 -连通 图 至 少 有 [ 3x(C)/2 Ri - 

b) 如 下 证 明 a 中 界 的 最 优 性 : 证 明 m 为 奇数 时 Cn 口 K* 是 哈密 顿 - 连 通 图 . 

(1) 哈 密 顿 -连通 性 的 充分 条 件 . (Ore[1963]) 

a) 证 明 ， 如 果 在 简单 图 G 中 repy 蕴涵 d GO + d(y)>n(G). VIG 是 哈密 顿 -连通 的 (提示 ， 
对 于 某 些 恰当 的 与 G 相关 的 图 ， 通 过 考虑 它们 的 闭 包 来 证 明 它们 是 哈密 顿 图 ). 

b) 如 下 证 明 a 中 界 的 最 优 性 :对 每 个 大 于 2 的 偶数 n， 构 造 一 个 最 小 度 为 w/2 的 简单 -项 
点 图 使 得 它 不 是 哈密 顿 -连通 的 . 

简单 -顶点 图 的 Las Vergnas 条 件 是 ， 存在 顶点 的 排序 vis ces os 使 得 没有 不 相 邻 项 点 

vis vj WR Ej. dCu i, dé) js dlw) F dCuj) <n UR i^ jn. Las Vergnas 

[1971]J 证 明了 这 个 条 件 是 存在 生成 环 的 充分 条 件 - 

a) 证 明 : Chvátal 条 件 (定理 7. 2.13) BHT Las Vergnas 条 件 . 这 表明 Las Vergnas 条 件 加 
强 了 Chvátal 定理 . 

b) 证 明 : 下面 的 每 个 图 都 不 满足 Chvátal 条 件 但 是 存在 哈密 顿 图 是 它 的 闭 包 . 证 明 : 较 小 
的 图 满足 Las Vergnas 条 件 但 是 较 大 的 图 不 满足 . 


SS 


对 于 J 关 SCV(G), 4 (9-|S0NCG) |/|8|. 4 &G) = min S). Lu[1994] 证 明了 : 如 

E nG) + KG) SalG), RI GEO BBA. 证 明 : (GQ Za (GO Mi T. nG) * 0G) >alG) 

GE: 这 说 明 Lu 定理 蕴涵 了 Chvátal-Erdós 定理 因而 是 一 个 较 强 的 结果 ). 

(0 长 路 径 与 环 . 设 G 是 一 个 连通 简单 图 ， 它 满足 G) =>? 和 n(G)>2&. 

dE P REG 中 的 一 条 极 大 路 径 ( 不 是 较 长 路 径 的 子 图 ). MR n P< 证明: 诱导 子 图 
GIV(P)] 有 一 个 生成 环 ( 该 环 中 ,顶点 的 顺序 不 必 与 P 中 顶点 的 顺序 一 致 ). 
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b) 利 用 (a)， 证 明 : G 有 一 条 路 径 至 少 包含 了 2k 二 1 个 顶点 . 给 出 一 个 奇数 整数 的 例子 说 
明 G 无 需 有 一 个 环 使 得 其 中 包含 的 顶点 多 于 十 1 个 . 

WEB]: 如 果 简单 图 G 有 度 序列 di Led, A di 十 dz 一 n， 则 G 有 一 条 路 径 长 度 至 少 为 由 十 

dz 二 1， 除非 G 是 n 一 (di 十 1) 个 孤立 顶点 与 一 个 di 十 1- 顶 点 图 的 连接 或 者 G= pKa, V Ki 

对 某 个 p 宇 3 成 立 . (Ore[1967b]) 

(1)Dirac[1952bj 证 明了 ， 每 个 2- 连通 简单 图 G 有 一 个 环 的 长 度 至 少 为 min{n(G)，26(G)}. 

由 这 个 结论 证 明 : 任意 具有 4k 十 1 个 顶点 的 24- 正 则 图 是 哈密 顿 图 . (Nash-Williams) 

Scott 曾 猜 想 : 人 连通 图 中 的 任意 两 个 最 长 环 至 少 有 。 个 公共 顶点 . 下 述 方法 对 较 小 的 人 证 

明 上 述 结论 是 正确 的 . 

DP GERA n 个 顶点 的 4- 正 则 图 ， 它 是 两 个 环 的 并 (可 能 会 出 现 多 重 边 ). RCO RAG 
经 如 下 方法 得 到 的 具有 n+2 个 顶点 的 图 : 细 分 G 的 两 条 边 ， 然 后 在 这 两 个 新 顶点 之 间 
添加 一 条 二 重 边 . EH: n<5 时 ，G' 也 是 两 个 生成 环 的 并 . 

b) 利 用 (a) 得 出 结论 : exco 时 ,上 -连通 图 的 任意 两 个 最 长 环 至 少 有 上 个 公共 顶点 . (Smith, 
Burr) 

(十 ) 设 G 是 一 个 欧 拉 图 . S VÆG 中 的 所 有 欧 拉 回路 构成 的 集合 ， 将 一 个 回路 与 其 逆转 

看 成 是 相同 的 . 令 G' 是 顶点 集合 为 V' 的 图 ， 其 中 两 个 回路 邻接 当 且 仅 当 将 其 中 一 个 回路 

的 某 个 真 闭 子 回路 中 的 所 有 边 的 顺序 逆转 后 可 以 得 到 另 一 个 回路 . 证 明 ， 如 果 ACG) <4, 

则 G' 是 哈密 顿 图 (提示 : 对 度 为 4 的 顶点 的 个 数 用 数学 归纳 法 ， 证 明 ， 存在 一 个 哈密 顿 环 

通过 CG 的 每 一 条 边 . dE: 在 A(G) 上 没有 限制 时 结论 也 成 立 ). (Xia[ 1982], Zhang -Guo 

[1986]) 

证 明 习 题 7. 2. 42 中 的 欧 拉 回路 图 G' 是 正则 的 ， 并 得 出 其 顶点 度 的 公式 . 当 n(G)=2 时 ， 

比较 5(G) 和 n(G') 以 证 明 : 前 面 所 述 的 问题 不 能 利用 关于 具有 具体 度 的 正则 图 的 哈密 顿 

性 的 一 般 结论 来 解决 . 

EB]. 任意 竞赛 图 有 一 条 哈密 顿 路 径 ( 一 条 生成 有 向 路 径 ) (提示: 用 极端 化 方法 ). (Redei 

[1934]) 

令 工 是 一 个 强 竞赛 图 . 对 任意 wEV(T) 和 满足 Ikn 的 每 个 :证明 : “属于 了 中 某 个 

长 度 为 上 的 环 (提示 : 对 上 用 归纳 法 ). (Moon[1966]) 

令 G 是 一 个 7- 顶 点 竞赛 图 ， 其 中 每 个 顶点 的 度 均 为 3. 由 习题 7.2.45 EW. G 没有 无 公共 

顶点 的 两 个 环 . 

(十 ) 证 明 : 除了 三 个 顶点 上 的 环 状 竞赛 图 和 如 下 5 个 顶点 上 的 竞赛 图 Ts 之 外 ， 任 意 竞赛 

图 有 一 条 哈密 顿 路 径 不 含 于 任意 哈密 顿 环 中 (提示 : 归纳 法 就 好 使 ， 但 证 明 6 个 顶点 的 情 

况 时 要 特别 小 心 . 在 所 有 的 情况 中 ， 找 出 所 需 的 格局 或 证 明 G= Ts). (Grinbaum， 摘 自 

Harary[1969，p211]) 
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7.2.48 CY ) 证 明 有 向 图 中 关于 严格 性 的 条 件 不 能 减弱 到 允许 含 圈 ， 由 此 说 明定 理 7. 2. 22 是 最 优 
的 . 特别 地 ， 对 每 个 偶数 构造 一 个 n- 顶 点 有 向 图 D， 使 得 即使 每 个 有 序 顶点 对 最 多 对 应 
一 条 边 且 min{3 (D), 8+ (D))Zn/2, D 也 不 是 一 个 哈密 顿 图 . 

7.2.49 (* ) 由 定理 7.2.22( 有 向 图 中 Ghouilà-Houri 条 件 的 充分 性 ) 得 到 定理 7. 2. 8( 图 中 Dirac 条 
件 的 充分 性 ) (提示 : 将 一 个 简单 图 G 转换 成 一 个 严格 有 向 图 只 需 将 每 条 边 替换 为 方向 相反 
的 一 对 边 ). 


7.3 可 平面 性 、 着 色 和 环 


我 们 同 过 头 来 讨论 四 色 问 题 ， 探 讨 它 与 边 着 色 问 题 和 哈密 顿 环 问题 的 历史 渊源 ， 然 后， 我们 考 
虑 推广 问题 的 各 种 方法 . 

Tait 定理 

1878 年 ，Tait 证 明了 一 个 定理 ， 该 定理 将 平面 图 中 的 面 着 色 和 边 着 色 联 系 起 来 他 用 这 个 定 
理 来 处 理 四 色 定 理 . 这 激发 了 对 边 着 色 的 研究 兴趣 . 我 们 先 确切 地 定义 面 着 色 ， 

7.3.1 定 义 2- 边 连通 平面 图 的 一 个 真 面 荐 色 是 为 其 各 个 面 分 配 颜 色 使 得 在 边界 上 具有 公共 边 
的 面 有 不 同 的 颜色 . 

通常 ， 我 们 将 面 着 色 看 成 其 对 偶 图 的 着 色 . 由 于 这 个 原因 ， 我 们 将 局 限于 讨论 2- 边 连通 图 的 面 
KE. 如果 一 个 平面 图 有 割 边 ， 则 其 对 偶 图 含有 圈 . 我 们 认为 含有 圈 的 图 没有 真 着 色 . e EI 
的 平面 图 中 ， 其 中 一 个 面 与 其 自身 有 公共 边界 因而 是 不 可 着 色 的 . 

由 于 添加 边 不 会 使 得 通常 的 着 色 变 得 更 容易 . 为 了 证 明 四 色 定 理 ， 只 需 证 明 所 有 三 角 前 分 均 是 
4- 可 着 色 的 ， 即 证 明 所 有 三 角 剖 分 的 对 偶 邦 是 4- 面 可 着 色 的 . 平面 三 角 剖 分 GG 的 对 偶 G" 是 一 个 
3- 正 则 2- 边 连通 平面 图 (习题 6. 1. 1D. 对 于 这 些 图 ，Tait 证 明了 : 真 4- 面 着 色 等 价 于 真 3- 边 着 色 . 

7.3.2 定理 (Tait[1878]) 一 个 2- 边 连通 3- 正 则 平面 图 是 3- 边 可 着 色 的 当 且 仅 当 它 是 4- 面 可 
HOM. 

证 明 令 G 是 这 样 -一 个 图 . 先 假设 G 是 4- 面 可 着 色 的 ; 我 们 来 得 到 它 的 一 个 3- 边 着 色 . 设 4 
种 颜色 用 有 译 二 元 有 序 对 来 表 秒 : co =00, c= 01, c 10, 6 711. 对 E(G) 着 色 时 ， 为 介 于 颜色 
A) IU c; Fc; 的 两 个 面 之 间 的 边 分 配 的 颜色 通过 以 下 方式 获得 : 将 5 和 cj 按 位 相 加 并 对 2 取 模 
Gli. cote 二 c1)。 我 们 证 明 这 是 一 个 真 3- 边 着 色 . 

因为 G 是 2- 边 连通 的 ， 因 此 每 条 边 均 位 于 两 个 面 的 边界 上 . 因此 ，00 决 不 会 作为 和 出 现 . R 
们 来 检验 ， 在 同一 顶点 处 的 所 有 边 获得 了 不 同 的 颜色 . 在 顶点 v 处 ， 以 该 顶点 的 三 条 关联 边 为 边界 
的 面具 有 不 同 的 颜色 {c ，cj + ch 如 果 着 色 00 不 在 这 个 集合 中 ， 则 其 中 任意 两 种 颜色 之 和 就 是 第 
= 种 颜色 ， 因 此 {c ，c ，cx} 也 就 是 这 些 边 上 的 颜色 构成 的 集合 . 如 果 c 二 00， 则 c; 和 出 现在 其 
中 两 条 边 上 ， 并 且 另 一 条 边 得 到 的 颜色 即 为 cr 十 cj XX MEER EG c o) PI HERR E . 
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对 于 逆 命 题 ， 假 设 @ 有 一 个 真 3- 边 着 色 ， 用 到 的 颜色 为 a, 5，，c( 用 黑体 线 、 实 线 和 虚线 表示 ). 
令 E。，E。，E. 是 分 别 具 有 这 三 种 颜色 的 边 构成 的 集合 . 我 们 构造 一 个 4- 面 着 色 ， 其 中 使 用 的 颜色 
就 是 前 面 定义 的 颜色 . 由 于 G 是 3- 正 则 的 ,每 种 颜色 均 在 每 个 顶点 处 出 现 且 E., E». E 中 任意 二 
者 的 并 是 2- 正则 的 ， 它 是 若干 个 不 相交 环 的 并 . 这 个 子 图 的 每 个 面 是 原来 那个 图 的 一 些 面 的 并 . 令 
Hi =E, UE, 而 Hs=EsUE.. 对 于 G 中 的 每 个 面 ,为 它 指定 一 种 颜色 ,颜色 的 第 i(i€ {10，1)) 个 
坐标 是 H 中 包含 该 面 的 环 个 数 的 奇偶 性 (0 表示 偶数 ，1 表示 奇数 ). 

我 们 断 这 是 一 个 真 4- 面 着 色 ， 如 上 图 所 示 . 只 有 一 条 公共 边 。 的 两 个 面 ，F' 是 互 不 相同 
的 ， 因 为 G 是 2- 边 连通 的 . XE e RF Hi. He 这 二 者 之 一 (或 二 者 ， WR e 的 颜色 为 6) 的 某 个 环 C 
中 .由 约 当 曲 线 定理 F 和 FF 中 有 一 个 在 C 的 内 部 而 另 一 个 在 C 的 外 部 . H 和 Hz 中 的 所 有 其 他 
环 不 会 将 玉 和 FF' 分 离开 ,它们 将 二 者 留 在 同 侧 . 因此 ， 如 果 e 有 颜色 a、c 或 9， 则 Hi. Ho 或 者 这 
两 者 中 包含 已 和 天 "的 环 个 数 的 奇偶 性 是 各 不 相同 的 . 故 在 我 们 构造 的 面 着 色 中 ，F 和 握 获 得 了 不 
同 的 颜色 . a 

由 于 这 个 定理 ，3- 正 则 图 的 真 3- 边 着 色 被 称 作 Tait 着 色 . 证 明 任 意 2- 边 连通 3- 正 则 图 是 可 
3- 边 着 色 的 即 归 约 成 证 明 任意 3- 连 通 3- 正 则 可 平面 图 是 可 3- 边 着 色 的 . 

"7.3.3 引 理 如 果 G 是 边 连通 度 为 2 的 3- 正则 图 ， 则 G 存在 子 图 G1，Gs、 顶 点 us vi € 
VOU VUA wr w € VG? E BE upu, wpun, FLAG d Gi. G 和 一 个 具有 一 定 长 度 的 梯子 构 
成 ， 其 中 梯子 在 uis vie uns v RAE G 和 Gz 连结 起 来 ， 如 下 图 所 示 . 


证 明 ”如 果 避 有 一 个 大 小 为 2 的 边 割 而 它 的 两 条 边 是 关联 的 ， 则 关联 到 这 两 条 边 的 公共 端点 1 
的 第 3 条 边 是 一 条 制 边 ， 这 与 心 = 2 矛盾. 因此， 可 以 假设 最 小 边 割 rye wv? 的 4 个 端点 各 不 相 
同 . 如 果 rpy 且 whu， 则 这 芭 是 我 们 所 求 的 4 个 顶点 而 梯子 只 含有 这 两 条 边 ， 

如 果 zy， 则 扩展 梯子 ( 当 we*v 时 ， 可 以 进行 类 似 的 讨论 ). Ub w JE a 的 第 3 个 相 邻 顶点 而 < 
是 y 的 第 3 个 相 邻 顶点 . 如 果 w=z， 则 关联 到 这 个 顶点 的 第 3 条 边 是 割 边 . 故 we 且 梯子 是 存在 
的 ， 如 果 wwpz， 则 我 们 完成 了 这 个 方向 的 扩展 : 否则 ， 继续 这 个 过 程 直到 找到 一 对 不 相 邻 的 顶点 
作为 梯子 的 头 . a 

“7.3.4 定 理 所 有 2- 边 连通 3- 正 则 简单 可 平面 图 是 可 3- 边 着 色 的 当 且 仅 当 所 有 3- 连 通 3- 正 
则 简单 可 平面 图 是 可 3- 边 着 色 的 . 

ER 定理 中 提 到 的 第 二 类 图 含 于 第 一 类 图 中 . 因此 只 需 证 明 : 较 小 的 这 类 图 的 可 3- 边 着 色 性 
蕴涵 了 较 大 的 那 类 图 的 可 3- 边 着 色 性 . 我 们 对 n(G) 用 数学 归纳 法 - 

基本 步骤 (x(G) 二 4): 顶点 个 数 最 多 为 4 的 唯一 一 个 2- 边 连通 3- 正 则 简单 可 平面 图 就 是 K:， 
它 是 可 3- 边 着 色 的 . 

归纳 步骤 (nx(G) 二 4)， 由 于 当 G 是 3- 正则 图 时 有 x(G) 二 x (GO (定理 4.1.11)， 因 此 可 以 局 限于 
讨论 边 -连通 度 为 2 的 3- 正 则 图 . 引 理 7. 3. 3 给 出 了 一 个 分 解 将 G ERG). Gz 和 连结 二 者 的 一 个 


口 、 这 蛙 应 该 改 为 ru，vv， 和 否则 证 明 过 程 的 符号 将 发 生 混乱 . -一 详 者 注 
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BF. 梯子 的 长 度 是 从 Gi 到 G WER. 

Gituan 和 G2 十 wzw 都 是 2- 边 连通 的 和 3- 正 则 的 . 由 归纳 假设 可 知 ， 它 们 都 是 可 3- 边 着 色 的 . 
4 fi IE Git uvi 的 真 3- 边 着 色 . 适当 调整 颜色 标号 使 得 1 (wv) 二 1 H f2(wzw) 从 {1，2} 中 选取 并 
与 梯子 的 长 度 具 有 相同 的 奇偶 性 . 

回 到 G 中 , BES WG BE. 从 Gi 中 梯子 的 头 开始 ， 将 梯子 的 所 有 横 档 着 色 为 3; 对 构成 梯子 两 
侧 的 那 两 条 路 径 ， 交 替 地 用 1 和 2 进行 着 色 . 在 wu 和 vw 处， 梯子 上 的 那些 边 现在 有 了 颜色 fi Cuvi). 
这 样 即 组 装 得 到 了 G 的 一 个 真 3- 边 着 色 . a 

这 样 ， 四 色 定 理 就 归 约 为 寻找 3- 边 连通 3- 正 则 可 平面 图 的 Tait 着 色 . 对 Tait 着 色 存在 性 的 论 
斯 就 是 Tait 猜想 ， 它 与 四 色 定 理 等 价 . 

Grinberg 定理 

任意 哈密 顿 3- 正 则 图 均 有 Tait 着 色 (习题 1). Tait 相信 这 即 完成 了 四 色 定理 的 证 明 ， 因 为 他 假 
定 任意 3- 连 通 3- 正 则 可 平面 图 均 是 哈密 顿 图 . 尽管 证 明 过 程 中 的 错误 早 就 被 发 现 了 ， 但 直到 1946 
年 才 找到 一 个 明确 的 反例 . 后 来 ，Grinberg[1968] 找 到 了 一 个 必要 条 件 ， 由 此 产生 了 很 多 3- 正 则 
3- 连 通 非 哈密 顿 可 平面 图 ， 其 中 包含 了 习题 16 中 的 Grinberg 图 . 

7.3.5 定理 (Grinberg[1968]) 如 果 G 是 无 环 图 并且 它 有 一 个 哈密 顿 环 C 且 G 在 C 内 有 /' 个 
长 度 为 i 的 面 , 而 G 在 C 外 部 有 /个 长 度 为 i 的 面 MD) GDS S= 

证 明 ”我们 分 别 考虑 位 于 C 内 部 和 外 部 的 面 . 我 们 想 证 明 DG- D GDS) 对 一 端 
作 改 动 不 会 影响 另 一 端 之 和 . 而 且 ， 可 以 调换 内 部 和 外 部 ， 这 只 需 将 嵌入 映射 到 球面 上 然后 在 C 的 
内 部 进行 开 孔 . 

内 此 ， 我 们 只 需 证 明 97 (i 一 2)/' 是 一 个 常数 . 当 环 内 部 没有 边 时 ， 这 个 和 是 "一 2 以 此 开 
始 ， 我 们 对 C 内 部 的 边 数 用 归纳 法 ， 证 明 这 个 和 始终 为 "一 2. 

假设 当 环 的 内 部 有 “条 边 时 D) G2) fn 2. 在 这 样 的 图 中 添加 一 条 边 ， 可 以 得 到 任何 在 
C 内 部 有 上 十 1 条 边 的 图 . 所 加 的 边 将 某 个 长 度 为 的 面 分 割 成 长 度 为 * 和: 的 两 个 面 . 我 们 有 s 十 /二 
r 十 2, 因 为 这 条 新 的 边 对 每 个 新 的 面 都 有 作用 而 原来 面 中 的 每 一 条 边 只 对 某 一 个 新 的 面 有 作用 

其 他 地 方 不 会 影响 和 的 改变 . 由 于 (s 一 2) 十 (1 一 2)=r 一 2， 因 此 这 些 面 仍 然 保 持 和 不 变 , 由 归 
纳 假设 可 知 ， 和 是 nn 一 2. n 

作为 必要 条 件 ，Grinberg 条 件 可 以 用 来 证 明 图 不 是 哈密 顿 图 . 论述 过 程 常常 可 以 通过 模 算术 进 
行 简化 . 模 4 不 同 余 的 两 个 数 是 不 相等 的 . 

我 们 将 它 应 用 到 第 一 个 被 发 现 的 非 哈密 顿 3- 连 通 3- 正 则 可 平面 图 上 (Tutte[1946]). Tutte 采用 
了 一 种 非常 特别 的 论述 来 证 明 这 个 图 不 是 哈密 顿 图 . 很 多 年 以 来 ， 它 是 唯一 被 发 现 的 反例 (关于 现 
在 已 知 的 最 小 例子 ， 参 见习 题 17). 

7.3.6 例 (Grinberg 条 件 与 Tutte 图 ) Tutte 图 如 下 面 左 侧 的 图 所 示 . 令 互 表 示 删 除 中 间 的 顶 
点 和 3 条 最 长 的 边 之 后 得 到 的 任意 一 个 连通 分 量 . 由 于 每 个 哈密 顿 环 必须 访问 G 中 间 的 那个 项 点 ， 
因此 它 必然 沿 某 条 哈密 顿 路 径 由 另外 的 两 个 人 口 遍 历 某 个 及 ， 我 们 将 这 两 个 入 口 称 为 z 和 y. 

因此 ， 我 们 研究 的 图 是 这 样 一 个 图 : 它 有 哈密 顿 环 当 且 仅 当 H 有 一 个 哈密 顿 +，y- 路 径 . 通过 
一 个 新 顶点 ， 添 加 一 个 长 度 为 2 的 zx，y- 路 径 即 得 到 这 样 一 个 图 H“( 如 下 面 右 侧 所 示 ). 


平面 图 H 有 5 个 5- 面 3 个 4- 面 和 1 个 9- 面 .Grinberg 条 件 变 成 了 2a4 十 3as 十 ?as —0, X 
ai 二/' 一 /由 于 无 界面 始终 在 环 的 外 部 ， 因 此 等 式 两 端 模 3 得 到 244 三 7 mod 3. 由 于 f, S53, 
内 此 ay 可 能 的 取 值 为 十 3， 十 1， 一 1， 一 3. 满足 2a, 三 7 mod 3 的 唯一 选择 是 a4 = 一 1， 这 要 求 有 两 
个 4- 面 位 于 哈密 顿 环 的 外 部 . 但 是 ， 含 有 度 为 2 的 顶点 的 两 个 4- 面 不 能 位 于 该 环 的 外 部 ， 因 为 关 
联 到 度 为 2 的 项 点 上 的 那 两 条 边 将 这 个 面 与 外 部 面 隔 开 . 

对 于 每 个 度 为 2 的 硕 点， 如 果 我 们 细 分 关联 到 其 上 的 一 条 边 ， 则 可 以 更 快 地 得 出 矛盾 , 这 并 不 
改变 生成 环 的 存在 性 . 所 得 的 图 有 7 个 5 - 面 ，1 个 4- 面 和 1 个 11- 面 . 所 需要 的 等 式 变 成 了 2 
( 士 1)=9 一 34s， 它 没有 解 ， 因 为 其 左边 不 是 3 的 倍数 . a 

我 们 还 没有 提供 一 个 系统 的 方法 来 证 明 整数 变 最 方程 不 存在 解 . 我 们 的 论述 过 程 中 用 到 了 整除 
性 ， 这 仅仅 是 避免 穷 举 所 有 可 能 情况 的 一 个 小 技巧 ， 但 这 种 小 技巧 往往 起 到 很 大 作用 . 

较 高 的 连通 度 使 得 生成 环 难免 会 出 现 . Tuttel 1956]( 由 Thomassen[1983] 进 行 了 扩展 ) 证 明了 任 
意 4- 连 通 可 平面 图 是 哈密 顿 图 . Barnette[1969] 曾 猜想 ,任意 可 平面 3- 连通 3- 正 则 二 部 图 是 哈密 
"S. 
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另 一 个 研究 四 色 问 题 的 方法 是 研究 哪些 3- 正 则 图 是 可 3- 边 着 色 的 . 在 集中 讨论 3- 正 则 图 和 无 
制 边 的 图 时 ， 用 简单 的 形容 词 来 表述 这 些 性 质 是 很 方便 的 . 

7.3.7 定 义 无 桥 图 是 没有 割 边 的 图 . 立方 图 是 度 为 3 的 正则 图 . 

7.3.8 猜想 (3- 边 着 色 猜 想 一 一 Tutte[1967]) ”任意 无 桥 立 方 非 3- 边 可 着 色 图 均 含有 Petersen 
图 的 细 分 . 

狂想 7. 3. 8 已 经 被 证 明了 ! 同 四 色 定 理 一 样 ， 借 助 于 计算 机 ， 其 证 明 使 用 了 异常 复杂 的 方法 ， 
由 Robertson, Sanders, Seymour, and Thomas( 2001] 5 (f 5 篇 论文 中 对 此 进行 了 证 明 . 

由 于 Petersen 图 的 任意 细 分 都 是 不 可 平面 的 ， 央 此 猜想 7. 3. 8 蕴涵 了 Tutte 猜想 和 四 色 定 理 ， 
讨论 这 个 猜想 的 一 个 很 自然 的 方法 是 推导 出 最 小 反例 必须 具备 的 性 质 ， 这 类 似 于 讨论 四 色 定 理 可 规 
约 性 时 的 想法 . 用 这 样 的 话 来 讲 ， 定 理 7. 3. 4 是 说 最 小 反例 必须 是 3- 边 连通 的 . 在 下 一 个 引 理 中 ， 
我 们 将 确切 描述 这 个 论断 并 得 出 其 他 几 个 性 质 - 

7.3.9 定 义 平凡 割 边 是 一 条 人 害 边 ， 删 除 它 后 将 孤立 某 一 个 顶点 . 其 他 边 害 是 非 平凡 的 . 

7.3.1038 “如果 一 个 不 可 3- 边 着 色 的 立方 图 G 具有 连通 度 2， 或 者 小 于 4 的 围 长 ， 或 者 一 个 
非 平 凡 3- 边 制 ， 则 G 包含 了 一 个 更 小 的 不 可 3- 边 着 色 立 方 图 的 一 个 细 分 

证 明 首先 假设 G 有 一 个 大 小 为 2 的 边 割 . 同 引 理 7. 3. 3 中 的 讨论 一 样 ， 边 割 里 的 这 些 边 没有 
共同 顶点 . 删除 这 个 割 边 ， 然 后 在 每 个 块 中 添加 一 条 边 ， 这 样 将 产生 立方 图 G1 十 vi AG + 
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uzv. EER 7. 3. 4 一 样 进行 放 二 者 中 至 少 有 一 个 是 不 可 3- 边 着 色 的 . 由 十 所 浴 加 的 边 可 以 用 
通过 另 一 个 块 的 路 径 来 代替 ， ROG 包含 了 一 个 更 小 的 不 可 3- 边 着 色 图 的 一 个 细 分 - 
接 下 来 ， 假 设 G 含有 一 个 三 角形 . 设 G 是 申 G 将 该 二 角形 收缩 为 一 点 后 得 到 的 图 .7 的 一 个 真 
3- 边 着 色 可 以 如 下 扩展 成 G 的 一 个 真 3- 边 着 色 TE GUAT GI AA. 这 个 细 分 也 就 是 删除 
:角形 的 一 条 边 之 后 得 到 的 那个 子 图 . 
假设 G 含有 一 个 4- 环 但 不 包含 三 角形 . 令 (是 由 G 经 如 下 操作 得 到 的 图 :删除 环 中 两 条 格 对 
的 边 ， 然 后 将 长 度 为 3 的 两 条 路 径 分 别 用 一 条 边 代 替 . 由 于 G 没有 三 角形 ， 央 此 这 两 条 新 边 痢 不 是 
Wi. 按照 图 示 的 两 种 情况 ，G 的 一 个 真 3- 边 着 色 产 后 G 的 一 个 真 3- 边 着 色 ,G 包含 了 G 的 细 分 ， 故 
人 就 是 所 求 的 那个 更 小 的 图 。 
Qo ~ ey ~ 
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最 后 ， 假 设 G 有 一 个 非 平凡 的 3- 边 制 [S，5 7. 由 于 我 们 可 以 假定 JE 3- irit fg. cix 
割 中 的 3 条 边 是 两 两 互 不 关联 的 . 将 GES] BR GL S ] 收 缩 为 一 个 顶点 之 后 所 得 的 图 有 Hl 和 Hs 也 是 3 
正则 的 .如 果 这 两 个 图 都 是 可 3- 边 着 色 的 ， 则 可 以 对 颜色 重新 命名 使 得 它们 存 割 中 的 三 条 边 上 一 
Sr. ax (BELT G 的 一 个 真 3- 边 着 色 . 因此 .这 两 个 图 中 至 少 有 一 个 不 可 3- 边 着 色 ， 

AK AAEM G 包含 了 Hi 和 H: 的 一 个 细 分 . Ras b. RMP MME S 中 的 端点 ， m PG 
是 3- 边 连通 的 ， 因 此 这 个 割 是 一 个 键 且 GE S ] 是 连通 的 (命题 4.1.15), AE. GCS ] 含 有 一 条 ae 
思路 径 P 和 一 条 从 < 到 P 的 路 径 . 将 这 两 条 路 径 和 制 中 的 边 添加 到 CLS] 中 即 得到 Hi 的 一 个 细 分 


(类 似 地 ， 可 以 对 He 进行 讨论 ). 
\ LAL» 
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7.3.1 定义 ”一 个 小 鱼 图 是 一 个 不 可 3- 着色 的 2- 边 连通 3- 正 则 图 ， 并 且 要 求 其 国 长 至 少 为 5 
而 且 没 有 非 平凡 3- 边 市 ,一 个 素 狠 鱼 图 是 不 含 较 小 荡 鱼 图 的 细 分 的 秒 鱼 图 。 

由 此 ,我们 已 经 将 Tutte 的 3- 边 着 色 猜 想 归 约 成 了 如 下 论断 ，Petersen P JEME — 09 EH fi P. 
我 们 再 次 注意 ， 这 个 猪 想 已 经 被 证 明了 (Robertson-Sanders-Seymour-Thomas [2001]). 

H 1898 ^F. Petersen 图 产生 后 ， 直 到 1975 年 人 们 只 找到 另外 3 RMA. 含有 18 个 顶点 的 
Blanusa( 1916] fü B]. fj. 210 个 顶点 的 Descartes( 1948 ] 3& fa E Kil Hi 50 个 顶点 的 Szekeres 
[1973] (40M . 这 促使 Martin Gardner( 1976 ] 8] i" i fa [E " 3x ri]. 出 自 Lewis Carroll f£ (The 
Hunting of the Snark) 一 书 中 表述 这 种 生物 的 稀少 之 意 . 

Isaacs[1975] 证 明了 早先 发 现 的 医 鱼 图 均 可 以 借助 一 个 操作 由 Pertersen 图 得 到 ， 并 且 这 个 操作 
可 以 产生 无 穷 多 的 著 鱼 图 . 

7.3.12 定 义 立方 图 G 和 月 的 点 积 是 由 G 十 日 经 如 下 方法 得 到 的 立方 图 : 从 (; 中 删除 无 公共 
端点 的 边 wv pwr, M 月 中 删除 邻接 顶点 y foz, 添加 从 WW 和 v 到 NH(y) 一 {x} 的 所 有 边 以 及 从 w 
和 xz 到 Nn(z) 一 1y) 的 所 有 边 . 
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两 个 诸 鱼 图 的 点 积 仍然 是 效 鱼 图 (习题 23). 将 该 操作 应 用 到 Petersen 图 的 两 个 拷贝 上 生成 下 面 
的 Blanuša fa [8 . 这 个 图 有 一 个 非 平凡 4- 边 割 .Kochol[1996] 引 入 了 一 个 更 一 般 的 操作 ， 它 将 产 
生 有 具有 更 大 疼 长 和 更 高 连通 性 的 获 鱼 图 . 


7.3.13 BI CIE ERO Isaacs 还 明确 地 给 出 了 一 个 无 穷 的 次 鱼 图 族 ( 习 题 21)， 它 不 通过 点 积 产生 . 
当 奇 数 M. xS fü efi 4 个 顶点 ， 这 个 图 族 也 被 Grinberg 独立 发 现 . 

从 3 个 不 相交 的 有 环 开始 . Brh, vs Un) E 3 个 环 的 顶点 集 ， 沿 环 依次 编号 .对 每 个 
i. PSI e US ws REN Ge) = (ais yis su). 所 得 图 Ge 是 可 3- 边 着 色 的 . 令 He 是 将 边 ztzl 
和 yii Hoyi Ayers 替换 之 后 得 到 的 图 . Im E JE ECHELLE SS. W H Jede FRIES UR ETE 
偶数 ， 则 H 是 可 3- 边 着 色 的 .在 画 Hi 时 ,将 {zi} 画 成 位 于 中 心 的 那个 环 ， 这 种 作 图 法 使 得 He 
形象 地 取得 了 "“ 花 小 " 这 个 名 称 . 


流 和 环 覆 盖 ( 选 学 ) 

Tait 定理 (定理 7. 3.2) 讲 述 了 平面 三 角 剖 分 的 可 3- 边 着 色 性 和 可 4- 面 着 色 性 的 等 价 性 . 要 将 这 
个 结论 扩展 到 可 平面 图 上 ， 需要 -个 对 所 有 图 均 有 意义 并 且 在 平面 图 上 等 价 于 4- 面 着 色 的 一 个 概 
A. 关于 这 - 卡 题 (及 次 鱼 图 ) 的 其 他 信息 包含 在 Zhang[1997] 的 专著 中 . 

7.3.14 定义 ”图 G 上 的 一 个 流 是 一 个 对 (D，/) 使 得 : 

DD 是 G 的 一 个 定向 。 

DSEG- ARRA. 

3) 每 个 uEV(G) 满 足 5) fGu)- $) faw. 


-个 大 流 是 一 个 整 值 流 ， 其 中 | /(e) | <4 一 1 对 所 有 eE ECG) 成 立 . 一 个 流 是 无 处 为 零 的 或 正 
的 ， 如 果 对 所 有 ee E(G) 分 别 有 /(e) 是 非 零 的 或 者 是 正 的 

这 里 使 用 的 * 流 "在 一 定 程度 上 不 同 于 第 4 章 中 的 用 法 . 在 这 两 个 地 方 ,“ 流 "都 表明 了 强加 在 项 
点 处 的 守恒 约束 . 流 值 的 界 4 一 1 相当 于 容量 这 个 概念 

我 们 可 以 对 定向 进行 调整 使 得 所 有 的 权 值 都 是 正 的 

7.3.15 命题 “对 于 每 个 图 G， 下 列 命题 等 价 : 

A)G 有 一 个 正人 - 流 . 
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B)G 有 一 个 无 处 为 零 的 人 - 流 . 
C) 对 G 的 每 个 定向 ，G 有 一 个 无 处 为 零 的 人- 流 . 


证 明 ”同时 改变 边 的 方向 和 其 权 值 的 符号 不 会 影响 守恒 约束 . E 

因此 ， 无 处 为 零 的 大 流 的 存在 性 不 依赖 于 定向 的 选择 . 我 们 也 可 以 将 流 进 行 线性 组 合 . 

7.3.16 命题 PRD, fi), s (D, SOAGE, L g= 3 a D, PAGEH 
一 个 流 . 

证 明 对 每 个 vEV(G)， 在 Sfi 下 从 v 流 出 的 净 流量 为 0， 因 此 在 g 下 也 是 0. 


7.3.17 命题 对 G 上 的 一 个 流 ， 流 出 任何 集合 SCV(G) 的 净 流量 是 0. 因此 ,具有 无 处 为 零 的 
流 的 图 没有 割 边 . 

证 明 ”我 们 对 流出 S 所 有 顶点 的 净 流量 作 和 . 离开 S 的 边 贡献 一 个 正 权 值 ， 进 入 S 的 边 贡 献 负 
权 值 ， 并 且 S 内 部 的 边 在 尾部 贡献 正 值 而 在 头 部 贡献 负 值 . 因此 ， 流 出 S 的 净 流 基 是 流出 S 的 每 个 
顶点 的 净 流 量 之 和 ， 这 个 和 为 0. 

这 意味 着 通过 任何 边 割 的 净 流量 是 0， 故 边 割 不 能 仅 由 具有 非 零 权 值 的 单条 边 构 成 . " 

于 是 ， 我 们 仅 局 限于 讨论 没有 制 边 的 图 (无 桥 图 ). 将 这 里 的 流 与 4. 3 节 中 的 循环 流 区 别 开 来 的 
A. 这里， 我 们 禁止 用 0 作 权 值 . 无 处 为 零 的 流 使 得 我 们 可 以 扩展 Tait 定理 . 我 们 首先 将 欧 拉 图 用 
无 处 为 零 的 流 表 述 出 来 ;连通 与 否 不 再 是 重要 的 . 

7.3.18 定义 ”如 果 一 个 图 的 每 个 顶点 具有 偶数 度 ， 则 称 它 是 偶 图 . 

7.3.19 命题 一 个 图 有 无 处 为 零 的 2- 流 当 且 仅 当 它 是 一 个 偶 图 . 

证 明 给 定 一 个 无 处 为 零 的 2- 流 . 由 于 它 为 每 一 条 边 指定 权 值 1， 因 此 该 定向 在 每 个 项 点 处 人 
有 的 进入 该 顶点 的 边 必然 同 离开 该 顶点 的 边 一 样 多 . 于 是 ， 每 个 项 点 的 度 都 是 偶数 ， 

反之 ， 如 果 每 个 顶点 的 度 都 是 偶数 ， 则 每 个 连通 分 量 都 有 一 个 欧 拉 回 路 . 沿 回路 为 每 条 边 定向 
并 为 每 一 条 边 指定 权 值 1， 这 样 就 得 到 一 个 正 2- 流 . [] 

理解 无 处 为 零 的 3- 流 要 困难 得 多 ， 即 便 对 3- 正 则 图 也 是 如 此 . 

7.3.20 命题 (Tutte[1949]) 立方 图 有 一 个 无 处 为 零 的 3- 流 当 且 仅 当 它 是 二 部 图 . 

证 明 设 G 是 一 个 立方 X，Y- 二 部 图 . 每 个 正则 二 部 图 均 有 一 个 1- 因子. 将 1- 因 子 中 的 边 定 
向 为 从 XX 指向 Y， 并 为 它们 分 配 权 值 2. 将 其 他 所 有 边 定向 为 从 Y 指向 X， 并 为 它们 分 配 权 值 1. 
进 、 出 每 个 顶点 的 流量 都 是 2， 故 这 是 一 个 无 处 为 零 的 3- 流 . 

反之 , 设 G 是 一 个 有 无 处 为 零 的 3- 流 的 立方 图 . 由 命题 7. 3. 15 可 以 假定 每 条 边 上 的 流量 是 1 
或 2. 由 于 净 流 量 为 0， 故 在 每 个 顶点 处 必 有 一 条 流量 为 2 的 边 和 两 条 流量 为 1 的 边 . 因此 ， 流量 为 
2 的 所 有 边 构成 一 个 匹配 . 设 X 是 这 些 边 的 尾部 集合 而 Y 是 这 些 边 的 头 部 集合 .由 于 每 个 顶点 处 的 
净 流 量 是 0， 因此 每 条 流量 为 2 的 边 从 X 指向 Y， 而 每 条 流量 为 1 的 边 从 Y 指向 X. 因此 ，X, Y 是 
G 的 一 个 二 部 前 分 . a 

7.3.21 例 由 于 Petersen 图 是 立方 图 但 不 是 二 部 图 ， 因 此 它 没有 无 处 为 零 的 3- 流 .我 们 将 看 
到 ， 它 也 没有 无 处 为 零 的 4- 流 . 下 图 给 出 了 3- 正 则 简单 图 C3 口 Kz 中 的 一 个 无 处 为 零 的 4- 流 
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为 了 理解 流 与 着 色 之 间 的 对 偶 性 ， 我 们 用 无 处 为 零 的 流 来 刻画 平面 图 的 特征 . 

7.3.22 定理 (Tutte[1954b]) 一 个 平面 无 桥 图 是 可 k- 面 着 色 的 当 且 仅 当 它 有 一 个 无 处 为 零 的 
kA. 

证 明 (Younger[1983]， 后 由 Seymour 进行 了 完善 ) 令 了 是 平面 图 G 上 的 一 个 流 . 我 们 如 下 定 
义 面 集合 上 的 一 个 函数 g: gg PAE AAT 玉 到 达 无 界面 的 过 程 中 积累 的 净 流 量 . 每 当 跨 越 一 条 边 “ 
时 ， 如 果 。 指向 我 们 的 右 侧 ， 则 累加 十 /(e); 如果 e 指向 我 们 的 左 侧 ， 则 累加 一 f(e). 为 外 部 面 指 
定 的 值 是 0. 

函数 g 是 有 定义 的 或 良 定义 的 ， 即 g(F) 不 依赖 于 我 们 通 往 外 部 面 的 路 径 . 如 下 面 左 侧 的 图 所 
示 ， 可 以 将 通 往外 部 面 一 条 路 径 转换 成 男 一 条 路 径 ， 这 只 需要 在 某 顶点 v 处 不 断 变 换 方向 , 这 种 改 
变 增加 或 减少 我 们 在 该 处 的 积累 ， 积 累 变化 的 大 小 恰好 是 流出 v 的 净 流 量 ， 而 这 恰好 是 0. 对 于 公 
共 边 为 e 的 两 个 面 ， 其 上 的 值 之 间 的 差 是 土 /(e)， 故 g 是 真 的 当 上 且 仅 当 / 是 无 处 为 零 的 流 . 


反之 ， 从 一 个 面 着 色 g 开始 ， 将 上 述 过 程 逆转 就 得 到 一 个 流 ( 如 上 右 侧 所 示 )， 从 面 FE e 
观察 面 已 ， 如 果 “指向 我 们 的 右 侧 ， 则 令 /(e)=g(P) 一 &CF); 如 果 e 指 向 我 们 的 左 侧 ， 则 令 fe) = 
gCF) — g C). 将 关联 到 顶点 v 的 所 有 边 上 的 这 种 值 相 加 就 可 以 证 明 /是 一 个 流 它 是 无 处 为 零 的 
当 且 仅 当 & 是 真 面 着 色 ， 

因此 ， 流 对 应 于 面 着 色 ， 而 且 面 着 色 是 真 的 当 且 仅 当 流 是 无 处 为 零 的 . 如 果 流 是 无 处 为 零 的 
流 ， 则 将 着 色 用 到 的 标记 归 约 到 同 余 类 !{0，…，A 一 1} 中 即 得 到 一 个 真人 着色. 反之 ,使 用 这 些 颜 
色 的 真 &- 面 着 色 得 到 一 个 无 处 为 零 的 k- 流 . " 

只 要 标记 取 自 任意 的 阿 贝尔 群 ， 定 理 7. 3. 22 中 的 面 着 色 与 流量 之 间 的 对 应 关系 就 始终 成 立 . 
如 果 用 二 元 有 序 对 在 加 法 下 构成 的 群 ((0，0) 是 单位 元 )， 该 论述 过 程 证 明 的 论断 恰好 就 是 Tait XE 
理 本 身 . 

由 于 我 们 可 以 在 所 有 的 图 上 研究 流 ， 因 此 可 以 将 流 问 题 看 成 顶点 着 色 在 一 般 意义 下 的 对 偶 概 
念 .无 处 为 零 " 是 * 真 "的 对 等 体 . 由 于 每 个 无 处 为 零 的 和 流 也 是 无 处 为 零 的 4 十 1- 流 ， 一 个 自然 的 
问题 就 是 最 小 化 上 使 得 G 有 一 个 无 处 为 零 的 人 - 流 . 这 个 最 小 值 是 G 的 流 数 ， 它 对 等 于 " 色 数 " 既然 
在 G 有 真 k- 着 色 时 我 们 称 *G 是 可 -着 色 的 "， 对 等 过 来 就 用 “G 是 可 - 流 的 "来 代替 “G 有 一 个 无 处 
为 零 的 k- 流 ”. 这 种 说 法 还 不 是 大 家 都 采用 的 说 法 ， 故 我 们 很 少 用 它 - 

Tait 定理 和 定理 7. 3. 22 表明 : 一 个 立方 无 桥 可 平面 图 是 可 3- 边 着 色 的 当 且 仅 当 它 有 一 个 无 处 
为 零 的 4- 流 . 我 们 希望 去 掉 可 平面 性 的 条 件 以 便 扩展 这 个 对 应 命题 . 关于 奇偶 性 的 一 个 简单 事实 是 
很 有 用 的 , 

7.2.23 引 理 ”在 一 个 无 处 为 零 的 k- 流 中 ， 每 个 顶点 关联 到 偶数 条 具有 坷 数 权 值 的 边 上 . 

证 明 由 于 在 每 个 顶点 处 ， 所 有 人 边 上 的 总 权 值 等 于 所 有 出 边 上 的 总 权 值 ， 央 此 所 有 权 值 的 和 


是 偶数 a 
7.3.24 定理 设 G 是 立方 图 . 如 果 G 有 一 个 无 处 为 零 的 4- 流 ， 则 G 是 可 3- 边 着 色 的 ， 
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TEAR ”由 命题 7. 3.15， 我 们 可 以 假定 G 有 一 个 正 4- 流 (D，/)， 因此 对 每 一 条 边 。< 有 /(e)€ 
{1, 2, 3). 由 引 理 7. 3.23， 每 个 顶点 恰好 关联 到 一 条 权 值 为 2 的 边 上 . 于 是 ， 权 值 为 2 的 所 有 边 构 
成 G 中 的 一 个 1- 因 子 . 删除 它们 ， 剩 下 的 图 是 一 些 不 相交 环 的 并 . 为 完成 1- 因子 分 解 (同时 得 到 一 
个 真 3- 边 着 色 ) ， 只 需 证 明 这 些 环 中 的 每 一 个 都 上 共有 偶数 长 度 . 

令 C 是 其 中 一 个 环 . 关联 到 C 的 顶点 的 权 值 为 2 的 那些 边 要 么 是 弦 ， 要 么 连接 VCO RI VO. 
这 些 纺 用 到 的 顶点 构成 V(C) 的 大 小 是 偶数 的 子 集 . 因此 ， 只 需 证 明 介 于 VOM VCO 2 lal fü DA 
偶数 条 ,所 有 这 些 边 都 具有 权 值 2. 由 于 流出 V(C) 的 净 流 量 必须 是 0 且 介 于 VOM VCC) 之 间 的 所 
有 边 都 具有 流量 2， 因 此 离开 V(C) 的 边 的 条 数 必 然 等 于 进入 V(C) 的 边 的 条 数 . 


1 2 
2 
id à 
eR, " 


由 于 Petersen 图 不 是 可 3- 边 着 色 的 . 定理 7. 3. 24 表明 它 是 不 可 4- 流 的 . 无 处 为 零 的 k 流 的 存 
在 性 在 细 分 操作 下 保持 不 变 ， 当 无 处 为 零 的 k 流 中 具有 权 值 j 的 边 e 被 细 分 ， 将 这 条 边 用 长 度 为 2 
的 路 径 替 换 ， 并 为 该 路 径 上 的 边 指定 相同 方向 和 权 值 7， 这 样 即 在 新 图 中 得 到 了 一 个 无 处 为 零 的 人 - 
Wi. 因此 ，Petersen 图 的 细 分 也 没有 无 处 为 零 的 4- 流 . 

定理 7. 3. 24 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 但 是 没有 意义 ， 因 为 我 们 不 大 可 能 将 同色 类 看 成 具有 某 权 值 
的 边 构成 的 集合 ， 并 对 图 进行 定向 以 便 将 这 个 着 色 变 成 一 个 4- 流 ,在 例 7.3.21 的 图 Cy 口 K2 中 ， 
实质 上 只 有 一 个 真 3- 边 着 色 . 当 同 色 类 被 标记 为 1，2，3 时 ， 不 可 能 得 到 一 个 4- 流 .在 例 7. 3. 21 
ME 4- 流 中 ， 权 值 为 1 的 所 有 边 不 构成 一 个 匹配 . 

尽管 如 此 ， 下 面 的 定理 保证 了 立方 图 中 存在 无 处 为 零 的 4- 流 . 这 一 特征 刻画 更 具有 一 般 性 ， 它 
不 要 求 正 则 性 这 个 条 件 . 

7.3.25 定理 一 个 图 有 无 处 为 零 的 4- 流 当 且 仅 当 它 是 两 个 偶 图 的 并 . 

证 明 RG, C RMA G=G UG. $ D ÈG 的 一 个 定向 ， 它 限制 在 G; L&D. if 
题 7. 3. 19 和 命题 7. 3. 15 可 知 ，G; 有 一 个 无 处 为 零 的 2- 流 (D;:，/1). 通过 对 任意 eE ECG) — EG) 
dC /1(e)=0 来 将 /; 扩张 到 G 上. 令 f=f1 十 2f2. 这 个 权 函 数 在 EC(G1) 上 取 奇 数 而 在 ECG) 一 E(G) 
上 取 士 2， 故 它 是 无 处 为 零 的 ， 其 大 小 最 多 为 3. 由 命题 7. 3. 16 知道 它 是 一 个 流 ， 因 此 它 是 一 个 无 
处 为 零 的 4- 流 . 

反之 , RD, 由 是 G 上 的 一 个 无 处 为 零 的 4- 流 . 令 已 一 (eEE(G): fle) eat BO. 由 引 理 
7.3.23, Ey 构成 G 的 一 个 偶 子 图 . 因此 ， 在 Es 上 有 一 个 无 处 为 零 的 2- 流 (D1， fd, XP DS D 
是 一 致 的 , 对 任意 cE E(G) 一 已 ， 令 /1(e)==0 MATH fo PHB EG). RE, (D, OEG E 
个 2- 流 . 

在 E(G) 上 定义 fz — CF — 0/2. 由 命题 7.3.16 可 知 (LD，f2) 是 G 上 的 一 个 流 . 这 是 一 个 整 值 流 ， 
因为 /(e) 一 fi(e) 始 终 为 偶数 . 由 引 理 7. 3. 23， 集 合 E; = (eC EC. f2(e) 是 奇数 } 构 成 G 的 一 个 偶 子 
A. 对 于 eEE(O) 一 BL， 有 f(@)= 士 2 且 file) 二 0， 由 此 得 到 f2CO— 1, B EG — E CE». 现在 ， 
G 是 两 个 倘 图 的 并 . a 

7.3.26 推论 AX GARE GN. RE G 是 可 3- 边 着 色 的 当 且 仅 当 (C 有 一 个 无 处 为 零 的 4- 流 

EM 任意 可 3- 边 着 色 立 方 图 是 两 个 偶 子 图 的 并 : 颜色 为 1 和 2 的 边 ， 以 及 颜色 为 1 和 3 
B. a 
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根据 定理 7. 3. 22， 推 论 7. 3. 26 推广 了 Tait 定理 . 

我 们 已 经 看 到 ，Petersen 图 的 细 分 不 是 可 4- 流 的 . 在 无 桥 图 中 ，Tait 曾 狂想 : 除了 这 种 图 之 外 都 可 
以 得 到 4- 流 . 

7.3.27 猜想 (Tutte 4- 流 猜想 ”Tutte[1966bj) 不 含 Petersen 图 的 细 分 的 无 桥 图 是 可 4- 流 的 NE 

由 十 包含 了 Petersen 图 的 细 分 的 任意 图 是 不 可 平面 的 ， 内 此 Tutte 4- 流 猜想 蕴涵 了 四 色 定 理 . 
由 于 在 立方 图 上 ， 无 处 为 零 的 4- 流 等 价 于 3- 边 着 色 ， 央 此 Tutte 4- 流 猜想 也 蕴 滔 了 3- 边 着 色 猜 想 
(已 经 被 证 明了 ). 研究 者 们 希望 找到 Tutte 4- 流 猜想 的 一 个 优美 证 明 以 获得 四 色 定 理 的 一 个 较 短 的 
AED. 

本 小 节 最 后 讨论 其 他 几 个 相关 的 猜想 . 任意 无 处 为 零 的 人 - 流 也 是 无 处 为 零 的 & 上 1- 流 .因此 ， 
无 处 为 零 的 3- 流 这 个 条 件 和 无 处 为 零 的 5 - 流 这 个 条 件 分 别 要 比 无 处 为 零 的 4- 流 这 个 条 件 的 限制 强 
ALS. 有 关 Tutte 3- 流 猜想 的 陈述 出 现在 Steinberg[1976] 和 Bondy-Murty[1976， 未 解 问题 48]). 

7.3.28 猜想 (Tutte 3- 流 猜想 ) 任意 4- 边 -连通 图 均 有 无 处 为 零 的 3- 流 . a 

7.3.29 猜想 (Tutte 5 - 流 猜想 ) 任意 无 桥 图 有 无 处 为 零 的 5- 流 . Ë 

Kilpatrick[1975] 和 Jaeger[1979] 证 明了 任意 无 桥 图 是 可 8- 流 的 .SeymourL1981] 证 明了 这 种 图 
是 可 6- 流 的 .我们 勾勒 -下 8- 流 定理 的 思想 ， 细 节 留 作 习 题 . 

两 个 结论 的 证 明 都 归 约 到 3- 边 连通 的 情形 ， 即 证 明 ， 没有 无 处 为 零 的 &- 流 的 最 小 无 桥 图 是 简 
单 的 、2- 连 通 的 和 3- 边 连通 的 (习题 26). 其 后 的 主要 步骤 是 将 3- 边 连通 图 表示 成 -- 些 子 疼 的 并 ， 
使 得 这 些 子 图 上 有 性 质 良好 的 流 . 然后 ， 就 可 以 使 用 定理 7. 3. 25 的 推广 形式 了 : MR G 有 无 处 为 
FAY ky - 流 ， 且 G。 有 无 处 为 零 的 k- 流 ， 则 Gi UG 有 无 处 为 零 的 如 ko- 流 (习题 24)( 逆 命题 也 成 
X. 但 是 证 明 过 程 不 需要 ). 

对 于 8- 流 定理 ， 只 需 证 明 : 3- 边 连通 图 可 以 表示 成 3 个 偶 子 图 的 并 . 首先 ， 对 G 中 的 每 条 边 另 
外 添加 一 个 拷贝 得 到 一 个 6- 边 连通 图 G'. 然后 ， 由 Nash-Williams 的 树 -组 装 定理 (推论 8. 2.59), 
在 G3 中 得 到 三 棵 岗 岗 之 间 无 公共 边 的 生成 树 . 它们 对 应 了 G 的 3 棵 生成 树 . 由 于 它们 在 mae 
为 无 公共 边 的 树 被 得 到 的 ， 畴 此，G 的 每 一 条 边 最 多 出 现 于 其 中 两 棵 树 . 

在 G 的 一 棵 生成 树 中 ， 可 以 找到 G 的 一 个 奇偶 子 图 ， 即 G 的 一 个 生成 子 图 H 使 得 dn(v) 三 
dc Co) mod 2 对 所 有 vEV(G) 成 立 ( 习 题 25). 奇偶 子 图 的 边 集 在 E(G) 中 的 补 是 G 的 一 个 偶 子 图 . 由 
于 我 们 的 3 棵 生成 树 没有 公共 边 ， 因 此 它们 的 奇偶 子 图 的 补 将 G 表示 成 了 3 个 偶 子 图 的 并 . 由 命题 
7.3.19， 每 个 偶 子 图 有 一 个 无 处 为 零 的 2- 流 ， 央 而 G 有 一 个 无 处 为 零 的 8- 流 . 

Seymour[1981] 中 的 方法 是 类 似 的 ; 任务 就 是 将 3- 边 连通 图 表示 成 一 个 偶 图 和 一 个 可 3- i F 
的 并 . 这 几 到 了 一 些 更 复杂 的 概念 ， 其 中 包括 Tutte[1949] 最 初 引入 的 “ 模 ” 流 这 个 概念 . Seymour 的 
证 明 后 来 由 Younger[1983] 和 Jaeger[1988] 进 行 了 完善 . 我 们 建议 读者 到 Zhang[1997] 中 查阅 这 网 个 
证 明 . 

Celmins[1984] 证 明了 : 如果 5 - 流 猜想 不 成 立 ， 则 最 小 反例 的 半 长 至 少 为 7 且 它 没有 由 4 条 边 
构成 的 非 平凡 边 割 . 

我 们 表 给 出 一 个 猜想 并 描述 它 与 前 面 的 各 主题 之 间 的 关系 . 在 2- 边 连通 平面 图 中 ， 所 有 面 的 边 
界 都 是 环 . 每 条 边 位 于 两 个 面 的 边界 中 。 故 所 有 面 环 一 起 恰好 两 次 覆盖 每 一 条 边 . 我 们 自然 要 问 ， 
在 不 可 平面 图 中 是 否 可 以 得 到 这 样 的 覆盖 . 

7.3.30 定义 ”图 G 的 覆盖 是 一 系列 子 图 使 得 它们 的 并 是 G. 一 个 双 覆 盖 是 一 个 履 盖 使 得 每 一 条 
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边 恰 好 出 现在 两 个 子 图 中 . 一 个 环 双 覆 盖 (CDC) 是 由 环 构成 的 双 斤 盖 . 
7.3.31 例 如 下 所 示 ， 图 中 的 5- 环 的 5 个 旋转 与 外 层 的 5 - 环 一 起 构成 了 Petersen 图 的 一 个 环 
DMK. 用 其 他 长 度 的 环 也 可 以 得 到 Pertersen 图 的 环 双 覆 盖 ( 习 题 36). 


" 

HERAK HAREE Fer. KRA EA E A . 

7.3.32 猜想 ( 环 双 徐 盖 猜想 一 一 Szekeres[1973]，Seymour[1979b]) ”任意 无 桥 图 均 有 环 双 
mu. " 

读者 可 能 认为 ,利用 在 带 手柄 的 曲面 上 的 谋 人 可 以 马上 得 到 环 双 覆 盖 猜 想 ， 但 是 这 种 嵌入 可 能 
有 一 些 面 的 边界 两 次 通过 同一 条 边 . 强 嵌入 猜想 断言 ， 任 意 2- 连 通 图 (在 某 种 曲面 上 ) 有 一 个 嵌入 使 
得 其 中 每 个 面 边 界 均 是 一 个 环 . 把 它 应 用 到 2- 边 -连通 图 的 每 个 块 上 将 得 到 环 双 巴 盖 猜 想 . 

在 对 环 双 覆 盖 的 讨论 中 ， 我 们 警告 读者 ， 可 能 要 迪 到 术语 的 混淆 . 在 整 本 书 中 ， 我 们 用 到 的 环 
的 定义 在 讨论 连通 度 、 围 长 、 周 长 和 可 平面 性 中 都 是 通用 的 . 按 这 种 说 法 ， 回 路 是 封闭 的 迹 (忽略 
起 点 后 ) 的 等 价 类 ， 而 偶 图 是 所 有 顶点 的 度 均 为 偶数 的 图 . 一 条 回路 遍历 一 个 连通 偶 图 . 

讨论 环 覆盖 的 文献 一 般 将 这 个 术语 倒 过 来 使 用 ， 用 “回路 "表示 我 们 所 谓 的 环 并 用 * 环 "来 表示 我 
们 所 谓 的 偶 图 . 由 于 * 偶 图 "这 个 词 强烈 地 反映 了 它 的 定义 ， 我 们 希望 我 们 的 用 法 更 清晰 . 

在 别 的 地 方 也 出 现 了 其 他 用 法 . 在 拟 阵 中 (8.2 节 )， 回 路 是 最 小 独立 子 集 ; 而 在 图 的 环 拟 阵 
中 ， 回 路 则 是 指环 的 边 集 . 一 个 图 的 环 空间 是 一 个 向 量 空间 (其 标量 为 {0，1}) ， 其 中 的 坐标 用 边 来 
索引 而 向 量 对 应 于 偶 子 图 . 

最 初 的 环 双 获 盖 猜 想 表述 为 :任意 无 桥 图 有 由 偶 子 图 构成 的 双 覆 盖 . 这 种 说 法 等 价 于 我 们 的 表 
述 ， 因 为 任意 偶 子 图 是 无 公共 边 的 若干 个 环 的 并 . 

因此 ， 我 们 可 以 用 少量 的 偶 子 图 来 寻找 双 狂 盖 . 环 双 覆盖 中 的 环 是 偶 子 图 ; 如 果 这 些 环 两 两 
间 无 公共 边 ， 则 它们 即 可 组 合 在 一 起 构成 一 个 简单 偶 子 图 . 这 可 以 将 整 值 流 与 环 双 著 盖 联 系 起 
KT. 

7.3.33 命题 一 个 图 有 无 处 为 零 的 4- 流 当 且 仅 当 它 有 一 个 环 双 履 盖 可 以 构成 3 个 偶 子 图 

证 明 定理 7. 3.25 表明 ， 一 个 图 有 无 处 为 零 的 4- 流 当 且 仅 当 它 是 两 个 偶 子 图 El，Ez 的 并 . 
4 = 二 El 人 Ez. 对 每 个 顶点 v, CEE 中 的 度 等 于 它 在 E 中 的 度 与 它 在 E: 中 的 度 之 和 减 去 E 
和 Es 在 v 处 的 公共 关联 边 的 条 数 的 2 倍 ， 因 此 这 个 度 是 偶数 . 于 是 E 是 一 个 偶 子 图 且 恰 好 由 只 在 
{EL ，Ez } 之 一 中 出 现 边 构 成 . 将 Ex, Eo, Es 分 解 成 环 就 得 到 G 的 一 个 环 双 驯 盖 - 

反之 ， 如 果 一 个 环 双 蓝 盖 形 成 3 个 偶 子 图 ， 则 丢掉 其 中 一 个 即将 图 表示 成 了 两 个 偶 子 图 的 并 ， 
因此 存在 一 个 无 处 为 零 的 4- 流 . " 

邻 PP 表示 由 不 包含 Petersen 图 的 细 分 的 图 构成 的 图 族 . 根据 命题 7. 3. 33，Tutte 4- 流 猜想 意味 
着 尸 中 的 每 个 图 都 有 环 双 镍 盖 . Alspach-Goddyn-Zhang[ 1994] 证 明了 一 个 深入 的 结果 ， 由 它 可 以 得 
到 P 中 那些 图 的 环 双 基 盖 (他 们 证 明了 ， 一 个 更 强 的 柳 盖 性 质 在 G 上 成 立 当 且 仅 当 GEP). 根据 命 
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题 7.3.33， 这 是 解决 Tutte 4- 流 猜想 时 的 部 分 结果 . 
环 双 徐 盖 猜 想 也 与 区 鱼 图 相关 .Goddyn[ 1985] 证 明了 : 如 果 环 双 获 盖 猜 想 不 成 立 ， 则 最 小 反例 
是 周 长 至 少 为 8 Wie ae. 
习题 
7.3.1 (一) 证明: 任意 哈密 顿 3- 正 则 图 有 Tait 着 色 . 
7.3.2 (一 ) 对 于 具有 下 列 性 质 的 3- 正 则 简单 图 ， 分 别 给 出 实例 . 
a) 可 平面 的 但 不 是 可 3- 边 着 色 的 . 
b)2- 连 通 的 但 不 是 可 3- 边 着 色 的 . 
c) 连 通 度 为 2 的 可 平面 图 ， 但 不 是 哈密 顿 图 . 
证 明 : BR Ky 外 ,任意 极 大 平面 图 是 可 3- 面 着 色 的 . 
不 用 四 色 定 理 ， 证 明 : 任意 哈密 顿 平面 图 是 可 4- 面 着 色 的 (没有 任何 关于 顶点 度 的 假设 )、 
WEM: 2- 边 连通 平面 图 是 可 2- 面 着 色 的 当 且 仅 当 它 是 欧 拉 图 . 
利用 Tait 定理 (定理 7. 3. 2) 证 明 ， 对 于 下 面 的 图 G，X (0) 一 3. 


Dopo 
bobo 
a a w 


a 


au] 


7.3.7 (DIE GAE— 4 Y i = fü AT . 
DUE XB G' 有 一 个 2- 因 子 . 
bh aED: G 的 顶点 可 2- 着 色 并 使 得 每 个 面 都 含有 两 种 颜色 的 顶点 (提示 : 用 证 明定 理 
7.3. 2 时 使 用 的 思想 ). (Burstein[1974]，Penaud[1975]) 
7.3.8 (十 ) 曾 有 人 猜想 : 任意 可 平面 三 角 剖 分 的 边 - 色 数 为 A(G). 当 A(G) 足 够 大 时 ， 这 个 猜想 已 


经 证 明 . 对 二 十 面体 (如 下 所 示 ) 证 明 : XG) SAG). 


9 证 明 : 二 十 面体 的 真 4- 着 色 恰好 使 用 每 种 颜色 3 次 . 

7.3.10  Whitney[1931] 证 明了 : 任意 4- 连通 可 平面 三 角 剖 分 均 是 哈密 顿 图 . 用 这 个 结论 将 四 色 问 
题 归 约 到 下 面 的 问题 : 任意 可 平面 哈密 顿 图 均 是 可 4- 着 色 的 . 

7.3.11 di — 5 -连通 可 平面 图 . 是 否 存在 6- 连 通 可 平面 图 ? 

7.3.12 设 G 是 平面 三 角 剖 分 . 证 明 : G 的 顶点 可 以 划分 成 两 个 集合 而 且 由 它们 可 以 诱导 出 森林 当 
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HRG 是 哈密 顿 图 . (Stein[1970]) 

7.3.13 (1) 对 下 面 的 每 个 可 平面 图 ， 给 出 一 个 哈密 顿 环 或 者 用 可 平面 性 (Grinberg 条 件 ) 证 明 它 不 
At UIS. 

—e 

7.3.14. 设 G 是 下 面 的 图 . WEA: G 没 有 哈密 顿 环 . 解释 为 什么 不 能 直接 用 Grinberg 定理 证 明 这 个 
ie. 

7.3.15. 《4 用 欧 拉 公式 证 明 Grinberg 定理 - 

7.3.16 (DAH Grinberg 条 件 证 明 下 面 的 Grinberg 图 不 是 哈密 顿 图 . 

7.3.17 (1) 现 在 已 知 ,不 是 哈密 顿 图 的 最 小 3- 正 则 3- 连 通 图 有 38 个 顶点 ， 如 下 图 所 示 ,证明 ， 
这 个 图 不 是 哈密 顿 图 . (Lederberg[1966]，Bosik[1966]，Barnette) 

7.3.18 设 避 是 网 格 图 Pm 口 P. 令 Q 是 从 左上 角 顶 点 到 右 下 角 顶 点 的 一 条 哈密 顿 路 径 ， 如 图 中 的 


粗 体 边 所 示 . 注意 ，Q 将 网 格 划分 成 了 一 些 区 域 ， 其 中 有 的 向 左 开 口 ， 有 的 向 下 开口 ， 有 
的 向 上 开口 ， 而 有 的 向 右 开口 . EA: 上 - 右 区 域 (B) 的 总 数 等 于 下 - 左 区 域 (A) 的 总 数 
(Fisher-Collins-Krompart[ 1994) 
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(广义 Petersen 图 P(n, ORAH us re un HDi ms whs WH {uiuit h, 
ua 让 以 及 {wuitt}， 其 中 的 加 法 对 二 取 模 . Petersen 图 本 身 是 PC5，2). 

a) 证 明 ， 如 果 A=1lmod 3 H 过 4， 则 由 人 个 相继 对 {uw ， vw} 诱导 的 子 图 PCn，2) 有 一 个 生成 环 ， 
DADEN: WHR n6. WPa, 2))=3. 


PITTTTTTTTY 


(一 ) 设 G 是 一 个 3- 正 则 图 . 证 明 : WRG 是 两 个 环 的 并 ， 则 G 是 可 3- 边 着 色 的 . 

CO" E EB". 令 Ge 和 Hs 如 例 7. 3. 13 那样 构造 . 

a) 证 明 : Ge 是 可 3- 边 着 色 的 . 

b) 证 明 ， 当 是 奇数 时 ，H4 不 是 可 3- 边 着 色 的 . (Jsaacs[1975]) 

证 明 : Ke CC, 中 不 会 孤立 任意 顶点 的 每 个 边 害 至少 有 2k 条 边 . 

Cx ) 证 明 : 将 点 积 操作 (定义 7. 3. 12) 应 用 到 两 个 营 鱼 图 上 将 得 到 男 一 个 凌 鱼 图 . (1saacs 
[1975]) 

CO DREG MG: 是 图 . WEH: WE G 有 无 处 为 零 的 后- 流 ， 且 Ge 有 无 处 为 零 的 心 - 流 ， 
W Gi UG: HEA HEH kike- Hi. 

(OG 的 一 个 奇偶 子 围 是 它 的 一 个 子 图 日 、 该 子 疼 使 得 dn Co = de Co) mod 2 对 所 有 vE 
VOR. WEH: 连通 图 G 的 任意 生成 树 含有 G 的 -个 奇偶 子 图 . (Ttai-RodehL1978]) 
(* ) 对 k 宇 3， VEDI: 没有 无 处 为 零 的 k- 流 的 最 小 非 平凡 2- 边 连通 图 必 是 简单 的 、2 -连通 
的 和 3- 边 连通 的 (提示 : 先 排除 图 和 度 为 2 的 顶点 ， 然 后 考虑 所 有 块 . 然后 排除 多 重 边 ， 
最 后 排除 大 小 为 2 的 边 制 . 在 每 种 情况 下 ,将 G 同 由 它 删除 或 收缩 一 些 边 之 后 得 到 的 几 作 
比较 ). 

COEN: 任意 哈密 顿 图 均 有 一 个 无 处 为 零 的 4- 流 . 

COEN: 具有 哈密 顿 路 径 的 任意 无 桥 图 都 有 无 处 为 零 的 5- 流 . (Jaeger[1978]) 
COMTE, Ke 被 嵌入 到 环 面 上 ， 而 G 是 其 对 偶 图 . 找 出 G 上 的 一 个 无 处 为 零 的 5- 流 . 
OOWH: 图 G 是 7 个 偶 子 图 的 并 当 且 仅 当 G 有 一 个 无 处 为 零 的 2" 流 . (Matthews 
[1978]) 

OORE G 有 -- 个 环 双 覆盖 组 成 2” 个 偶 子 图 . 证 明 : G 有 一 个 无 处 为 零 的 2“ 流 Jaeger 
[1988]) 

O 上 D 图 G 的 一 个 模 3- 定 向 是 它 的 一 个 定向 DD 使 得 dh G0 —dp (COMMA vEV(G) 成 立 . 
证 明 ; 无 桥 图 有 一 个 无 处 为 零 的 3- 流 当 且 仅 当 它 有 一 个 模 3- 定 向 . (Steinberg -Younger 
[1989]) 

(X ) 无 处 为 零 的 及 流 的 特征 . 设 G 是 一 个 无 桥 图 . 令 DD 是 G 的 一 个 定向 而 a,b 是 两 个 正 
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整数 . 证 明 下 列 论断 是 等 价 的 . CHoffman[ 1958) 


eet AE IES ER SHS HR. 


b)G 4i — 4 EUÉOIE IX JE) (a, 0898 (Pe SL . 

中 G 有 一 个 权 值 取 自 区 间 [a，65] 的 实 值 流 . 

CX ) 找 出 图 Cm V Ki. C, V2Ki 和 Cm V Ko 的 环 双 和 覆盖 . 

C ) 为 具有 6 个 顶点 的 每 个 3- 正 则 简单 图 找 出 具有 最 少 环 的 环 双 覆盖 . 

(* 一 ) 设 G 是 Petersen 图 . HG 的 一 个 环 双 履 盖 使 得 该 覆盖 的 元 素 不 全 是 5 - 环 ， 找 出 
G 的 由 1- 因子 构成 的 双 覆 盖 ( 考 虑 G 的 外 层 为 一 个 9- 环 的 作 图 . HE: Fulkerson[ 1971] #9 fif 
想 ， 任 意 无 桥 立方 图 有 由 6 个 完美 匹配 构成 的 双 著 盖 ). 

C ) 证 明 : Petersen 图 中 的 任意 两 个 6- 环 必 至 少 有 两 条 公共 边 . 得 出 如 下 结论 : Petersen 
图 没有 由 5 个 6- 环 构成 的 环 双 覆 盖 . 由 这 个 结论 和 习题 7. 3. 20 得 出 结论 : Petersen 图 没 
有 巾 偶 环 构成 的 环 双 覆 盖 . CC. Q. Zhang) 

Cm 1) 一 个 环 双 覆 盖 是 可 定向 的 ， 如 果 它 的 环 可 以 定向 为 有 向 环 ， 使 得 对 每 一 条 边 ， 包 含 
该 边 的 两 个 环 以 相反 方向 通过 它 . 一 个 有 向 图 是 偶 的 ， 如 果 d^ G0 —d* (v) 对 每 个 顶点 v 
Rr. 

4B E Gi — TIER A-ROD, D. 证 明 : /可 以 表示 成 DET HPD, £038 G ERIE 


fa 2- 流 (提示 : 对 4 用 归纳 法 ). (Little-Tutte- Younger[1988]) 
DEH: FE Gi — iE &- CD. PHRAMH D 是 一 1 个 偶 有 向 图 的 且 D 中 的 每 条 边 恰 
好 在 其 中 /(e) 个 中 出 现 . (Little-Tutte-Younger[1988]) 
e) 证 明 ，G 有 一 个 无 处 为 零 的 3- 流 当 且 仅 当 它 有 可 定向 的 环 双 种 盖 构 成 3 个 偶 子 图 . 
(Tutte[1949]) 
C ) 设 图 G 有 一 个 环 双 萎 盖 构 成 四 个 偶 子 图 . 证 明 : G 也 有 一 个 环 双 米 盖 可 以 构成 三 个 偶 
子 图 (提示 : 利用 对 称 差 ). 
Cx ) 在 Petersen 图 中 ， 证明: 中 国 邮递 员 问 题 的 解 具有 总 长 度 20, TI WERE Petersen 图 的 环 
的 最 小 总 长 度 为 21. 
(«i M 是 Petersen 图 中 的 一 个 完美 匹配 . WEH: Petersen 图 中 没有 一 系列 环 能 够 获 盖 M 
中 的 每 条 边 恰 好 两 次 并 获 盖 其 他 的 每 一 条 边 恰 好 一 次 (Itai -Rodeh[ 1978], Seymour 
[1979b]) 
OO G R4 Bl. erp — A R R E d D rp ERAS 58 [9] RE 0 — A AAR AE) PT LA E 
成 一 些 环 . WEBB. G 有 一 个 总 长 度 最 多 为 e(G) 十 n(G) 一 1 的 环 覆盖 . WE Ks HHA HY 
最 小 长 度 ， 并 用 边 数 和 顶点 数 表示 这 个 值 . 


第 8 章 其 他 主题 ( 选 学 ) 


本 章 我 们 将 讨论 更 高 深 或 更 复杂 的 题材 . 每 一 节 概述 一 个 主题 . 这 些 主题 都 可 用 一 章 (或 者 一 
本 书 ) 来 讨论 . 后 面 几 节 涉 及 非常 难 的 题材 . 


8.1 完美 图 


我 们 已 经 讨论 了 色 数 的 下 界 X(G) 宇 w(G)， 它 是 说 任意 团 中 的 顶点 都 需要 不 同 的 颜色 . 在 5.3 
节 中 ， 我 们 讨论 了 一 类 图 ， 其 中 每 个 图 的 任意 诱导 子 图 均 取 到 了 上 述 不 等 式 的 等 号 . 

8.1.1 定义 ”如果 图 GG 的 任意 请 导 子 图 均 满 足 X(H) 二 w(H)， 则 称 G 是 完美 的 . 

在 讨论 完美 图 时 ， 我 们 一 般 用 稳定 集 来 指 独立 集 . 同 以 前 一 样 ， 团 是 由 两 两 相 邻 的 顶点 构成 的 
RA. 同样， 最 大 表示 大 小 达到 最 大 值 . 

由 于 在 本 节 中 我 们 集中 讨论 项 点 着 色 ， 央 此 将 讨论 的 范围 限制 在 简单 图 内 . 求 补 操作 将 团 转化 
WEER, H oH) =aCH). 真 着 色 H 就 是 将 V(H) 表 达成 H 中 若干 个 团 的 并 集 ，H 中 这 样 的 
团 构 成 的 集合 就 是 H 的 一 个 团 覆盖 . 对 于 每 一 个 图 ， 有 4 个 有 用 的 最 优化 参数 . 


独立 数 a(G) 稳定 集中 的 最 大 顶点 数 
团 数 AO BL ASK DES 
fe LO 最 小 着 色 数 


[LET eG) 最 小 团 覆 盖 数 

Berge 定义 了 两 类 完美 性 : 

如 果 X(GLA])=w(GL4A]) 对 所 有 ASV(G) 成 立 ， 则 称 G 是 六 完美 的 . 

如 果 GLAD 二 a(G[A]) 对 所 有 ASV(C) 成 立 ， 则 称 G 是 a- 完 美的 . 

我 们 对 完美 的 定义 与 对 -完美 的 定义 相同 (Berge 用 Y(G) 来 表示 色 数 ). 由 于 CLA] 是 CLA] 的 补 
集 ，o- 完 美的 定义 可 以 用 G 表述 成 : X(GLA])==w(G[A]) 对 所 有 ASV(G) 成 立 . 这 样 ,“G 是 a- 完 
美的 " 同 “G 是 y- 完 美的 "是 同一 个 含义 . 

现在 ， 我 们 仅 用 完美 性 的 一 个 定义 ， 因 为 Lovasz[1972a] 证 明了 *“G 是 -完美 的 当 且 仅 当 G 是 a 
完美 的 " 用 我 们 对 完美 性 的 原始 定义 ， 上面 的 说 法 可 以 表述 为 "G 是 完美 的 当 且 仅 当 G 是 完美 的 ” 
这 就 是 完美 图 定理 (PGT). 

由 于 一 个 团 和 一 个 稳定 集 最 多 有 一 个 公共 顶点 ， 故 X(G) Z9 (0) 8 AGTA Za (GLAD ÉR 
立 . 关于 某 类 图 的 完美 性 的 命题 是 一 个 整数 的 最 小 -最 大 关系 . 在 例 5. 3. 21 中 ， 我 们 在 二 部 图 中 发 
现 了 一 些 类 似 的 最 小 -最 大 关系 ， 这 些 二 部 图 ， 它 们 的 线 图 以 及 这 类 图 的 补 图 均 是 完美 的 . 

WHE R2. WX Crt) el Coes JE BX(Co £77 oC 2) CJ BE D. 内 此 ， 奇 环 及 其 补 图 ( 除 
Cy 和 Cs 之 外 ) 都 不 是 完美 的 . 

8.1.2 猜想 ( 强 完 美 图 猜想 (SPGC) 一 一 Berge[1960]) 图 G 是 完美 的 当 且 仅 当 G AG 均 没有 诱 
导 子 图 是 长 度 最 少 为 5 的 奇 环 . L] 

SPGC 仍 是 一 个 没有 解决 的 问题 . 由 于 猜想 中 的 条 件 是 自 补 的 ， 因 此 SPGC 蕴涵 了 PGT. 

在 5.3 节 中 ,我 们 已 经 给 出 了 几 类 经 典 的 完美 图 ， 我们 现在 的 目的 是 证 明 完美 图 定理 . 接 下 


$19] 


(col 


256 第 8 章 


米 ， 我 们 将 研究 最 小 非 完全 图 的 性 质 和 完全 图 类 . 作为 补充 读物 ，Golumbic[1980] 全 面 地 介绍 了 这 
5 题 . Berge-Chvital[ 1984] 搜 集 并 更 新 了 许多 经 典 的 论文 . 
FREER 

^on 年 ，Berge 曾 猜想 y- 完 美和 a- 完 美 是 等 价 的 (参见 Berge[1961]). Lovasz[1972a] 在 22 岁 时 
对 这 个 .要 而 著名 的 定理 给 出 了 证 明 ， 这 址 惊 了 整个 组 合 数学 界 . Fulkerson 也 研究 了 这 个 定理 ， 他 
将 定理 归 约 为 -个 命题 ， 他 认为 这 个 命题 太 蝇 了 故而 不 可 能 成 立 . 当 Berge 告诉 他 Lovász 已 经 证 明 
了 这 个 猜想 时 ,他 仅 用 了 儿 个 小 时 就 证 明了 剩 下 的 引 理 ( 引 理 S. 1.40. 这 就 说 明 . 如 果 已 知 定理 的 
真实 性 ， 则 对 其 证 明 就 变 得 容易 了 (Fulkerson[1971]). 

我 们 将 利用 -种 对 图 的 操作 来 证 明 完美 图 定理 ， 该 操作 在 不 影响 图 的 完美 性 的 情况 下 可 以 将 图 
扩大 . 

8.1.3 定义 ”在 图 G 中 添加 一 个 顶点 ,使 得 N(x) 二 N(x)， 这 样 新 得 到 一 个 图 ， 这 种 操作 称 
为 对 避 中 顶点 + 的 顶点 复制 ， 我 们 将 顶点 复制 得 到 的 图 记 为 G。x. 给 定 非 负 整 数 向 量 / 一 (如 ，…， 
如)， 可 以 构造 一 个 图 月 一 G。A, 甩 的 顶点 集 包含 了 每 个 riEV(G) 的 万 PAM, ri 和 x) OM 
H PRES ARS rr 在 G 中 成 立 ， 将 这 种 操作 称 为 G 的 顶点 多 重复 制 . 

x xa 
xs ea 
G Gon G^(2.1.0.8.1) 

8. 1.4 引 理 顶点 多 重复 制 保持 y Cd Fa LX. 

证 明 首先 ， 我们 注意 到 Gh 可 以 由 G 的 一 个 诱导 子 图 通过 连续 的 顶点 复制 得 到 . 如果 每 个 
hy BORI MGs h= 其 中 A=4i: hi >}. HI. 从 G[A] 开 始 进行 项 点 复制 ， 直 到 对 
WD ri 有 hi; TEE. HE 复制 操作 保持 如 下 性 质 ，-r; 和 x; YH VE BAR AY A riri € 
ECG) (EG 中 成 立 . 所 以 ,最终 得 到 的 图 是 G。h. 

ME G 是 -完美 的 面 G。h 不 是 ， 则 从 GLAJ 创 建 GG。 有 的 过 程 中 有 某 些 顶 点 复制 操作 会 将 o- 完 
美 图 变 成 非 -完美 图 . 于 是 ， 只 需 证 明 顶 点 复制 可 以 保持 o- 完 美 性 . 对 六 完美 性 也 串 以 进行 同样 的 
归 约 . 由 于 G。x 的 每 个 真 诱导 子 图 是 G 的 一 个 诱导 子 图 或 者 是 对 G 的 一 个 诱导 子 图 的 顶点 复制 ， 
因此 我 们 将 论断 进一步 归 约 成 证 明 : 如 果 G 是 7- 完 美的 ， 则 X(G。z) 二 w(G。z); WR G 是 a 完美 
f. 则 a(G。 r)=HGe x). 

如 果 GG 是 y- 完 美的 ,在 x 和 xz 上 用 相同 的 颜色 即 可 将 G 的 一 个 真 着 色 扩 展 成 G。x 的 真 着 色 . 
任何 财 不 可 能 同时 包含 了 和 xz， 所 以 w(G。z) 二 w(O). AT XG e 22 =X(G) = 0G) = WG * 2. 

如 果 G 是 a- 完 美的， 我 们 考虑 两 种 情况 . 如 果 + 属于 G 的 某 个 最 大 稳定 集 ， 则 将 "添加 到 该 
稳定 集中 将 使 得 a(G。 世 二 a(G) 十 1. HF OCG) 二 a(G)， 故 将 x 作为 1- 顶 点 贱 添 加 到 由 得 盖 G 的 
9(G) 个 财 构成 的 集合 中 就 得 到 G。z 的 一 个 大 小 为 a(G) d 1 AY MERECE - 

如 果 .x 不 属于 G 的 任意 一 个 最 大 稳定 集 ， 则 a(G。x) 二 a(G). 在 上 的 最 小 团 蓝 盖 中 ， 令 Q 是 包 
Ari. HTO. 内 此 Q 与 G 的 任意 一 个 最 大 稳定 集 相 交 . 由 于 x 不 属于 任意 最 大 稳 
ER. MQ r 也 与 任意 一 个 最 大 稳定 集 相交 . 这 就 得 到 a(G 一 Q ) 二 a(G) 一 1. 对 G 一 Q 的 诱 
导 子 图 应 用 G Ka ZEHE, AKG- =G). 把 QIU{z IMB Wi G 一 Q 的 w(G) 一 1 
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个 团 构成 的 集合 中 就 得 到 覆盖 G。z 的 a(G) 个 团 . 


四 


8.1.5 定 理 在 最 小 的 非 完美 图 中 ， 任 意 一 个 稳定 集 不 可 能 与 每 个 最 大 团 都 相交 
证 明 ”如 果 G 中 的 一 个 稳定 集 5 与 任意 w(G) - 团 均 相 交 ， 则 由 G 一 S 的 完美 性 得 到 X(G 一 S) 一 


w(G 一 S)=w(G) 一 1， 而 且 S 完 成 了 G 的 一 个 真 w(G)- 着 色 . 这 样 ，G 就 是 完美 的 " 
8.1.6 定理 (完美 图 定理 (PGT) Lovász[1972a, 1972b]) 一 个 图 是 完美 的 当 且 仅 当 它 的 补 
图 是 完美 的 . 


证 明 只 需 证 明 G 的 a- 完 美 性 蕴涵 了 G 的 y- 完 美 性 ;将 此 应 用 到 C 即 得 到 对 充分 性 的 证 明 . 
如 果 上 述 结论 不 成 立 ， 则 考虑 一 个 a FE SEMEL ARE y- 完 美的 最 小 图 G. 根据 引 理 8. 1.5， 可 以 假设 G 
中 的 每 个 最 大 稳定 集 S 与 某 个 最 大 团 Q(S) 不 相交 

我 们 构造 G 的 一 个 特殊 的 顶点 多 重复 制 .S=1Si)} 是 G 的 所 有 最 大 稳定 集 构成 的 集合 .对 每 个 
顶点 加 权 ， 权 值 的 大 小 是 {QCSi)} 中 出 现 的 频率 ; WA; EW E rj ESO RER S: ES 
的 个 数 . 根据 引 理 8.1.4，H 一 G。h Ea ZRH, alH) = OCH). 我 们 用 计数 方法 分 别 得 到 
a( 昌 ) 和 8(H)， 由 此 得 出 一 个 矛盾 . 

将 {QCS)} 和 V(G) 之 间 的 关联 关系 表示 成 一 个 0，1- 和 矩阵 ,用 A 来 表示 这 个 矩阵 . 于 是 ，wv = 1 
当 且 仅 当 ziEQ(S,). 根据 构造 , 万 是 A 的 第 j 列 中 1 的 个 数 ，n(H) 是 A 中 所 有 1 的 个 数 . 由 于 每 
FRU ONL ADO | S| .由 于 顶点 复制 不 能 使 团 扩大 ， 故 w( H) 一 w(G)， 所 以 。 
OCH) =n H/o H) = 1S1. 

我 们 证 明 aH) 一 | S1, 从 而 得 出 矛盾 . H 中 的 每 个 稳定 集 包含 G 中 某 个 稳定 集 的 所 有 项 点 的 所 
有 拷贝 . 所 以 a(H) 一 max Dy hie 这 个 和 计算 了 A 中 由 工 索 引 的 列 上 的 1 的 个 数 . 如 果 我 们 利用 行 


来 计算 这 些 1, 便 能 得 到 aCED 一 max», I TQ QU») |. 由 于 了 是 一 个 稳定 集 , 它 最 多 有 一 个 顶点 位 


于 每 个 选 定 的 QUO H. ME TMD 是 不 相交 的 . MF ITAAS | 入 1 对 于 所 有 的 SE S 成 立 ， 


并 且 | TA) QUD | = 0, 故我 们 得 到 a(H) ES | 一 1 
ve 


Qi 
QT)|0 0 0 | 


QS) 


toto 
T^ «ht L] 


“8. 1.7 注 记 (线性 优化 与 对 偶 性 ) 将 a 和 9 表示 为 整数 优化 问题 就 会 出 现 团 - E ESI 


[822] 
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一 个 线性 (最 大 化 ) 规 划 可 以 写成 “对 于 非 负 的 向 量 x， 在 满足 Amb REE Re +e 的 最 大 值 ”， 
其 中 ARDER, b, 是 向 量 ，Az<6 的 每 一 行 是 关于 变量 向 量 x 的 一 个 约束 a;* x 二 bj. 满足 
所 有 约束 的 向 量 x 称 为 一 个 可 行 解 . 

整数 线性 规划 问题 还 要 求 每 个 x; 均 是 整数 . 设 A 是 团 与 6 的 顶点 之 间 的 关联 矩阵 ， 当 vj € Qi 
WE. aij = 1. 根据 定义 ，a(G) 是 “要 求 变量 均 是非 负 整数 ， 在 Ax, HY ARIE POR I + x 的 最 大 值 ” 
这 个 问题 的 解 . 在 这 个 解 中 ,zj 是 1 还 是 0 取决 于 v; 是 否 在 最 大 稳定 集中 ; 其 中 的 约束 要 求 我 们 
不 能 选择 相互 关联 的 顶点 . 同样 ， 如 果 已 是 最 大 稳定 集 与 顶点 的 关联 和 矩阵， 则 w(G) 是 “要 求 变量 均 
是 非 负 整数 ， 并 在 Bas, 的 条 件 下 求 1,* 工 的 最 大 值 ”的 解 . 

任意 最 大 化 规划 有 一 个 相应 的 最 小 化 规划 . 如 果 最 大 化 规划 是 “在 Axes BUR ERROR In x y 
最 大 值 "， 则 其 对 偶 是 “在 yT AS 的 条 件 下 求 y* 5 的 最 小 值 ”这 个 线性 规划 对 原 规 划 问 题 的 每 个 
约束 和 变量 zi 的 每 个 约束 均 有 一 个 变量 yi HH c max. SIP HRM, min, >. 如 果 以 这 
种 方式 来 阐述 ， 则 上 述 两 个 规划 中 的 变量 都 必须 是 非 负 的 .要 求 找 出 覆盖 全 部 顶点 所 需 稳 定 集 
的 最 小 个 数 ，a 要 求 找 出 覆盖 全 部 顶点 所 需 团 的 最 小 个 数 ， 这 两 个 问题 的 对 偶 分 别 刻画 了 X(GC) 和 
AG). 

利用 变量 的 非 负 性 ， 由 所 有 约束 得 到 ， 

cers yl'Arx yb 

WM“ Sy PATIR r, y 而 言 是 弱 对 偶 . 线性 规划 的 ( 强 ) 对 偶 定理 是 说 “如 果 不 要 求 整数 
解 ， 则 可 行 解 的 对 偶 规划 有 取 值 相同 的 最 优 解 ” 

iE DOE AS co 和 0a 属于 线性 规划 中 对 偶 问 题 的 弱 对 偶 形 式 . 利用 该 问题 只 有 整数 解 可 以 保证 弱 
对 偶 就 是 强 对 偶 ， 这 在 组 合 学 上 称 为 最 小 -最 大 关系 . 我 们 已 经 叙述 了 很 多 这 样 的 关系 ， 还 应 该 注 
意 到 这 种 关系 可 以 保证 我 们 对 解 的 最 优 性 给 出 快速 证 明 . 此 外 ， 这 种 关系 还 可 以 帮助 我 们 寻找 给 出 
最 优 解 的 快速 算法 ， 这 也 是 我 们 研究 完美 图 族 的 动机 之 一 

8.1.8 例 ( 非 完美 图 的 函数 分 解 ) 对 于 5- 环 ，w、X、a、9 这 几 个 参数 的 线性 规划 的 最 优 解 均 为 
5/2. 它 有 5 个 极 大 团 和 5 个 极 大 稳定 集 ， 其 中 每 一 个 的 大 小 都 是 2. 在 团 或 稳定 集中 ， 对 任意 x 令 
zj 二 1/2， 这 样 就 为 每 个 团 和 每 个 稳定 集 都 赋 对 权 值 !， 故 而 满足 任意 一 个 最 大 化 问题 的 所 有 约 东 . 
在 对 偶 规划 问题 中 ， 对 任意 y; 令 y 二 1/2， 这 样 就 覆盖 了 所 有 顶点 并 且 每 个 顶点 的 总 权 值 均 为 1， 
进而 所 有 约束 也 得 到 了 满足 . 这 些 规划 问题 均 没有 整数 最 优 解 ， 故 这 些 整数 规划 有 “对 偶 陷阱 ”: 
X=3>2=w 和 0=3>2=w. a 
弦 图 的 再 研究 

同 树 一 样 ， 更 一 般 的 弦 图 类 有 很 多 特征 刻画 . 在 弦 图 的 定义 中 ， 不 包含 无 弦 环 这 种 定义 本 身 就 
是 一 种 特征 刻画 ， 它 不 允许 某 种 子 结构 出 现 . 限制 有 限 子 结构 (比如 诱导 子 图 ) 序 列 的 出 现 往往 可 以 
得 到 一 个 有 效 算法 来 测试 成 员 资 格 ; 但 是 对 于 弦 图 而 言 ， 这 种 需要 限制 的 子 结构 序列 是 无 限 的 ， 故 
而 需要 其 他 的 方法 来 测试 线 图 的 成 员 资格 . 

纺 图 均 可 以 由 如 下 方法 构造 得 到 : 由 单个 顶点 开始 ， 不 断 添加 新 项 点 使 其 与 某 个 团 内 的 所 有 项 
点 均 邻 接 . 这 种 构造 顺序 恰好 是 单纯 顶点 删除 顺序 的 逆序 . 我 们 注意 到 ， 在 这 样 一 个 构造 顺序 下 进 
行 贪心 着 色 恰好 得 到 一 个 最 优 着 色 . 许多 完美 图 类 均 有 这 种 构造 过 程 ， 该 过 程 构造 相应 完美 图 类 中 
的 所 有 图 并 且 不 产生 其 他 图 . 一 个 构造 过 程 或 者 一 种 分 解 过 程 的 逆 过 程 可 能 会 得 到 在 该 图 类 中 确定 
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成 员 资格 的 快速 算法 . 

下 面 我 们 考虑 其 他 类 型 的 特征 刻画 . 

8.1.9 定义 ”图 的 交 表 示 是 一 个 集 族 ({S,。: vEV(G)} 使 得 uev S BAS S.S. D. wR 
15,) 是 G 的 一 个 交 表 示 ， 则 称 G 是 1S,) 的 交 图 . 

区 间 图 是 有 交 表 示 的 图 ， 其 交 表 示 集 族 中 的 每 一 个 集合 是 实数 轴 上 的 一 个 区 间 . 线 图 也 是 一 类 
交 图 ; 其 交 表示 集 族 中 的 集合 由 自然 数 对 构成 ， 这 些 自 然 数 对 对 应 图 H f GE EG — LCHD. 弦 图 
的 相交 特性 是 由 Walter[1972、1978] ，Gavril[1974] 和 Buneman[1974] 独 立 发 现 的 . 

8.1.10 引 理 如果 Ti, …，Ti 是 树 本 中 两 两 相交 的 子 树 ， 则 有 一 个 顶点 属于 所 有 TN. oo. The 

证 明 (Lehel) 我 们 选择 反 证 法 . 如 果 任 意 项 点 v RERET, o Te 中 某 棵 树 TT(v) 内 ， 则 
我 们 对 与 T(o) 之 间 的 唯一 路 径 上 离开 v 的 那 条 边 进行 标记 . 如 果 本 有 THA, RREA n 
个 标记 ， 从 而 必然 有 某 个 边 uw 被 标记 了 2 次. 现在，T(w) 和 T(w) 没 有 公共 顶点 . a 

8.1.11 定理 一 个 图 是 孩 图 当 且 仅 当 它 有 由 一 棵 树 的 一 些 子 树 构成 的 交 表 示 ( 即 子 树 表示 ). 

证 明 我们 证 明定 理 所 述 的 条 件 等 同 于 断言 存在 单纯 删除 顺序 . 我 们 选择 归纳 法 ， 以 Ki 开始 . 

Wu. c. 内 是 G 的 一 个 单纯 删除 顺序 . F os rns wn 是 Go 的 单纯 删除 顺序 ， 由 归纳 假 
设 知道 ， 存 在 一 棵 树 工 使 得 它 的 一 些 子 树 构成 G— vi 的 子 树 表示 . 由 于 w 在 G 中 是 单纯 的 ， 集 合 
S= No (ur ) 诱 导 得 到 G— v 的 一 个 团 . 故 为 S 中 的 这 些 项 点 指定 的 那些 了 的 子 树 是 两 两 相交 的 - 

由 引 理 8. 1. 10， 这 些 子 树 有 一 个 公共 顶点 xz. 我们 添加 一 个 叶子 y 使 之 与 工 相 邻 ， 这 样 就 把 T 07 
3o T's 同时 ， 我 们 还 将 边 zy 添加 到 表示 S 中 项 点 的 那些 子 树 中 我们 用 仅 含 项 点 y 的 子 树 来 表示 
v. 这 样 就 在 了 中 完成 了 G 的 一 个 子 树 表示 . 

反之 ， 设 了 是 对 G 进行 子 树 表示 时 用 到 的 最 小 的 一 棵 树 ， 并 假设 其 中 ve V(G) 是 由 Tv) € TOK 
表示 的 . 如 果 rye E(T)， 则 G 必 须 有 一 个 顶点 4 使 得 T(w) 包 含 z 而 不 包含 y; 否则 ， 将 zy 收缩 到 y 
之 后 将 在 一 棵 比 更 小 的 树 中 得 到 G 的 另 一 个 子 树 表示 - 

令 z 是 了 的 一 个 叶子 , “是 G 中 满足 如 下 条 件 的 一 个 顶点 : T(w) 包 含 + 但 不 包含 + 的 相 邻 项 
点 .G 中 的 相 邻 项 点 对 应 的 子 树 必然 包含 并 且 它们 是 两 两 相交 的 . 于 是 在 G 中 是 单纯 的 .删除 
TG BIS] G—u 的 子 树 表示 . 根据 归纳 假设 ,我们 得 到 G— u 的 一 个 单纯 删除 顺序 ， 进 而 将 u 添加 


进来 即 得 到 G 的 一 个 单纯 删除 顺序 . LI 
g h 
b Y bed deh 
^ H db ^ e Y dhe 
Lem dh 
G T 


因为 弦 图 类 是 遗传 的 ， 故 一 个 单纯 删除 顺序 可 以 从 任意 单纯 顶点 开始 . 因此 ， 如 果 用 穷 举 法 来 寻 
找 单纯 删除 顺序 ， 则 必须 检查 各 个 顶点 的 邻 域 ， 直 到 找 出 一 个 单纯 项 点 并 删除 该 项 点， 然后 重复 , 

Rose-Tarjan-Lueker[1976] 找 到 了 一 个 快速 算法 ，Tarjan[1976] 对 这 个 方法 进行 了 简化 .该 算法 
的 思想 如 下 ， 因 为 离 给 定 顶 点 最 远 的 顶点 中 始终 存在 一 个 单纯 顶点 (定理 5. 3. 17 证 明 )， 单纯 删除 
顺序 可 以 以 任意 顶点 结束 . 这 样 ， 我 们 从 任意 顶点 开始 ， 列 出 它 附近 的 顶点 . 结果 是 单纯 构造 顺序 
(单纯 删除 顺序 的 逆序 ) 当 且 仅 当 这 个 图 是 弦 图 . 该 算法 及 其 一 些 应 用 发 表 于 Tarjan -Yannakakis 
(1984); 这 里 ， 我 们 采用 Golumbic[1984] 中 的 论述 方法 . 
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8.1.12 算 法 最 大 基数 搜索 (MCS). 

MA: 图 

输出 : 一 个 顶点 REM S: V(O) 一 {1,，…，n(G)}. 

思想 : 对 任意 未 编号 的 顶点 v, 维护 一 个 标签 /(v) 以 表示 该 顶点 在 已 编号 的 顶点 中 的 度 . 位 于 
单纯 删除 顺序 尾部 的 项 点 是 在 最 后 一 个 顶点 周围 的 项 点， 所 以 在 单纯 构造 顺序 中 ， 标签 大 的 i 
当先 被 添加 进去 . 

初始 化 : 将 所 有 顶点 标记 为 0 $ i=l 

BR: 任意 选择 一 个 标签 值 最 大 的 未 编号 的 顶点. 将 它 编 号 为 ;并 将 其 相 邻 顶点 的 标签 加 1. 将 
i 加 1， 继续 选 代 . 本 

8.1.13 例 在 MCS 给 出 的 顺序 中 ， 第 一 个 顶点 是 任 选 的 . 如 果 将 MCS 应 用 到 上 面 的 图 G 中 
说 明定 理 8. 1. 11 中 可 以 先 取 Fec)=1, 故 LO=LCd) —1C(O —1. 接 下 来 ,我们 取 /Co 72 并 更 新 
U(d)=2, Uh) =a) =1. RE, d 是 标签 值 为 2 的 唯一 顶点 ， 故 f(d) —3. RITER Lb) = 100 = 
Ua) 2,1) —1,. Ua) =0. 继续 这 个 过 程 ， 可 以 生成 c，e，d，b，h，u，g，a， 如 果 将 该 顺序 用 / 
的 形式 表达 出 来 将 是 一 个 递增 顺序 . 这 是 一 个 单纯 构造 顺序 ，a，g，u，h，b，d，e,，c 是 一 个 单纯 
删除 顺序 . " 

8.1.14 定理 (Tarjan[1976]) 简单 图 G JE GE HB 5 ARS d KARAR JUR EL o GH 
顶点 v1，"…， Un 是 G 的 一 个 单纯 构造 顺序 . 

证 明 如果 MCS 生成 了 一 个 单纯 构造 舌 序 ， 则 G 是 一 个 弦 图 . 反之 ， 假设 G 是 一 个 弦 赔 ， 
fs V(G) 一 [nm] 是 MCS 生成 的 映射 .了 的 一 个 桥 是 一 条 长 度 至 少 为 2 的 无 弦 路 径 并 且 该 路 径 中 最 小 
的 两 个 编号 值 恰 出 现在 路径 的 两 个 端点 上 . 我 们 先 证 明 /没有 桥 . mM. BE Pay ry re w w 
是 使 得 max{/(w)，/(ww)) 达 到 最 小 值 的 桥 . 由 对 称 性 假设 $C (Ci Cf TF if Pss f US 
作 纵 坐标 以 标识 各 个 顶点 的 位 置 ). 

因为 ve 在 获得 其 编号 之 前 ，u 已 经 获得 编号 / (ww) 并 且 在 u 获得 编号 的 时 候 包 也 已 经 获得 了 编 
号 ， 故 存在 一 个 顶点 zxE NG0 — NC HE OLS. 设 m=uw， 并 令 r 一 max(J: rev). HE 
已 =xr，u，…， 内 ， 也 是 无 弦 路 径 ， 因 为 令 rou 即 可 得 到 一 个 无 弦 环 ,由 于 f(x)、/(w) 均 比 
Jo 小 ,已 同 已 的 选择 相 矛 盾 ， 所 以 了 没有 桥 

根据 上 述 论断 ， 可 以 在 n(G) 上 用 归纳 法 来 完成 证 明 . RREH v, 是 单纯 的 ， 因 为 MCS 应 用 
dE G—v, 上 将 生成 相同 的 编号 v1 ，…，v。- 1!， 最 后 就 只 剩 下 w 了. 如 果 v, 不 是 单纯 的 ， 则 vs 有 
ti ARAB OU A ABT us wo lf us one E f THE. 


如 果 对 MCS 算法 进行 精细 地 实现 ， 则 其 运行 时 间 可 以 达到 OGG) eG). 对 于 任意 j， 我 们 
维护 一 个 双向 链表 来 存储 标签 为 ;的 顶点 . 对 每 一 个 顶点 ， 要 存储 它 的 标签 、 指 向 其 相 邻 顶点 的 指 
针 和 指向 它 在 链表 中 的 位 置 的 指针 . 在 为 顶点 编号 之 后 ,在 O(1 十 d(v)) 时 间 内 ， 可 以 完成 如 下 
CfE: MBER PIER v、 将 其 相 邻 顶点 的 标签 值 加 1、 将 其 相 邻 项 点 移 到 标签 值 稍 大 的 链表 中 .为 
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了 完成 对 弦 图 的 测试 ， 我 们 还 必须 检查 MCS 产生 的 顺序 是 否 是 单纯 构造 顺序 (习题 10). 从 单纯 删 
除 顺 序 或 者 单纯 构造 顺序 很 快 可 以 得 出 优化 着 色 、 团 、 稳 定 集 以 及 团 覆 盖 ( 习 题 9). 

由 Rose, Tarjan 和 Leuker 修改 后 的 算法 称 为 字典 序 广度 优先 算法 (LBFS). LBFS 的 很 多 应 用 同 
定理 5. 3. 17 的 证 明 密切 相关 ， 这些 应 用 涉及 对 图 的 性 质 的 测试 和 对 图 的 一 些 参数 的 计算 . Corneil 
Olariu-Stewart[2001] 很 好 地 介绍 了 这 一 主题 . 

给 定 一 个 单纯 删除 顺序 ， 定 理 8. 1. 142 计算 出 一 个 子 树 表示 . 如 果 所 有 的 极 大 团 是 已 知 的 ， 则 
Kruskal 算法 (定理 2. 3. 3) 可 以 在 不 知道 单纯 删除 顺序 的 情况 下 用 来 计算 子 树 表示 . 

8.1.15 定义 树 了 是 G 的 一 棵 团 树 ， 如 果 在 V(T) 和 G 的 所 有 要 大 团 之 间 存 在 双 射 满足 : 对 任 
X VEV(GC)， 包 含 的 团 请 导出 了 的 一 棵 子 树 . 

8.1.16 引 理 在 使 得 G 在 其 上 有 子 树 表 示 的 树 中 ， 阶 数 达 到 最 小 值 的 树 均 是 G 的 团 树 . 

EA 设 G 在 树 T 上 有 一 个 子 树 表示 ， 且 工 的 阶 数 达 到 最 小 值 . 由 引 理 8. 1. 10 可 知 ，G 的 极 
HI Q 中 的 所 有 顶点 (对 应 的 子 树 ) 在 了 上 有 公共 顶点 9. 如 果 G 中 映射 到 gq EV(CT) 的 顶点 构成 Q 
的 一 个 子 团 Q ， 则 这 些 顶点 对 应 的 子 树 均 包含 工 中 的 整 条 9 ，9- 路 径 . 这 样 ， 工 上 第 一 条 位 于 该 路 
径 内 的 边 可 以 被 收缩 而 不 影响 交 图 ， 这 即 得 到 一 棵 更 小 的 树 使 得 G 在 其 上 有 子 树 表示 . a 

有 限 集 族 A 的 加 权 交 图 是 一 个 带 权 的 团 ， 其 顶点 是 4 OC E AA ARID | ANA’ | . 

8.1.17 定理 CAcharya-Las Vergnas [1982]) it M(G) 是 简单 图 G 的 极 大 团 集 合 {Qi) 的 加 权 交 
M. oR TR MCG) 的 最 小 生成 树 , 则 CD E AQ)—AG), FARAH ARS TRAM. 

证 明 (McKee[1993]) ik TÆ M(G) 的 一 棵 生成 树 . T, 是 由 {Q, : vE Qi } 诱 导 得 到 的 工 的 子 树 . 
在 计算 工 的 权 值 时 ， 每 一 个 顶点 vEV(G) 在 T, 的 每 条 边 上 被 计算 一 次 ; 因此 w T) = dT. 
任意 T, 均 是 森林 ， 所 以 e(T,)<n(T,) 一 1， 等 号 成 立 当 且 仅 当 T, 是 树 nT.) E (166 v YA 
的 大 小 贡献 了 1. 将 各 项 立 的 不 等 式 相 加 得 到 wT) <Q) — nO. 等 号 成 立 当 且 仅 当 每 个 
T, 均 是 树 ， 这 个 条 件 为 真 当 上 且 仅 当 工 是 团 树 . 


R h 
a $ u 
< 
2 MO THR 
w T) 27—15—8— En(Q:)—n(G) E 


根据 定理 8. 1. 17， 我 们 可 以 找到 M(G) 中 生成 树 的 最 大 权 值 ， 由 此 检验 G 是 否 为 弦 图 . 进一步 
讲 ， 如 果 G 是 弦 图 , 则 其 所 有 财 树 必 然 均 是 M(G) 的 具有 最 大 权 值 的 生成 树 (Bernstein-Goodman 
[1981]，Shibata[1988]， 相 关 资 料 参见 McKee[ 1993 D. 
其 他 类 型 的 完美 图 

区 间 图 是 由 直线 上 车 十 个 区 间 构 成 的 集合 的 交 图 . 在 命题 5. 1. 16 中 ,我们 直接 证 明了 区 间 疼 
是 完美 的 ; 这 一 点 也 可 以 由 区 间 图 类 是 豆 图 类 的 子 类 得 到 (习题 26). 区 间 图 是 在 解决 并 发 性 受 限 的 


O 应 该 足 定理 8. L1. 译 者 注 
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线性 调度 问题 时 提出 的 (回忆 例 5. 1. 15). 

8.1.18 例 (区 间 图 的 经 典 应 用 ) 

DNA 链 的 分 析 . 区 间 图 曾 被 用 于 DNA 的 研究 . Benzer[1959] 研 究 了 高 等 生物 的 DNA 链 的 线性 
化 问题 . 每 一 个 基因 被 编码 成 一 个 区 间 ， 除 非 相 关 区 间 除 包含 若干 相关 的 片断 (这 种 片断 称 为 “外 显 
子 ”) 之 外 还 包含 了 一 些 不 相关 的 垃圾 片断 (这 种 片断 称 为 “内 显 子 ”). 在 “基因 突变 源 自 相 邻 片断 间 
的 交错 ?这 种 假设 下 ， 通 过 研究 微生物 性 状 的 改变 可 以 确定 : 这 些 性 状 各 自 的 决定 性 氨基 酸 集合 是 
HAE. 这 样 就 建立 了 一 个 图 ， 其 中 性 状 作为 顶点 ,“ 性 状 的 同时 变化 "作为 边 . 在 线性 性 和 邻接 性 
的 假设 下 ， 这 个 图 是 一 个 区 间 图 ， 这 有 助 于 在 DNA 序列 上 定位 基因 . 

交通 灯 的 计时 ,给 定 某 道 路 交汇 处 的 交通 流 ， 交 通 工程 师 ( 或 者 负 有 同样 职责 的 人 ) 可 以 确定 哪 
些 流 对 可 以 同时 流动 . 给 定 转盘 上 的 一 个 “全 停 " 时 刻 ， 这 些 绿灯 区 间 的 交 图 必然 是 一 个 区 间 图 ， 其 
边 集 是 由 允许 同时 流动 的 流 对 构成 的 集合 的 一 个 子 集 . 这 种 研究 可 以 用 来 优化 一 些 度量 (比如 平均 
等 待 时 间 ) (参见 Roberts[1978]). 

考古 排序 ,给 定 一 些 在 某 次 考古 发 掘 中 发 现 的 陶器 样品 ， 我 们 想 确定 一 个 时 间 表 以 表明 在 什么 
时 代 有 什么 样 风格 . 假设 每 种 风格 在 一 个 时 间 段 之 内 使 用 ， 那 么 出 现在 同一 个 山洞 里 的 两 种 风格 则 
被 看 作 是 同时 使 用 的 . 如 果 这 个 图 是 一 个 区 间 图 ， 则 该 图 的 区 间 表 示 很 可 能 就 是 一 个 时 间 表 . 否 
则 ， 就 说 明 信 息 仍 不 完整 ， 而 所 求 的 区 间 图 还 需要 其 他 一 些 边 . a 

我 们 给 出 区 间 图 的 两 个 特性 . 在 定理 8. 1. 20 中 ， PER BI H Gilmore 和 Hoffman[ 1964], He 
C 源 自 Fulkerson 和 Gross[1965]. 

8.1.19 定 义 如 果 0，1- 矩 阵 的 行 可 以 适当 进行 交换 ， 使 得 每 列 中 的 1 均 连续 出 现 ， 则 称 该 给 
阵 ( 对 于 列 ) 有 连续 1 性 质 . G 的 团 -顶点 关联 答 阵 是 行 由 极 大 团 索引 ， 列 由 V(C) 索 引 的 关联 给 阵 ， 

8. 1. 20 定理 下 列 等 价 条 件 刻画 了 区 间 图 的 特征 : 

A)G 有 一 个 区 间 表 示 

B)G 是 一 个 弦 图 ， 并 且 G 是 相 容 图 . 

COH] - i X AE OR iE SE 1 性 质 . 

证 明 我们 把 ASB 和 ASC 留 作 习题 26 一 27， 在 这 里 ， 只 证 明 BOC. 设 G 是 弦 图 而 且 C 有 一 
个 传递 方向 F. 利用 下 以 及 G 中 没有 无 弦 环 这 个 特征 ， 我 们 确定 G 中 所 有 极 大 团 的 一 个 顺序 ， 并 用 
这 个 顺序 来 说 明 团 - 顶点 关联 矩阵 M 的 连续 1 性 质 . 

令 Q 和 Qi 是 G 中 的 极 大 团 . 由 极 大 性 ， 每 个 团 的 任意 顶点 均 有 一 个 与 之 不 相 邻 的 顶点 位 于 另 
一 个 团 内 . 假设 在 下 中 ，G 有 某 条 边 从 Qi 指向 Qj. WG BAM Qi 指向 Qi. 如 果 这 两 条 边 
有 一 个 公共 顶点 ， 则 下 的 传递 性 将 强制 某 个 团 的 一 条 边 位 于 G P. 所 以 ， 此 时 的 情况 必 如 下 面 左 侧 
的 图 所 示 ，F 中 的 边 (虚线 ) 有 4 个 不 同 的 顶点 . 如 果 这 4 个 顶点 中 的 另外 两 个 顶点 对 也 构成 G 的 
边 ， 则 G 有 一 个 诱导 图 C4. 所 以 两 条 位 于 对 角 线 上 的 边 至 少 有 一 条 位 于 局 中 ,但 这 条 边 在 下 中 无 
论 怎样 定向 均 与 F 的 传递 性 矛盾 . 我 们 断言 ，G 中 介 于 顶点 集 Qi MQ, 之 间 的 所 有 边 在 F 中 均 指 向 
同一 个 方向 . 


Qi 
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现在 ， 可 以 定义 一 个 竞赛 图 T， 使 得 其 顶点 对 应 于 G 中 的 极 大 团 . 如 果 下 中 介 于 Q; MQ; 之 间 
的 所 有 边 均 从 Q 指向 Qi ， 则 我 们 在 工 中 添加 Q, 一 Qi- 由 前 一 段 的 论述 知道 ， 工 是 一 个 完全 图 的 一 
个 定向 . 我 们 断言 工 是 传递 的 . 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 需要 证 明 : Qi 一 Qi HQ; 7 芍 涵 Qi 一 Qt 
假设 zEQ;，y、wEQ MEQ EF PBR o y A wz 如 果 y 一 w， 则 由 下 的 传递 性 即 可 得 到 
zz 否则 ， 如 上 页 右 侧 的 图 所 示 ， 我 们 考虑 顶点 对 rz. 在 G 中 , rtz 相 邻 将 导致 C 中 包含 C4， 
Moree. 因此 ， 这 条 边 zz 出 现在 F 中 ， 而 且 为 了 不 违背 传递 性 ， 它 的 方向 必须 是 r>: FE, R 
们 得 到 结论 ，Q; 一 Q: (E T 中 成 立 . 

一 个 传递 的 竞赛 图 指明 了 所 有 顶点 的 唯一 线性 顺序 ， 使 得 任意 边 的 方向 与 这 个 顶点 顺序 一 致 ， 
利用 传递 竞赛 图 T， 将 M 的 行 排序 成 Qi m Qu. 假设 在 这 个 顺序 下 ， 有 某 个 列 中 的 1 未 连续 出 
现 ， 则 我 们 可 以 找到 Qi, Qj. Qu. HM I<J<k, TEQ, Qi. cEQ. HF LEQ, AQ 必 有 一 
个 顶点 y 不 与 x 相 邻 ， 否 则 Qi 可 以 吸收 zx 从 而 Qi 就 不 是 极 大 团 了 . 现在 ，zE Qi BRA ry tE F 


中 ,而 xE Qi MRA yr 也 在 下 中, 但 二 者 不 可 能 同时 成 立 . a 
区 间 图 构成 完美 图 的 较 小 子 类 . FH. Pel ole — EK PS ERI T 3k PE AA AY HE 
些 优美 性 质 。 


8.1.21 定 义 完美 图 的 分 类 (有 关 奇 环 的 条 件 只 应 用 到 长 度 至 少 为 5 RE). 

o- 三 角 前 分 : 任意 奇 环 均 有 一 对 不 相交 的 弦 . 

奇偶 图 : 任意 奇 环 均 有 一 对 相交 的 弦 . 

Meyniel 图 : 任意 奇 环 至 少 有 2 条 弦 . 

BAM: GAG 中 没有 长 度 至 少 为 5 的 诱导 环 . 

强 完 美 图 : 任意 诱导 子 图 均 有 一 个 稳定 集 使 得 该 请 导 子 图 的 所 有 极 大 团 有 顶点 含 于 其 中 

Gallai[1962] 证 明了 o- 三角 剖 分 是 完美 的 .每 个 弦 图 均 为 o- 三 角 剖 分 (习题 34) 和 弱 弦 图 (习题 
40). 所 有 的 o- 三 角 前 分 和 所 有 的 奇偶 图 均 是 Meyniel 图 . Meyniel 图 是 完美 的 (Meyniel[1976]， 
Lovasz[1983]) 和 强 完美 的 (Ravindra[1982]). 

Olaru[1969] 和 Sachs[1970] 证 明了 奇偶 图 是 完美 的 ， 奇 偶 图 这 个 名 字 来 源 于 后 来 由 Burlet 和 
Uhry[1982] 证 明 的 一 个 性 质 : G 是 一 个 奇偶 图 当 且 仅 当 对 于 任意 项 点 对 z，>EV(C)， 所 有 无 弦 x 
路径 都 具有 奇数 长 度 或 者 均 有 偶数 长 度 . (习题 36) 

8.1.22 例 下 面 的 图 展示 了 这 些 类 别 之 间 的 不 同 之 处 . 这 里 T，C，O，P，M,，W 分 别 表示 弦 
图 (可 三 角 剖 分 的 ) 、 相 容 图 、o- 三 角 剖 分 图 、 奇 偶 图 Meyniel 图 和 弱 弦 图 . 
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强 完美 图 是 由 Berge 和 Duchet[1984] 引 入 的 . 将 定义 中 的 * 极 大 "修改 成 “最 大 ”就 得 到 一 个 较 弱 
的 形式 ， 这 种 形式 与 六 完美 是 等 价 的 . 用 归纳 方法 构造 COO -着 色 时 ， 含 有 来 自 各 个 最 大 团 的 顶点 
的 稳定 集 可 以 用 作 第 一 个 同色 类 (其 颜色 编号 最 小 ). 于 是 强 完美 图 也 是 完美 的 . 

强 完美 图 构成 的 类 并 不 包含 全 部 弱 弦 图 (习题 40)、 但 是 它 包 含 所 有 的 弦 图 和 所 有 相 容 图 . (在 
推论 5. 3. 25 中 我 们 注意 到 ， 如 果 G 有 一 个 传递 的 定向 ,任意 诱导 子 图 继承 得 到 一 个 传递 的 定向 ， 
且 该 定向 中 入 度 为 0 的 顶点 构成 一 个 稳定 集 , 使 得 所 有 极 大 团 均 有 顶点 含 于 其 中 ). 

下 一 个 完美 图 类 真 包含 于 强 完美 图 类 中 (习题 37 一 38)， 该 类 仍然 包含 所 有 的 弦 图 和 相 容 图 ， 
但 是 不 包含 所 有 的 Meyniel 图 (习题 39). 这 个 图 类 是 Chvatal[1984] 引 入 的 ， 它 在 完美 图 理论 中 扮演 
着 重要 的 角色 . 

8.1.23 定义 ”图 的 完美 序 是 所 有 顶点 的 一 个 顺序 ， 它 使 得 任意 诱导 子 图 从 该 顶点 顺序 中 继承 
得 到 的 顶点 顺序 应 用 到 贪心 着 色 算法 中 后 将 由 此 产生 这 个 诱导 子 图 的 最 优 着 色 . 一 个 完美 有 序 图 是 
有 一 个 完美 序 的 图 . 

在 G 的 一 个 定向 中 ， 一 个 阻碍 是 一 条 诱导 4- 顶 点 路 径 a，b，c，d 使 得 其 中 第 一 条 和 最 后 一 条 
边 的 定向 指向 叶子 .G 与 顶点 顺序 二 相关 的 定向 总 是 从 1 中 售后 的 顶点 指向 售 前 的 顶点 :如果 uev 
则 uv. 如 果 与 一 个 顶点 顺序 相关 的 定向 没有 障碍， 则 称 该 顶点 顺序 无 障碍 . 

ae od 

与 完美 序 相关 的 定向 是 无 障碍 的 ， 因 为 在 每 一 个 障碍 上 贪心 着 色 都 会 用 三 种 颜色 而 不 是 两 
种 . Chvátal 证 明了 :一 个 图 是 完美 有 序 的 当 且 仅 当 它 有 一 个 无 障碍 的 顺序 . 这 一 特征 刻画 表明 ， 完 
美 有 序 图 是 完美 的 并 且 弦 图 和 相 容 图 均 是 完美 有 序 的 . 

8.1.24 例 ( 弦 轩 和 相 容 图 是 完美 有 序 的 ) 弦 图 与 单纯 构造 顺序 相关 的 定向 没有 形 如 uot w 
的 诱导 子 图 . 相 容 图 的 传递 定向 没有 形 如 uomv-mw 的 诱导 子 图 . 

每 个 有 障碍 的 定向 同时 具有 形 如 we 的 诱导 子 图 和 形 如 uv-*w 的 诱导 子 图 . 所 以 ， 如 
打 G 是 相 容 图 或 弦 图 ， 则 G 有 无 障碍 的 顶点 顺序 . 根据 Chvátal 的 特征 刻画 ， 这 样 的 图 是 完美 有 
序 的 . a 

8.1.25 引 理 (Chvital[1984]) 设 G 有 一 个 团 Q 和 一 个 稳定 集 S， 二 者 不 相交 . 假设 任意 
w€Q 5 XA pGw) € S JA4E . do X. L RG 的 一 个 无 障碍 顶点 顺序 并 使 得 pCu) <w A WE Q X 
立 ， 则 有 某 个 ba)ES 与 Q 中 所 有 顶点 相 邻 . 

证 了 明 我们 对 n(G) 运 用 归纳 法 . 基本 步骤 n(G) = 1 的 情况 是 不 证 自明 的 . 考虑 x(G) 1 的 情 
况 ， 对 任意 wEQ， 利 用 团 Q- w MAERU: u€ Q 一 ww}， 图 G 一 也 满足 引 理 的 假设 条 件 . 根 
据 归纳 假设 ， 有 一 个 顶点 w € Q— wih pGw* )**Q 一 w. 这 样 ， 我 们 可 以 找 出 一 个 顶点 wEQ 使 
fü p Cw* QR. 除非 pw )*w 对 所 有 wEQ 成 立 . 这 时 ， 上 述 过 程 为 任意 w 分 配 了 唯一 一 
Mw, HH pw ) 只 与 Q 中 的 z KNB. 将 也 映射 到 ww ， 这 就 定义 了 Q 上 的 一 个 置换 . 由 于 
(rtp* 故 这 个 置换 没有 不 动 点 . 

我 们 在 与 上 相关 的 定向 上 来 寻找 障碍 . 设 v 是 Q 中 在 二 上 位 置 最 靠 前 的 顶点 . Hb, EQ 
是 满足 6" =v Ml ct =Ac=uv 有 可 能 成 立 ) 的 两 个 顶点 ， 令 a= pO H d= plo). 由 于 pOwt ov 
w， 因 此 有 uc 和 db， 这 就 说 明 在 稳定 集合 S 中 必 有 ad， 同 时 得 出 与 二 相关 的 定向 (如 下 
图 所 示 ). 
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a=p(b) boc 

因为 d=p(b* )，Q 中 与 d 不 相 邻 的 顶点 仅 有 65; MA ced. HEEL PH d= pO ve, M 
mA dec. WE, ay b, c. 诱导 了 一 个 障碍 ， 这 就 与 关于 了 上 的 假设 相 矛 盾 . MA, pew ew Xt 
A ow sr. M p(w" ) 就 是 所 求 的 位 于 S 中 的 顶点 . a 

8.1.26 定理 (Chvital[1984]) 简单 图 G 的 一 个 顶点 顺序 是 完美 序 当 且 仅 当 它 是 无 障碍 的 ， 并 
且 具 有 这 种 顺序 的 任意 一 个 图 均 是 完美 的 

证 明 我 们 已 经 看 到 了 这 个 条 件 的 必要 性 . 由 于 由 具有 无 障碍 顺序 的 图 构成 的 图 类 满足 进 传 性 
(诱导 子 图 继承 得 来 的 顶点 顺序 也 是 无 障碍 的 )， 因 此 只 需 证 明 : G 与 无 障碍 顶点 顺序 相关 的 贪心 
着 色 是 最 优 的 . 设 人 是 与 L 相关 的 贪心 着 色 使 用 的 颜色 数 . 为 了 证 明 着 色 的 最 优 性 ， 我 们 证 明 G 有 

-个 有 团 ， 这 也 就 归纳 地 证 明了 完美 性 . 

设 /: V(G) 一 [是 最 后 得 到 的 着 色 方案 . 令 i 是 满足 如 下 条 件 的 最 小 整数 ，G 有 一 个 团 was s 
we 使 得 (wj) =j XE ij EIUS. 由 于 /在 某 个 顶点 上 用 到 了 颜色 k， 故 i 是 有 定义 的 ,如果 
i=0, 则 G 是 k- 团 . 

如 果 i>>0， 则 对 任意 zw 均 存 在 一 个 顶点 p(wj)， 使 得 p(wj) <w TEL 中 成 立 且 f(p(w))= 
i 否则 贪心 着 色 可 以 在 w 上 用 编号 较 小 的 颜色 . Sm pw. rms pOs). 由 于 S 中 所 有 项 
点 均 有 相同 的 颜色 ，S 是 一 个 稳定 集 ， 因 此 引 理 8. 1. 25 中 的 条 件 得 到 满足 ， 从 而 S 中 的 某 个 顶点 
可 以 加 入 到 财 中 成 为 zw， 这 就 与 1 最 小 相 矛 盾 . m" 

F 面 我 们 考虑 另外 一 种 生成 完美 图 的 方法 .一 个 保持 完美 性 的 操作 可 以 扩大 完美 图 类 .顶点 
多 重复 制 就 是 这 样 的 一 个 操作 ， 它 将 每 一 个 顶点 扩张 为 一 个 独立 集 ， 央 而 我 们 推广 这 个 操作 n 
VOS ims os w), W His ms Hy 是 两 两 之 间 没 有 公共 项 点 的 路 径 ， 则 复合 GLA + An] 
指 的 是 由 Hy 十 …+ Hu 外 加 集合 {zy: r€ VCH), yEVCH;), wv; € E(G)} 构 成 的 图 . GLK，…， 
Ky, ] 这 种 特别 情况 即 是 G。h. 在 下 面 的 例子 中 ,Hi —2Ki, Hz Ki Ki! Hi Pi; Ha = Ki 
G=Kis 并 且 G 以 ww Jo. 


Lovász 证 明了 复合 操作 保持 完美 性 . 这 一 结论 是 Chvátal 的 星 形 - 割 集 引 理 的 一 个 推论 . 

8.1.27 定义 如果 图 G 的 割 集 S 有 一 个 顶点 工 与 S 一 tz} 中 的 所 有 顶点 均 相 邻 ， 则 称 S 是 G 的 
一 个 星 形 -市 集 . 如 果 一 个 图 本 身 不 是 完美 图 但 它 的 任意 诱导 真子 图 均 是 完美 图 ， 则 称 之 为 极 小 非 
完美 图 . 

8.1.28 引 理 ( 星 形 - 害 集 引 理 的 引 理 ) 如 果 G 中 没有 稳定 集 与 每 个 最 大 团 都 相交 ， 并 且 G 的 任 
意 诱导 真子 图 都 是 可 w(G)- 着 色 的 ， 则 G 没 有 星 形 - 割 集 . 
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证 明 假设 G 有 一 个 星 形 - 割 集 C， 其 中 忆 与 C 一 {w} 中 所 有 顶点 均 相 邻 . 由 于 G 一 C 是 不 连通 
的 ,我 们 可 以 将 V(G 一 C) 划 分 为 两 个 集合 V1 Vo 使 得 二 者 之 间 不 存在 边 . $ G;-GLV;UC], 而 
Si EG 的 一 个 w(G)- 真 着 色 . OS 是 Gi 中 在 方 下 与 w 同色 的 顶点 构成 的 集合 ; 它 包括 ww 但 不 包 
含 C 中 的 其 他 项 点. 由 于 Vi 和 Vs 之 间 没 有 边 ， 故 S= SiUS* 是 一 个 稳定 集 . 

如 果 Q 是 G 一 S 中 的 一 个 团 , W AGS 或 G2 一 Sz 中 .由 于 所 给 出 了 Gi 一 Si 的 一 个 
w(G) 一 1- 着 色 , 内 此 | Q| SAG]. 由 于 上 述 结论 对 G 一 S 中 的 每 个 团 Q 均 有 效 ， 所 以 稳定 集 S 
含有 来 自 G 中 任意 w(G)- 财 的 项 点， 这 与 引 理 的 假设 相 矛 盾 . 


[5 


8.1.29 定理 ( 星 形 - 割 集 引 理 ，Chvatal[1985b]) 极 小 非 完美 图 没有 星 形 - 制 集 . 

证 明 如 果 G 是 一 个 极 小 非 完美 图 ， 则 X(G)>w(G) 且 删除 任何 稳定 集 S 都 会 得 到 一 个 完美 图 ， 
所 以 我 们 有 : 

1+ WG) < XG) S 1-- X(G— S) = 1-- o(G — S) 之 1+o(G) 
于 是 得 到 w(G 一 S) 二 w(G)， 这 说 明 没有 稳定 集 与 每 个 最 大 团 都 相交 . 并 且 ， 由 于 G 是 极 小 非 完 美 
图 ， 任 意 诱导 真子 图 G UR EX) =G SoG), REPER O-N E. 现在 ， 引 理 
8.1.28 表明 G 没有 星 形 - 制 集 . a 

替换 引 理 推广 了 引 理 8. 1. 4. 

8.1.30 推论 (替换 引 理 一 一 Loviasz[1972b]) 在 若干 个 完美 图 上 任意 进行 复合 操作 ， 得 到 的 图 
仍 是 完美 图 . 

证 明 ”复合 操作 的 结果 可 以 用 一 系列 替换 操作 来 得 到 ， 每 次 替换 操作 将 G1 的 一 个 顶点 o WR 
为 图 Gs 并 添加 从 V(Gz ) 到 U= Ne,(w) 的 所 有 边 ， 这 样 形成 一 个 新 的 图 G. 因此 ， 只 需 证 明 替 换 操 
作 保 持 完美 性 . 如 果 震 换 操作 得 到 的 图 G 不 是 完美 的 ， 则 它 有 一 个 诱导 子 图 下 是 极 小 非 完 美 图 . 这 
种 子 图 不 可 能 含 于 G1 或 Gs 中 ， 这 使 得 它 至 少 包含 了 G2 的 两 个 项 点 和 G 的 一 个 

如 果 下 不 包含 G1 中 位 于 UU 之 外 的 顶点 , W F-FLU)V FNG). 连接 操作 保持 完美 性 ， 因为 
XCHV HO 9 XCOD-XCHO Al oC HV H')=w(H) 二 w(H') 对 于 任意 日、H' 均 成 立 . 因此 ， 我 们 可 
以 假设 下 包含 G1 中 位 于 UU 内 的 一 个 顶点 . eT, VC QU 以 及 Ga 中 位 于 下 内 的 一 个 顶点 就 构成 
下 的 一 个 星 形 - 割 集 . 所 以 ， 用 Go 替代 v 没 有 引入 最 小 完美 图 F. " 

星 形 - 制 集 引 理 还 可 以 得 出 弱 弦 图 的 完美 性 . Hay ward[ 1985 JHE T, WMR G 是 一 个 弦 图 但 G 本 
身 既 不 是 一 个 团 也 不 是 一 个 稳定 集 ， 则 GRG 有 一 个 星 形 - 割 集 . 根据 星 形 - 割 集 引 理 和 完美 图 定 
理 ， 上 述 结论 说 明 任意 弱 纺 图 均 不 是 极 小 非 完 美 图 . 由 于 弱 弦 图 类 具有 遗传 性 ， 因 此 我 们 立刻 得 
到 任意 弱 弦 图 均 是 完美 图 . 


p- 临 界 图 指 的 是 极 小 非 完美 图 . 强 完美 图 猜想 (SPGC) 是 说 ， 只 有 (长 度 最 少 是 5 的 ) 奇 环 以 及 
它们 的 补 图 是 p- 临 界 图 . 研究 了 户 -临界 图 的 很 多 性 质 之 后 ， 我 们 可 以 证 明 : 只 有 奇 环 和 它们 的 补 
图 才能 满足 这 些 性 质 ， 由 此 能 证 明 SPGC. 从 观察 到 的 p- 临 界 图 的 简单 特性 开始 ， 其 中 一 些 特性 在 
前 面 讨论 星 形 - 割 集 时 已 经 使 用 过 .这 种 表述 方式 最 初 是 根据 Shmoys[198]] 建 立 起 来 的 . ) 

8.1.31 引 理 ”如 果 G 是 pp- 临 界 的 ， 则 GG 是 连通 的 、G 是 户 -临界 的 、w(G) 之 2 并 且 a(G) 之 2. 而 


其 他 主题 267 


By X(G— 3) =0lG) fe KG—2) =A WHEE EVORA. 

证 明 G 是 完美 的 当 且 仅 当 G 的 每 个 分 量 是 完美 的 ， 并 且 G 是 完美 的 当 且 仅 当 G 是 完美 的 . 团 
和 它们 的 补 图 均 是 完美 的 . 最 后 ， 我 们 观察 到 在 定理 8. 1. 29 的 证 明 中 ， 从 记 - 临 界 图 中 删除 一 个 稳定 
集 并 不 能 减少 团 数 . 由 于 G 一 z 是 完美 的 ， 所 以 有 X(G 一 7z) 二 w(G 一 z+) 二 w(G). 条 件 6 G— 1) aC 
得 同样 的 论断 在 G 上 也 成 立 . | 

户 -临界 图 还 有 更 多 更 微妙 的 性 质 ， 这 些 性 质 是 Lovasz 扩 展 PGT 得 到 的 . 

8.1.32 定理 (Lovisz[1972b]) M G Æ È ŠH 5 ARS w(GlA]a(GlA])> | A | 对 任意 AC 
V(G) 成 立 

性 质 *w(GLA])a(GLA]) 三 | A | 对 任意 ACV(G) 成 立 ” 是 Fulkerson 提出 的 ， 我 们 称 之 为 厅 完 
美 . 它 蕴涵 于 -完美 和 yY- 完 美 中 ， 如 果 我 们 可 以 用 w(G) 个 稳定 集 来 完成 对 G 的 着 色 ， 则 某 个 稳定 
集 至 少 有 x%(G)/w(G) 个 项 点. 在 证 明 上 述 结论 的 逆 命 题 时 ， 需 要 用 到 计数 这 种 论证 方法 ， 计 数 过 程 
类 似 于 证 明 PGT 时 给 出 的 过 程 ， 但 更 加 精细 . 定理 8. 1. 32 可 以 立刻 得 到 PGT. 

8.1.33 定理 如果 G 是 户 临界 的 ， 则 m(G) 一 a(G)w(G) 十 1. 而 有 全 ， 对 任意 EVG), G-r 
以 划分 成 w(G) 个 大 小 为 a(G) 的 稳定 集 ， 也 可 以 划分 成 a(G) 个 大 小 为 w(G) 的 团 . 

证 明 ”如 果 G 是 p- 临 界 的 ， 则 完美 的 条 件 只 可 能 对 整个 顶点 集 A 二 V(G) 失 效 . 因此 ， 对 任 
X evo». Ril: 

n(G) — 1 S a(G — o(G — x) = a(G)o(G) < n(G) — 1 

于 是 0G) —a(GYa( C) -1. 由 于 X(G 一 z) 一 w(G 一 z) 二 w(G)， 我 们 可 以 用 wlG) 个 稳定 集 来 覆盖 G-r 
这 些 稳定 集 的 大 小 最 多 为 aG), HEH Gm ac BY a(G)w(G) 个 顶点 划分 为 w(C) 个 大 小 为 ec(G) 的 稳定 
We. 同样 ， 由 于 XG 一 z) 二 a(G 一 z) 二 a(G)， 我 们 可 以 将 V(G 一 z) 划 分 为 a(G) 个 大 小 为 GO BB HT . 

a 

将 广 临界 图 类 扩大 使 之 包含 满足 定理 8. 1. 33 所 述 性 质 的 其 他 一 些 图 ， 这 将 有 助 于 研究 临界 图 
的 性 质 . 扩大 以 后 的 图 类 在 结构 方面 的 性 质 ， 在 对 特殊 图 类 证 明 SPGC 时 ， 是 很 有 用 的 . Padberg 
[1974] 开 始 对 于 这 类 图 进行 研究 . 为 了 扩大 广 临界 图 类 ， 人 们 提出 了 好 几 个 定义 ， 但 后 来 发 现 这 些 定 
义 是 对 同一 类 图 的 不 同 的 特征 刻画 . 这 里 ， 我 们 使 用 的 定义 是 由 Bland-Huang-Trotter[1979] 提 出 的 ， 

8.1.34 定义 ”对 于 整数 a，w 之 2， 称 图 G Ra, wASH, PREAH ut 十 1 个 顶点 并 且 对 任 
E zxEV(G) 下 面 的 条 件 均 成 立 : 子 图 G 一 + 既 可 以 划分 成 a 个 大 小 为 zo 的 团 ， 也 可 以 划分 成 也 个 大 
小 为 a 的 稳定 集 . 

8.1.35 Æ (Buckingham -Golumbic[ 1983]) MA aw- 1 的 图 G 是 a，w- 可 分 的 当 且 仅 当 
X(G 一 x) 二 tw 和 0G 一 +) =a 对 任意 TEV(G) 成 立 . 并 且 ， 如 果 这 种 图 还 满足 w(G)—w F a(G) =a, 
Jj ik eH p db AE AUT ARMOR RAE OG 1) <w fe G- x) «a. 

ER 设 G 是 可 分 的 . 由 于 G 一 z JEn] we REMI BLUE — Aw, HAG- — w-a(G— D. 
由 于 a 宇 2， 因而 G 不 是 完全 图 . 在 G 中 删除 某 最 大 团 Q 之 外 的 顶点 z， 就 能 得 到 w(C) 一 w(G 一 z) 一 
w. 在 所 中 进行 同样 的 论述 可 以 得 出 关于 a FR. 

反之 ,假设 X(G 一 z) 委 ww 和 6(G 一 z) 委 na 对 V(G) 中 的 任意 工 均 成 立 . 则 后 一 个 不 等 式 得 到 
aC H) <a. 因此 ,G 一 x 的 最 优 着 色 最 多 使 用 了 w 个 大 小 不 超过 a 的 稳定 集 . 由 于 nG- r) aw, 这 
样 一 个 着 色 将 VC(G 一 zx) 划分 为 ww 个 大 小 为 a 的 稳定 集 . 同样 ，G 一 z 的 由 a 个 团 构成 的 覆盖 可 以 得 


出 我 们 需要 的 团 划 分 . a 
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根据 定理 8. 1. 33 和 定理 8. 1. 35， 每 个 p- 临 界 图 均 是 可 分 的 ， 而 每 个 可 分 的 图 均 是 不 完美 的 . 
而 且 ,，G 是 a，w- 可 分 的 当 且 仅 当 G 是 a，w- 可 分 的 

8.1.36 RHR) 放 n 个 顶点 在 圆周 上 ， 让 每 个 顶点 与 每 个 方向 上 离 它 最 近 的 d 个 顶点 相 
邻 ， 这 样 则 得 到 图 C4. 如 果 d= 1， 则 C=C. 我 们 依次 将 顶点 看 成 模 之 后 的 整数 . Cfo 如 下 面 左 
侧 的 图 所 示 ， 它 既 不 是 完美 的 也 不 是 -临界 的 (因为 顶点 0，2，4，6，8 诱导 得 出 Cs), 但 Cio 是 3， 
3- 可 分 的 .删除 顶点 ;之 后 ， 剩 下 的 9 个 顶点 可 以 唯一 地 划分 成 3 个 三 角形 {(i 二 1，i 十 2，i 十 3)、 
CGit4, i+5, i6), G-F7, i 十 8，i 十 9)}， 也 可 以 唯一 地 划分 成 三 个 稳定 集 { G+, i04. i+, 
G2, i+5, i+8), G3, i+6, i+9)}. 

C 吕 中 总 是 a，w- 可 分 的 .G 一 + 中 的 任意 w 个 连续 的 顶点 构成 了 一 个 团 ; 从 任意 顶点 出 发 每 隔 
wl 个 顶点 取 一 个 顶点 ， 这 样 得 到 的 a 个 顶点 构成 一 个 稳定 集 . 证 明 Ct 是 p- 临 界 的 当 且 仅 当 
w=2 或 a 二 2， 这 样 就 将 SPGC 归 约 为 证 明 : G jÈ p 严格 的 当 且 仅 当 G=CS@b+1: 


8.1.37 例 (其 他 可 分 图 ) 将 一 些 不 太 重要 的 边 添加 到 CE%+#1 中 即 可 得 到 另 一 些 可 分 图 ,在 Cho 
中 ， 在 不 引起 最 大 团 和 最 大 稳定 集 发 生变 化 的 情况 下 ， 我 们 任意 添加 一 条 对 角 线 ， 得 到 的 图 仍然 是 
可 分 的 . 我 们 将 要 看 到 : 如 果 所 有 可 分 图 均 可 以 通过 在 环 的 宕 中 添加 这 种 不 太 重要 的 边 来 得 到 ， 则 
SPGC 成 立 . : 

然而 ， 还 存在 其 他 类 型 的 可 分 图 ， 如 上 面 中 间 的 图 (Chvatal-Graham -Perold-Whitesides[ 1979], 
Huangl1976]). 在 这 个 图 中 ,每 条 边 均 属于 某 个 最 大 团 ， 但 是 它 比 Cfo 多 2 条 边 .这 个 图 的 划分 方 
式 均 不 同 于 Ci 的 任意 划分 方式 (习题 42). a 

8.1.38 例 (C+ 的 深层 性 质 ) 图 Ci ARAL n RAL, ERA EY ww 个 相继 
的 顶点 . 每 个 项 点 均 位 于 w 个 相继 的 w- 团 中 . 这 个 图 恰好 有 个 最 大 稳定 集 ， 其 中 有 a 一 1 对 前 后 
相继 的 顶点 使 得 这 两 点 之 间 的 距离 为 ww， 而 男 有 一 对 前 后 相继 的 顶点 使 得 它们 之 间 的 距离 为 w 十 1. 
在 包含 的 最 大 稳定 集中 ， 存 在 a 个 位 置 可 以 用 来 对 应 上 面 间距 较 大 的 那 一 对 顶点 ; 所 以 ， 顶 点 x 
位 于 a 个 最 大 稳定 集中 . 

最 后 ， 要 使 一 个 wr 团 不 包含 某 个 稳定 集中 的 任何 顶点 ， 则 这 个 团 必 须 整 个 位 于 间距 为 w+ 1 的 
那 一 对 顶点 之 间 ( 例 如 8. 1. 37 中 右 侧 的 图 所 示 ). 这 样 ， 在 所 有 最 大 稳定 集 和 所 有 最 大 团 之 间 存 在 
一 种 配对 关系 {(Q;，S;)} 使 得 Qi 门 S; 二 多 当 且 仅 当 i=j. a 

这 些 “ 深 层 性 质 "构成 了 下 面 的 特征 刻画 . 这 些 论述 是 Padberg[1974] 提 出 来 的 ， 他 用 这 些 论述 
过 程 来 刻画 完美 图 的 多 面体 特性 . 这 里 ， 组 合 学 方面 的 结论 均 可 以 由 线性 代数 中 矩阵 的 性 质 得 到 . 
可 分 图 的 其 他 特征 刻画 出 现在 下 列 文献 中 : Bland-Huang-Trotter[1979], Golumbic[1980, p58- 
62], Tucker[1977], Chvatal-Graham-Perold-Whitesides[1979] 和 Buckingham] 1980]. 

8.1.39 定理 阶 为 mn 一 at 十 1 的 图 G 是 a4，w- 可 分 的 当 且 仅 当 下 面 的 两 个 条 件 都 成 立 : 
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Da(G) =a, o(G) —w. G 的 每 一 个 顶点 均 恰 好 属于 卫 个 大 小 为 岂 HA fa 个 大 小 为 a 的 稳 
RR. 

2)G 恰 有 nn 个 最 大 团 {Q;) 和 nn 个 最 大 稳定 集 {Sj}， RANS =GDSBRS i-j(QQ fe S; 互 为 
配偶 ). : 

证 明 必要 性 . 我 们 已 经 证 明了 X(G 一 x) — w=a(G) fl ((G— 3) =a=a(G) MER rE VOR 
立 . 取 一 个 大 小 为 的 财 Q. 对 任意 xEQ， 有 一 个 方案 将 G 一 z 划分 为 a 个 大 小 为 也 的 团 . 将 Q@ 和 
这 ww 个 划分 方案 的 结果 放 在 一 起 ， 即 得 到 由 n— aw 1 个 最 大 团 构成 的 序列 Q. e Qu Q 之 外 的 
每 个 顶点 出 现在 每 个 划分 的 一 个 四 中 . Q 中 的 每 个 顶点 出 现在 Q 中 ， 此 外 它 还 在 ww 一 1 个 划分 中 各 
出 现 一 次 . 因此 ， 每 个 顶点 恰好 出 现在 该 序列 中 的 we PL . 

对 于 每 个 Q;， 我 们 得 到 一 个 不 与 Qi 相交 的 最 大 独立 集 . 取 zE Q;， 完 成 对 V(G 一 x) 的 划分 的 
w 个 最 大 稳定 集 仅 在 x 之 外 的 ww 一 1 个 顶点 处 与 团 Q 相交 . 因此 ， 这 些 稳定 集 之 一 不 与 Q; 相交 ， 
将 这 个 稳定 集 记 为 Si 我 们 将 证 明 ， 这 两 个 集合 序列 包含 所 有 团 和 所 有 稳定 集 ， 并 具有 我 们 期 望 的 
相交 特性 . 

设 A 是 关联 矩阵 ， 其 中 如 果 zj €Q 则 ai 一 1; 否则 ai; 二 0. 令 忆 是 一 个 矩阵 ， 其 中 如 果 rE 
S, W bi. 二 1; AM 0. ABT rp ij GE E (CIE A 的 第 i 行 与 B 的 第 j 行 的 点 乘积 ， 这 个 值 就 
等 于 | QS; |. 通过 证 明 ABT 一 J 一 区 其 中 了 是 所 有 元 素 均 是 1 的 矩阵 )， 我 们 得 到 Q N SA 
当 且 仅 当 ;去 j. 由 于 J 一 [是非 奇异 的 ， 这 说 明 A MB 均 是 非 奇 异 的 . 非 奇 异 矩阵 的 各 行 互 不 相同 ， 
PAE. Qi. vt. Qu AS i. ns SL 将 是 互 不 相同 的 . 

巾 集合 序列 的 构造 过 程 知道 ，| Q; 门 5S; | =0. 由 于 团 和 稳定 集 的 交 最 多 只 有 一 个 元 素 . 为 证 
明 ABT=J 一 1， 我 们 仅 需 证 明 ABT 的 每 一 列 之 和 均 为 n 一 1. 在 矩阵 上 左 乘 行 向 量 1 就 可 以 得 到 
这 些 和 , 根据 构造 过 程 ，A 的 每 个 列 有 te 个 1( 内 为 每 个 也 1 现在 序列 中 的 w e HE ro ifi B EDIT 
有 4 个 1( 因 为 每 个 稳定 集 有 a 个 顶点 ). 因此 

1] (ABT) = OIAOBT = zolTBT = wall = (n— DI. 

为 了 证 明 G 没 有 其 他 的 最 大 团 ， 我 们 令 9 为 一 个 最 大 团 Q 的 关联 向 量 ， 现 在 我 们 证 明 9 必然 是 
A 的 - -个 列 . 由 于 A 是 非 奇异 的 ， 它 的 列 张 成 R"， 并 且 可 以 将 9 ERRES qA. 为 了 求 出 4， 
JEDE AC. 由 于 A 中 各 行 之 和 均 为 w， 即 得 出 Alw J 一 BT) =o 1wJ 一 (J 一 =1, 因此 A b= 
w 1J 一 BT, 于 是 

t= qÀ ! = qlw 1 J — BT) = w !q] — qBT = w wl 一 9BT. 

BT 的 第 i 列 是 5; 的 关联 向 量 ， 因 此 9BT 中 第 i 个 坐标 与 | QOS, | 相等 ， 它 要 么 是 0 要 么 是 
1. 因此 ,1 是 一 个 0，1- 向 量 ， 进 而 g 是 A 中 某 些 行 之 和 . 由 于 4 中 各 元 素 之 和 是 岂 ， 因 此 在 计算 4 
这 个 和 向 量 时 只 用 到 了 A 中 的 一 个 行 . FE q 就 是 A 的 一 个 行 且 Qi，…，@Q. 是 仅 有 的 最 大 财 - 

将 同样 的 论证 过 程 应 用 到 G 中 可 知 ，G 恰 有 个 最 大 稳定 集 ， 每 个 顶点 出 现在 其 中 a 个 最 大 稳 
ERE. 

充分 性 . 根据 定理 8. 1.35, FUSIEBIX(G— 2) Sw M ((G— x) a 对 任意 xEV(G) 成 立 , 给 定 
由 条 件 (2) 保 证 的 团 和 稳定 集 ， 同 上 面 一 样 定义 关联 矩阵 A、B. 由 条 件 (1) 知 道 ，B 的 每 个 列 有 «个 
1. Pit JB=aJ — BJ. 条 件 (2) 中 的 相交 特性 表明 ABT 一 J 一 1， 因 而 它 是 一 个 非 奇 异 矩 阵 ! 所 以 B 


是 非 奇 异 的 ， 并 且 


ATB = B© BATB = BH(J—-DB=B'BJ —1—J—1. 


B7 


图 


S| 
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乘积 ATB==J 一 1 中 ,与 -EV(G) 相 对 应 的 行 表明 V(G 一 z) 可 以 用 包含 + 的 ww 个 最 大 团 的 配偶 
来 覆盖 (如 下 图 所 示 )， 因 此 X(G 一 zx) 三 w. 同样 ， 与 x 对 应 的 列表 明 V(G 一 x) 可 以 用 包含 + 的 a 个 
最 大 稳定 集 的 配偶 来 覆盖 ， 因 此 OCG 2) <a. 


Qı Qu vi [3 un [3 
vi Ss [o 1 | 
x| AT B =x IN 
v £. E 0 m" 


8.1.40 推论 X Gita, tw- 可 分 的 且 也 二 2， 则 G=Cu+; 如 果 a—2, N G=. 因此， 
SPGC 归 约 为 证 明 -临界 图 必 满 足 w==2 或 者 ao 一 2. 

证 明 如 果 w=2， 则 每 个 顶点 恰 属于 两 个 大 小 为 2 的 团 中 ， 所 以 G 是 2- 正 则 的 . 进而 ，G 是 
连通 图 并 且 阶 为 奇数 (2a 十 1). 所 以 ，G 是 一 个 奇 环 . 对 于 a 一 2， 考 虑 C. a 

自 此 ， 我 们 可 以 在 可 分 图 中 不 加 区 别 地 使 用 ww，w(G)，w， 同 时 也 不 加 区 别 地 使 用 a，a(G) ,a. 

8.1.41 定理 (Tucker[1977]) 设 工 是 可 分 图 G 的 一 个 顶点 . FA G-r 有 唯一 一 个 最 小 的 着 
色 ， 将 它 记 为 X(G 一 z)， 它 恰好 由 包含 工 的 最 大 团 的 配偶 构成 同样 ，G 一 了 + 有 唯一 一 个 最 小 的 团 
MEGEA B(G 一 z))， 它 恰好 由 包含 工 的 最 大 稳定 全 的 配偶 构成 

证 明 由 于 G 是 a，w- 可 分 的 ，G 一 zx 是 可 w- 着 色 的 ， 着色 方 案 只 需 用 tw 个 大 小 为 a 的 稳定 集 
即 可 . 包含 z 的 任意 ww- 团 不 包含 某 个 同色 类 中 的 顶点 ， 因 为 这 种 团 只 有 wl 个 顶点 位 于 G 一 x 中 
. 因此 ， 包含 x+ 的 所 有 w- 团 均 以 其 配偶 作为 该 着 色 方 案 中 的 一 个 同色 类 . 由 于 恰好 有 也 个 这 样 的 
同色 类 ， 所 以 着 色 方案 是 唯一 的 . 对 补 图 进行 讨论 ， 可 以 得 到 定理 的 其 他 结论 . a 

8.1.42 定理 (Buckingham-Golumbic[1983]) # Rx a, wr 可 分 图 G 的 一 个 顶点 ， 则 2o 2S 
d(x)<n—2at 1. 

GER 取 一 个 顶点 wz( 见 下 图 ). & S 是 X(G 一 切中 包含 HWER, SE XG- VRAE 
定 集 ， 取 zE NGz) 站 S. 在 6(G 一 z) 中 ， 有 某 个 团 Q 包含 工 由 于 wp*z，Q 有 一 个 顶点 位 于 XG) 
的 每 个 稳定 集中 (包括 SO. 由 于 QE 6(G 一 z) 表 明 EQ, iX HE 在 S 中 还 有 另 一 个 相 邻 顶点 .这 
RE, rE X(G— 0) BY w 一 1 个 任意 一 个 稳定 集中 均 至 少 有 2 个 相 邻 顶点 ， 因 此 得 到 d(z) 之 2w 一 2 EG 
中 进行 同样 的 讨论 即 可 得 到 n —1—460 = | No (a) | 222-2. 


ved s 


s 


as o TAR EXT D RE RU ORE RR AUC OU. DO SSH TERRE URGE . 

8.1.43 EX. -AE P, PRAR-HBERABRLR DD, 则 称 该 边 是 临界 的 . 对 于 一 
对 不 相 邻 的 顶点 ， 如 果 添 加 一 条 边 把 它们 连接 起 来 将 会 使 得 独立 数 增加 ， 则 称 这 一 对 顶点 是 准 - 临 
AM. 

一 些 作者 在 他 们 的 工作 中 含 著 地 刻画 了 可 分 图 中 临界 边 的 性 质 . 

8.1.44 定理 ”对 于 可 分 图 中 的 边 zy， 下 面 的 命题 等 价 : 

A)zy 是 临界 边 . 
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BSU {x} € XG- y). 

Ory 属于 w 一 1 个 最 大 团 . 

证 明 B>A.SU{x, y)HEG— xy 中 大 小 为 c 十 1 的 稳定 集 . 

ASC. WR cy 是 临界 的 ， 则 有 一 个 集合 S 使 得 SU{z} 和 SU 1{y} 均 是 G 中 的 最 大 稳定 集 . A 
Jt. GL cr (EUR GLA y 的 任意 最 大 团 均 不 与 SU{ty} 相 交 . 由 于 有 名 个 包含 7 WEKA, m SU 
13j 不 相交 的 最 大 团 却 只 有 一 个 ， 其 余 的 w 一 1 个 包含 工 的 最 大 团 必然 也 包含 y. 

CoB 在 G 一 z 唯 一 的 着 色 方 案 中 ， 稳 定 集 就 是 包含 z 的 那些 团 的 配偶 . 由 于 zy 属于 w 一 1 个 
最 大 团 . 这 w 一 1 个 团 的 配偶 同时 属于 X(G 一 z) 和 XCG— y). 这 使 得 图 中 仅 剩 下 了 atl 个 顶点 ,其 
中 包含 顶点 2, y 和 稳定 集 S， 并 且 SULy}EX(G—xD) fI SU(z}EX(G—y). m 

8.1.45 推论 设 G 是 一 个 可 分 图 . 如 果 边 ry 不 出 现在 任何 最 大 团 中 ， 则 G— ry 是 可 分 的 . 如 
果 x、y 是 未 出 现在 任何 最 大 稳定 集中 的 不 相 邻 顶点 ， 则 Giry 是 可 分 的 . 

证 明 根据 互补 性 ， 我 们 只 需 证 明 第 一 个 命题 . 如 果 我 们 删 掉 未 出 现在 任何 最 大 团 中 的 一 条 
边 ， 则 由 定理 8. 1. 44 得 出 它 不 是 临界 边 ， 故 我 们 有 w(G 一 xy) 二 w(G) 和 a(G 一 zy) =a(G). 因为 我 
们 并 没有 破坏 任何 一 个 最 大 团 也 没有 产生 更 大 的 稳定 集 ， 所 以 我 们 可 以 利用 最 优 着 色 和 Gu 的 团 
划分 来 得 出 结论 ，X(G 一 zy 一 由 之 w 并 且 0G 一 zy 一 四 之 %. 因此 ， 由 定理 8. 1.35 可 知 ，G 一 zy 是 可 
分 的 ， " 

例 8.1.37 中 的 讨论 表明 ， 没 有 出 现在 任何 最 大 团 中 的 边 是 没有 任何 意义 的 “垃圾 ”". 引 理 
8.1.45 确保 了 “垃圾 就 是 垃圾 "， 环 的 宕 这 种 可 分 图 没有 垃圾 . 

强 完美 图 猜想 

我 们 证 明了 可 分 图 的 一 些 性 质 ， 这 是 在 “ 自 顶 向 下 ”地 处 理 SPGC; 这 种 方法 试图 找 出 足够 的 性 
质 以 使 得 p- 临 界 图 只 包含 所 有 奇 环 和 它们 的 补 图 ， 而 将 其 他 图 均 排除 在 万 临界 图 之 外 ， 而 " 自 底 向 
上 ”的 处 理 办 法 是 证 明 SPGC 在 越 来 越 大 的 图 类 中 成 立 ， 直 到 这 个 越 来 越 大 的 图 类 包含 所 有 的 图 
Bab. 

8.1.46 定义 G 4 — ABEL BE BUR NLC ORFF BCs f Cuti ET RP 22). 
RAT EL A Hy Hh A — 4 Berge 图 . 

证 明 某 个 图 类 G 满足 SPGC 的 一 种 方法 是 证 明 G 中 的 任意 Berge 图 均 是 完美 的 .如果 奇 环 及 其 
补 图 是 遗传 图 类 G 中 仅 有 的 户 -临界 图 ， 则 G 满足 SPGC. 

SPGC 在 下 列 几 类 图 中 均 成 立 : 可 平面 图 (Tucker[1973])、 环 面 图 (Grinstead[1981])、 满 足 
ACG) <6 的 图 (Grinstead[1978]) 或 满足 (6) «3 的 图 CTuckerL1977])， 以 及 各 种 通过 禁止 某 些 较 小 
诱导 子 图 来 定义 的 图 类 (Meyniel[1976]，Tucker[1977]，Parthasarathy -Ravindra[ 1976, 1979], 
Chvatal-Sbihil 1988], Olariu[ 1989], Sun[1991]). 我 们 考虑 三 个 图 类 . 

8.1.47 定义 圆 弧 力 是 某 个 国 的 一 个 国 弧 集合 对 应 的 交 图 .一 个 环 图 是 某 个 园 的 一 个 弦 集 合 
对 应 的 交 图 ,无 爪 图 (参见 定义 1. 3. 22) 是 一 个 不 以 氏 1.3 为 诱导 子 图 的 图 

每 个 环 欠 是 环 图 也 是 圆 弧 图 ， 但 是 二 者 中 任何 一 个 类 均 不 包含 另外 一 个 类 (习题 47). 

在 图 类 G 中 证 明 SPGC 的 一 种 方法 是 证 明 G 中 的 任意 可 分 图 均 属于 另外 一 个 图 类 互 ， 而 在 H 
中 SPGC 是 成 立 的 . 在 这 种 证 明 方法 中 ， 我 们 常用 {C# } 类 来 扮演 且 这 个 角色 

8.1.48 定理 (Chvatal[1976]) SPGC 在 环 的 紧 中 是 成 立 的 .特别 地 ， 图 Cà E 户 临 界 的 当 且 
仅 当 w=? 或 4 二 2， 这 时 CH 是 一 个 奇 洞 或 者 是 一 个 反 洞 
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证 明 只 需 考 虑 可 分 图 G=C% #1. 当 a=2 或 zw=2 时 ， 它 是 大 临界 的 ， 故 可 以 假设 <，w2. 
Blw, s vwd EA DUR. IFS So {vwt vite : 0<i<a—1). 子 图 GLS] 是 一 个 环 ， 因 为 
S 中 前 后 相继 的 两 个 顶点 的 下 标 值 相差 1 或 ww 一 1( 除 了 vn 和 wi 相差 2)， 不 是 前 后 相继 的 两 个 项 点 
的 下 标 值 最 少 相 差 w 为 了 找 出 诱导 真子 图 Cai, RANE S 中 用 {vea-Dwiz，w，vu-1} 代 替 
{Ua -Dwtl1， Vas Vis vul. 我 们 断言 ，G 不 是 户 -临界 的 . n 

8.1.49 定理 (Tucker[1975]) SPGC Æ BIA B P EA à 86. 

证 明 M—F. NCo]AUR v AY PAB N GO U (o) GE 363. 1.29). 如 果 G 是 可 分 的 而 zx，y 是 
其 中 两 个 不 同 的 顶点 ， 我 们 断言 NLx] 生 NLy]. 考虑 6(G 一 y) 中 包含 + 的 团 Q; RNA QC NL]. 
如 果 NIEBA NCz]， 则 QU 是 大 小 为 w(G) 十 1 的 团 . 

现在 ， 如 果 人 是 可 分 的 圆 弧 图 ， 则 只 需 证 明 G= CI 7. WX SPGC 对 环 的 智成 立 (定理 
8.1.48). 考虑 该 图 的 圆 弧 表示 ,假设 这 种 表示 方法 将 rEV 表示 为 圆 弧 A;. 由 于 NUORA 
NOx] RUM A, 不 会 位 于 该 表示 中 的 另 一 段 圆 弧 A、 A. 如果 任意 一 条 圆 弧 均 不 包含 男 一 条 贺 
IM. WG A, 相交 的 任意 一 条 圆 弧 至 少 包 含 了 AL 的 一 个 端点 . 由 于 包含 某 点 的 所 有 圆 弧 对 应 的 顶 
点 诱导 出 一 个 团 ， 因 而 包含 A; 的 每 个 端点 的 圆 弧 至 多 还 有 w 一 1 条 ; 因为 定理 8. 1. 42 要 求 AOS 
2w 一 2， 央 此 等 号 成 立 并 且 其 他 任意 一 条 圆 弧 不 可 能 同时 包含 A: 的 两 个 端点 ). 

任意 给 定 圆 上 的 一 个 点 p， 今 vi 表示 从 p 开始 沿 圆 的 顺 时 针 方向 移动 迪 到 的 第 i 条 圆 弧 对 应 的 
项 点. 由 于 每 条 圆 弧 在 其 任意 一 个 端点 上 恰好 与 另外 w 一 1 条 阅 弧 相交 ， 故 每 个 vi BA vias oe 
vitw i OMAI n BOBO 4B - 所 以 ，( t; a 

SPGC 在 无 爪 图 中 是 成 立 的 ， 但 是 这 个 结论 的 原始 证 明 却 异常 复杂 (Parthasarathy -Ravindra 
[1976]). 对 p- 临 界 图 进行 深入 研究 既 可 以 简化 这 个 证 明 也 可 以 简化 下 一 个 定理 的 证 明 ; 这里， 我 
们 采用 此 方法 . 

8. 1. 50 定理 (Giles-Trotter-Tucker[1984]) 如 果 可 分 图 G 中 有 一 个 环 是 由 一 些 临界 边 构成 的 ， 
则 删除 不 属于 任意 最 大 团 的 所 有 边 之 后 得 到 的 于 图 G 是 C% |. 

证 明 (Hartman[1995]) 假设 G 是 w，w- 可 分 的 .删除 边 不 会 影响 任何 稳定 集 的 稳定 性 ， 删 除 
不 在 任意 最 大 财 中 的 边 也 不 会 破坏 任何 最 大 团 . 所 以 由 G 一 zx 的 着 色 方案 和 团 覆盖 可 以 得 到 X(G 一 
2) <w BOG! r) <a Hie <(G)>a(G) 是 否 成 立 ). 根据 定理 8. 1. 35，G 也 是 ，w- 可 分 图 . 同 
时 ， 对 不 同 的 讨论 G-r 的 闭 覆盖 ,可 以 看 到 G 是 连通 的 

下 面 ， 我 们 证 明 ， 如 果 G 有 一 条 w“，z- 路 径 是 由 大 条 临界 边 构成 的 ， 则 u 和 wv 至 少 属于 w 一 人 个 
公共 的 最 大 团 . 我 们 在 k 上 用 归纳 法 ， 定 理 8. 1. 44 表明 了 基本 步骤 . 对 >1 的 情况 ， 如 果 y 是 这 
样 一 条 路 径 上 位 于 v 之 前 的 那个 顶点 ， 则 归纳 假设 将 和 y KET wkt 个 公共 的 最 大 财 中 .由 
于 y 恰 属于 w MRA CERES. 1. 39) 且 其 中 的 w 一 1 个 包含 了 (定理 8. 1. 44)， 则 时 包含 “和 > 的 
这 w 一 上 + 1 个 最 大 闭 中 最 多 只 有 一 个 不 包含 w 

设 C 是 G 中 由 车 十 条 临界 边 构 成 的 一 个 环 . 临界 边 均 属于 某 些 最 大 团 ， 所 以 C BE Gr. dn 
前 面 所 证 ，CG 中 构成 一 条 路 径 的 w 个 顶点 将 诱导 出 G' 的 一 个 最 大 团 . WR C 的 长 度 超 过 了 w， 这 就 
得 到 了 包含 C 上 给 定 顶 点 x Ho 个 前 后 相继 的 最 大 团 . 由 定理 8. 1. 39 可 知 ， 这 就 是 G 中 包含 x 的 
所 有 最 大 财 ， 因 而 它们 包含 了 G' 中 与 2 关联 的 所 有 边 . 因此 ，C 是 G' 的 一 个 连通 分 量 ， 但 G' 是 连 
通 的 ， 故 C 包 含 了 G' 的 所 有 顶点 . 这 说 明 G REC. 

如 果 C 的 长 度 最 多 是 w， 则 VCC) 本 身 就 是 一 个 团 . 如 果 zxEV(C)， 则 C 一 x 的 顶点 分 别 位 于 着 
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色 X(CG 一 z)( 其 定义 在 定理 8. 1. 39 中 ) 的 不 同 稳定 集中 . 令 ro，…， rt 是 将 C 的 顶点 依次 列 出 来 得 
到 的 序列 . 今 Si, ，…，S 是 G 一 V(C) 中 的 稳定 集 ， 它 们 满足 SU {xi)EX(G 一 xo). 因为 zizi+1 是 
一 条 临界 边 ，zi 和 zi+1 属 于 w 一 1 个 公共 的 最 大 团 中 (定理 8.1.44); 进而 由 定理 8. 1. 41 可 知 ， 着 
色 X(G 一 Zi) 和 XX(G 一 7i+1) 有 w 一 1 个 公共 的 稳定 集 ， 其 余 稳定 集 的 区 别 仅 仅 在 于 是 包含 x; 还 是 包 
A rii 因此 ，X(G 一 z1) 包 含 S: Ula kt i 宇 2 成立， 并且 它 还 包含 Si U irot. 

沿 着 C 上 的 边 继 续 行进 并 不 断 进行 上 面 这 种 替换 ,我 们 发 现 ，X(G 一 zt) 包 含 SUC aX 
l)e Mp. 青 行进 一 步 回 到 o, RER: XG- WA SU lri aI Kik RE 
还 包含 SiU Gnd. WP RS? H az2. 这些 集合 与 X(G 一 0) 中 最 初 包含 的 集合 不 同 . H FXG- 20) 
的 着 色 方案 是 叭 一 的 ， 因 此 这 即 得 到 一 个 矛盾 ， 因 而 CO) Lo 这 种 情况 根本 不 会 出 现 . a 

8.1.51 定理 (Chvital[1976]) wR GE p- 6E JE SLBIR G 中 不 属于 任何 最 大 团 的 边 之 后 得 
到 的 生成 子 图 (; 是 环 的 署 C%， 则 G 是 一 个 奇 洞 或 者 是 一 个 奇 反 洞 (进而 GHC’). 

证 明 ”pp- 临 界 图 均 是 可 分 的 .G 中 的 稳定 集 和 最 大 团 也 是 G 中 的 稳定 集 和 由 定理 8. 1. 35， 
我 们 表 次 知道 ，G' 是 可 分 的 且 a(G)=a(G)=a Wl (G)  9(G) 三 ww 均 成 立 . AE, G =C. 我 
们 对 顶点 适当 编号 可 以 使 得 G (和 G) 的 最 大 团 包 含 ww 个 前 后 相继 的 顶点 (这 里 ， 前 后 相继 要 以 循环 
顺序 来 理解 )， 而 最 大 稳定 集 均 形 如 {vi+ jw: VS ja) (顶点 的 编号 均 要 对 aw 十 1 取 模 )， 特别 地 ， 由 
中 的 一 个 信 数 分 离 出 来 的 顶点 vo，…，vns 在 G' 和 G 中 均 是 互 不 相 邻 的 . 

如 果 G =G, WEM 8. 1.48 表明 G 是 一 个 奇 洞 或 者 是 一 个 奇 反 洞 .如果 GAG, Wa w>2, 
否则 删除 一 条 边 将 会 使 最 大 稳定 集 的 数量 增 大 ,或 者 会 使 最 大 团 的 数量 减 小 . 

对 于 a，w 宇 3， 我 们 给 出 G 的 一 个 非 完 美的 诱导 真子 图 HC(G 中 由 定理 8. 1. 48 得 出 的 诱导 奇 环 
可 能 在 GG 中 存在 弦 ). 令 S= (ues Vi» tw wt) U Coi: 2«ia- 1). JE To {we butis 
Was Up |) Unus 2 iw 1). 集合 S 和 的 大 小 分 别 为 e+2 和 w+2 IFAM ay w>3 时 这 两 
个 集合 恰 有 5 个 公共 顶点 tu pes aes Me Uu ez). 进而 ,5 与 G (因而 也 与 6G) 的 任意 最 大 
团 相交 ,而 了 与 以 ( 因 而 也 与 的 任意 最 大 稳定 集 相交 (习题 49). $ 有 H=G 一 (SUT)， 这 就 得 到 
aCH) —a—1 和 w( H) = w~ 1. 现在 ， 非 完美 性 可 以 由 下 式 得 出 : 

nCH) > n(G) — (a+ w 4 —5) 二 (aa 一 DCw 一 1 a 

8. 1. 52 推论 (Giles-Trotter-Tucker[1984]) ”如 果 避 是 p- 临 界 图 并 且 对 于 每 个 UEV(G)， 则 最 
小 着 色 X(G 一 b)( 至 少 ) 有 两 个 集合 ， 其 中 每 一 个 集合 恰好 包含 的 一 个 相 邻 顶点 ， 则 G 是 一 个 奇 润 
或 者 是 一 个 奇 反 洞 . 

证 明 如 果 X(G 一 妆 中 的 某 个 集合 恰 有 的 一 个 相 邻 顶点 x， 则 边 wv 是 临界 的 . 所以， 假设 条 
件 表明 ， 由 所 有 临界 边 构成 的 子 图 的 最 小 度 为 2， 从 而 包含 了 一 个 环 . 由 定理 8. 1. 50 可 知 ， 将 不 属 
于 任何 最 大 团 的 边 删除 之 后 得 到 的 子 图 G 是 C%- ^. 由 定理 8.1. 51 可 知 ， G 是 一 个 奇 洞 或 者 是 一 个 
奇 反 洞 . Ë 

8. 1. 53 推论 (Parthasarathy-Ravindra[1976]) SPGC 在 Ki.3- 无 关 的 图 中 是 成 立 的 

证 明 (Giles-Trotter-Tucker[1984]) 设 G 是 Ki.3- 无 关 的 一 个 -临界 图 . 对 于 任意 vEV(C)， 
N(w) 诱 导 得 到 一 个 完美 子 图 使 其 没有 大 小 为 3 的 稳定 集 . 这 意味 着 Nu) 可 以 由 两 个 团 覆盖 ， 进 而 
说 明 dv) <20G) —2. 在 XCG— fl w(G) 个 稳定 集中 ,任何 一 个 均 包含 的 一 个 相 邻 顶点 ， 否 则 
将 v 添 加 进去 将 得 到 一 个 更 大 的 稳定 集 . 由 于 do) 2000 —2, 这 些 集合 中 至 少 有 两 个 恰好 包含 人 


fy PHSB DLL. 因此 ，G 满 足 引 理 8. 1. 52 的 假设 条 件 ， 于 是 G 是 一 个 奇 润 或 者 是 一 个 奇 反 洞 
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引 理 8. 1. 53 还 可 以 得 出 : SPGC 在 环 图 中 是 成 立 的 (习题 50). SPGC 是 否 在 一 般 的 图 中 也 成 立 
仍然 在 讨论 中 ， 但 是 有 一 个 介 于 SPGC 和 PCT 之 间 的 结论 是 已 知 的 (这 个 结论 可 以 立刻 由 SPGC Sj 
出 ， 并 且 立 刻 导 出 -PGT). Chvátal 曾 猜想 : 如 果 G 和 已 有 同样 的 顶点 集 并 且 诱 导出 P 的 所 有 顶点 
四 元 组 均 相同 ， 则 G 是 完美 的 当 且 仅 当 H 是 完美 的 . Reed[1987] 证 明了 上 述 猪 想 ， 人 们 将 它 称 为 
“ 半 - 强 完美 图 定理 ” 
习题 
(一 ) 在 奇 环 Cat+1 的 补 图 中 计算 XCG) 和 wG). 

(一 ) 找 出 满足 X(G) 二 w(G) 的 最 小 非 完 全 图 G. 

8.1.3 (1)Ps -无 关 的 图 也 称 作 余 图 ， 它 表示 “ 补 图 可 约 ”. 一 个 图 是 补 图 可 约 的 ， 如 果 不 断 地 对 它 
的 各 个 连通 分 量 取 补 可 以 将 它 归 约 为 一 个 空 图 . 
a) 证 明 : 图 G 是 Ps -无 关 的 当 且 仅 当 它 是 补 图 可 约 的 . 
b) 利 用 (a) 和 完美 图 定理 证 明 : 任意 Pt -无 关 的 图 均 是 完美 的 . (Seinsche[1974]) 

8.14 HAE. 假设 G=G1 UG, 其 中 GG: 是 一 个 团 并 且 G; 和 Gz 均 是 完美 的 . 不 使 用 星 
形 -市 集 引 理 ， 证明， G 是 完美 的 . 

8.1.5 找 出 一 个 有 星 形 - 割 集 的 非 完美 图 G， 使 得 G 中 所 有 C- 辩 均 是 完美 图 ( 注 ， 这 样 的 话 ， 所 有 
星 形 - 割 集 的 完美 性 并 不 能 保证 图 的 完美 性 ， 尽 管 任意 -临界 图 都 没有 星 形 - 割 集 ). 

8.1.6 令 G 是 若干 个 完全 图 的 笛 卡 儿 积 ， 证 明 a(G)=0(G). 证 明 Kz 口 K 口 Ks 不 是 完美 图 , 

8.1.7 WE: Cs V Ki 是 唯一 一 个 具有 6 个 顶点 的 颜色 -临界 4- 色 图 . 

8.1.8 (十 ) 证 明 ，G 是 一 个 奇 环 当 且 仅 当 a(G)==(n(G) 一 1)/2 HI a G— u— v) = aC It FIER u» 
vEV(G) 成 立 . (Melnikov-Vizing[1971]，Greenweli[1978]) 

8.1.9 Bury cs os 是 图 G 的 一 个 单纯 删除 顺序 ， 并 令 Q(u) 一 {uweEe NGu): jS D. 注意， 根据 
单纯 删除 顺序 将 w 删除 时 ，vi 的 相 邻 顶点 构成 的 团 恰 好 是 QCvi). 令 5 二 {yy ，…，yt} 是 根 
据 贪心 策略 从 序列 v wn 中 选取 的 稳定 集 ， 也 就 是 说 ，y = w ， 然 后 在 序列 中 删除 
NOD ;重复 上 述 过 程 ， 每 一 步 都 将 剩 下 的 标号 最 小 的 顶点 添加 到 稳定 集中 并 删除 Q(x) 
中 的 其 他 项 点 . 
a) 证 明 : 将 贪心 着 色 算法 应 用 到 单纯 构造 顺序 v，,… ,vi 上 将 得 到 一 个 最 优 着 色 上 且 w(C) = 14 

max >) | Q(x) |. (Fulkerson-Gross[1965]) 


go go 
ices 


Par 


b) 证 明 : S 是 一 个 最 大 稳定 集 ， 并 且 集 合 {y ) UQC ) 构 成 一 个 最 小 团 柳 盖 . (Gavrill 1972 }) 
8.1.10 在 MCS 算法 中 添加 一 个 测试 步骤 以 检验 最 后 得 到 的 顶点 顺序 是 不 是 单纯 删除 顺序 ， 
(Tarjan-Yannakakis[1984]) 

不 使 用 单纯 删除 顺序 ， 直 接 证 明 : 树 的 一 族 子 树 对 应 的 交 图 没有 无 弦 环 . 

(一 ) 证 明 : 每 个 图 均 是 某 个 图 的 一 族 子 树 对 应 的 交 图 . 

证 明 ， 任意 弦 图 均 可 以 找到 一 棵 最 大 度 为 3 的 树 ， 使 得 该 弦 图 可 以 表示 成 这 棵 树 的 一 些 子 

树 的 交 图 . 

8.1.14 今 Q 是 连通 弦 图 G 的 一 个 最 大 团 . 对 任意 xEV(G)， 证 明 Q 有 两 个 点 ， 它 们 到 z 的 距离 
是 不 同 的 . (Voloshin[1982]) 

8.1.15 图 的 子 树 的 交 图 . 图 的 一 个 挛 生 定向 是 一 个 定向 ， 其 中 有 公共 后 继 的 顶点 均 是 相 邻 的 - 


"mo 
ane 
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-16 


+19 
.20 


,21 


.22 


23 


.24 
.25 


a)( 一 ) 证 明 : 一 个 图 是 弦 图 当 且 仅 当 它 有 一 个 挛 生 定向 . 

b)( 一 ) 找 出 一 个 没有 挛 生 定向 的 图 . 

c) 图 的 一 个 子 树 族 是 有 根 的 ， 如 果 所 有 的 子 树 均 可 以 指定 一 个 根 顶 点 使 得 两 棵 子 树 相交 当 
且 仅 当 两 个 根 顶 点 中 至 少 有 一 个 顶点 同时 属于 这 两 个 子 树 . 证 明 : G 有 李 生 定向 当 且 仅 
当 G 是 某 个 图 的 一 个 有 根子 树 族 的 交 图 . (Gavril-Urrutia[ 1994]) 

(DER: 简单 图 G 是 一 个 森林 当 且 仅 当 巾 G 中 两 两 相交 的 路 径 构成 的 任意 集 族 均 有 一 个 

公共 顶点 (提示 : 对 于 充分 性 ， 对 集 族 中 的 路 径 数 作 归 纳 ). 

(1) 用 禁用 子 图 刻画 分 裂 图 的 子 图 的 特征 .如果 一 个 图 的 所 有 项 点 可 以 划分 成 一 个 团 和 一 

个 稳定 集 ， 则 称 该 图 是 一 个 分 裂 图 . 

DER: 如果 G 是 一 个 分 裂 图 ， 则 G AG HRA. 由 此 得 出 如 下 结果 : M GAG 都 
EKR, W G 没 有 诱导 子 图 位 于 {Cs ,2K2， Cum. 

b) 证 明 ， 如果 图 G 没 有 位 于 (Cs ，2K2，Cs } 中 的 诱导 子 图 ， 则 G 是 分 错 图 . GER: 在 大 
小 达到 最 大 值 的 团 中 ， 令 Q 是 使 得 G 一 Q 的 边 数 达到 最 小 值 的 一 个 团 . 利用 对 Q 的 选择 
方法 和 禁用 图 条 件 ， 证 明 : G—Q 是 一 个 稳定 集 ). (Hammer-Simeone[1981]) 

令 dy > > dy 是 简单 图 G 的 度 序列 ,m 是 满足 di k— 1 的 最 大 k 值 . 证 明 :G 是 分 裂 图 当 

HAND) di = mlm 一 1) + >) di( 注 : 同 习题 3. 3. 28 比较 ). (Hammer-Simeone[1981]) 

(一 ) 确 定 哪些 树 是 分 裂 图 ， 构 造 有 相同 度 序列 的 两 个 不 同 构 的 分 列 图 . 

在 k& 团 中 进行 0 次 或 多 次 如 下 操作 之 后 得 到 的 图 称 为 &- 树 ; 每 次 添加 一 个 新 顶点 使 得 新 添 

加 的 项 图 中 的 一 个 有 - 团 邻 接 . 证 明 : G 是 一 个 k- 树 当 且 仅 当 G 满足 下 面 的 条 件 : 

1)G 是 连通 的 . 

2)G 有 A- 团 但 没有 k 十 2- 团 . 

3)G 的 任意 极 小 分 离子 均 是 一 个 k- 团 . 


k+l 
BG Bs MARA, SEAR APMED EC2 WA. 证 明 : Con (^, ). B8 


号 成 立 当 目 仅 当 G 是 人 - 树 . 
(十 ) 以 如 下 方式 推广 定理 2. 2. 3(Cayley 公式 )， 即 证 明 : 顶点 集 为 [四 的 人 sai (2) 


Lk ELI CHR CBGRS HEURE Prafer 编码 推广 ， 使 之 生成 一 个 有 一 1 个 元 素 
的 序列 但 不 出 除根 。 在 &- 树 中 ， 愉 属于 一 个 +1- 团 的 顶点 是 叶子 。 一 个 人 树 可 以 用 任何 
4 团 作 为 根来 得 到 。 在 有 因 定 根 的 大 树 中 ， 我 们 生成 的 序列 有 若干 0 符号 和 一 些 序 对 证 ， 
JU OA SER GG MAMA m m EE RD. (Greene Tba[1975]， 其 他 证 明 方法 出 
现在 Beineke-Pippert[ 1969], Moon[ 1969 1f) 

BRC WR or ER E CREA") (T oo tA i BE. 
等 号 (对 所 有 同时) 成 立 当 且 仅 当 G 是 一 个 "一 1- 树 ， 

实数 轴 的 Helly 性 质 . 设 五 , …，f 是 两 两 相交 的 实 区 间 . 证 明 : he eo I 有 公共 点 . 
直接 证 明 ， 一 樟树 是 一 个 区 间 图 当 且 仅 当 它 是 毛虫 形 ( 即 一 棵 树 ， 其 中 有 一 条 路 从 包含 了 
所 有 边 的 至 少 一 个 端点 )。 
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.30 


.36 


(1) 设 G 是 区 间 图 . EH: G 是 相 容 图 且 G 是 弦 图 (提示 : 构造 一 个 单纯 删除 顺序 ). 

证 明 : 图 G 有 一 个 区 间 表 示 当 且 仅 当 G 的 团 -顶点 关联 矩阵 具有 连续 1 性 质 . 

证 明 : G 是 区 间 图 当 且 仅 当 G 的 顶点 可 以 排序 为 v1 ，…，w 使 得 ww 蕴涵 wv)**v 对 任 
Aij HDREGL. 

图 中 的 一 个 星 状 三 元 组 是 由 顶点 构成 的 一 个 三 元 组 +、y、z， 其 中 任意 两 个 顶点 之 间 均 有 
一 条 路 径 避 开 了 第 三 个 顶点 的 邻 域 . 证 明 : 线 图 中 不 会 出 现 星 状 三 Gk: 线 图 恰好 是 
WAT HAR = FCA KPA). (Lekkerkerker-Boland[1962]) 


z x 


A, A 


一 天 ， 有 6 位 教授 到 图 书馆 阅览 : 恰好 在 这 一 天 ， 一 本 珍贵 的 书 被 盗 了 . 这 6 人 中 每 个 人 
进入 图 书馆 一 次 ， 呆 了 一 段 时 间 ， 然 后 离开 . 只 要 他 们 中 的 两 人 同时 在 图 书馆 中 ， 则 其 中 
至 少 有 一 人 看 见 了 另外 一 人 . 侦探 审问 这 些 教授 ， 搜 集 到 了 下 面 的 证 词 : 


教授 声明 看 见 的 人 
Abe Burt, Eddie 

Burt Abe, Ida 
Charlotte Desmond, Ida 
Desmond Abe, Ida 

Eddie Burt, Charlotte 
Ida Charlotte, Eddie 


dex RAE LE R” LA BE BE BE 9 BEA A AA ST ABBA RUE 

通过 撒谎 去 陷害 其 他 嫌疑 人 . AT AR A T it. de Je EM? CGolumbic! 1980, 

p20]) 

(证明 ，G 是 一 个 单位 区 间 图 (可 以 用 同样 长 度 的 区 间 来 表示 ) 当 且 仅 当 A(G) +1 有 连续 

1 性 质 . CRoberts( 1968) 

(+) 证 明 : 是 真 区 间 图 (可 以 用 区 间 给 出 一 个 表示 使 得 没有 一 个 区 间 真 包含 另 一 个 区 间 ) 

当 且 仅 当 G 的 团 -顶点 相关 矩阵 的 行 和 列 均 有 连续 1 性 质 . (Fishburn[1985]) 

(一 ) 让 明 : 任意 Ps -无 关 的 图 是 Meyniel 图 . 

DEH: 任意 弦 图 均 是 o- 三 角 剖 分 

在 没有 长 度 大 于 等 于 5 的 诱导 奇 环 的 一 个 图 中 ，C 是 一 个 奇 环 . WEH: V(C) 有 三 个 两 两 相 

邻 的 顶点 使 得 C 中 连接 它们 的 路 径 都 具有 奇数 长 度 - 

(+) 证 明 下 面 的 条 件 等 价 : 

A) 长 度 至 少 为 5 的 任意 奇 环 有 一 对 相交 的 弦 . 

B) 对 任意 顶点 对 r, VEVO), HARK x，y- 路 径 要 么 全 其 有 奇数 长 度 ， 要 人 么 全 具有 代 
数 长 度 . 
(提示 : 对 于 ASB. 在 长 度 的 奇偶 性 相反 的 zx，y- 路 径 对 中 ， 考 虑 长 度 之 和 最 小 的 一 对 
路 径 Pi Po. )(Burlet-Uhry[1984]) 
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38 


.38 


EL 


.46 


.1.37 证明: 任意 完美 有 序 图 是 强 完美 的 (提示 : 利用 引 理 8. 1. 25). CChvátal 1984» 
a 


(1 证 明 : 下 面 的 图 是 强 完美 的 但 不 是 完美 有 序 的 . 


— 


(一 ) 证 明 : El Ac MIS PSE: Meyniel 图 但 不 是 完美 有 序 图 .证明 图 Ps 是 完美 有 序 图 但 不 
是 Meynie| 图 . 

CD RE 

ADE, ERRARE. 

DEM: FARS 3 LE A BR JE - 


LIT 
(一 )G 的 偏 斜 划分 是 把 V(C) 划 分 成 两 个 非 空 集 合 X，Y， 使 得 GLX] 不 连通 且 GLY) Ait 
通 . Chvátal[ 1985b] WE fI 48 ;. 任意 最 小 非 完美 图 都 没有 偏 斜 划分 . E A X EAD TCR TUE 
6-04 5 | ROT FL LB fe SPGC 中 . 
iE WH, £j 8.1.37 中 的 10- 顶 点 图 是 3，3- 可 分 的 . CChvátal-Graham-Perold- Whitesides 
[1979]) 
(一 ) 令 工 和 vw 是 可 分 图 G 的 顶点 . 证 明 : QUE zu， 则 包含 工 的 任意 最 大 团 均 由 如 下 方 
式 构成 ， 先 对 包含 的 所 有 团 求 配偶 ， 这 些 配 偶 均 是 稳定 集 ， 肯 从 这 些 稳定 集中 各 取 一 个 
顶点 . M re*v 时 ， 给 出 上 述 命题 的 补 命题 . (Buckingham-Golumbic[1983]) 
(十 ) 证 明 ， 任意 p- 临 界 图 均 没 有 反 挛 生 顶 点 对 ( 反 挛 生 顶 点 对 指 的 是 一 对 顶点 ， 这 两 个 顶 
点 之 外 的 其 他 项 点 均 恰 好 与 这 两 个 顶点 之 一 相 邻 )( 提 示 : 给 定 一 个 有 反 挛 生 顶 点 对 {， 
vith p- 临 界 图 G， 令 S 为 G 一 z 的 唯一 最 优 着 色 中 包含 y》 HREM. 子 图 G 一 + 一 S 是 可 
w 一 1- 着 色 的 ， 在 其 顶点 中 找 出 一 个 位 于 N(zx) 中 的 w 一 1- 团 使 得 这 个 团 不 包含 N(y) 中 的 
顶点 . 类 似 地 ， 在 N(y) 中 找 出 一 个 稳定 集 使 得 它 不 包含 N(z) 中 的 项 点. 现在， 构造 一 个 
诱导 5 - 环 ) (注意 ; 例 8. 1. 37 中 的 可 分 图 有 反 李 生 顶 点 对 ). (Olariu[1988]) 
如 果 任 意 -条 无 弦 +，y- 路 径 的 长 度 ( 边 的 条 数 ) 均 为 偶数 ， 则 称 顶点 z+，y 构成 一 个 偶 对 . 
李 生 顶点 对 (具有 相同 邻 域 的 一 对 非 相 邻 项 点 ) 是 一 种 特殊 情况 . 
a) (A Si, So 是 可 分 图 G 的 最 大 稳定 集 . 证 明 : G 中 由 S; 和 S, 的 对 称 差 诱导 的 子 图 是 
连通 的 . (Bland-Huang-Trotter( 1979]) 
b) 利 用 a, 证明: 任意 p- 临 界 图 没有 偶 对 ( 注 : 因此 任意 -临界 图 没有 李 生 顶点 对 ， 这 就 
青 次 证 明了 顶点 复制 保持 完美 性 ). (Meyniel[1987]，Bertschi-Reed[1988]) 
设 G 为 可 分 图 , S Si, $E G 一 z 的 最 优 着 色 中 的 稳定 集 . 利用 前 一 个 问题 中 的 a, 证 
明 : G 中 由 SiU SsU1{z) 诱 导 的 子 图 是 2 连通 的 . (Buckingham -Golumbic[ 1983 |) 


[47] 


(348) 
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8.1.47 WEH: 下 面 有 一 个 图 是 环 图 但 不 是 圆 弧 图 ， 而 另 一 个 图 是 圆 弧 图 但 不 是 环 图 . 


a 


8.1.48. (DÆ Ki,s 中 添加 一 条 边 得 到 的 仍 是 一 个 4- 顶点 图 ， 将 它 记 为 Ki,s 十 e. 用 Meyniel 图 的 完 
美 性 证 明 ，Ki.3 十 e- 无 关 的 图 满足 SPGC. (Meyniel[1976]) 

8.1.49 BG=Chetis So {ves vi» vus metz} U {vietl: 2XiXa—1), T={w wti» Vaw 
vis vul U (vss: Liw 1). 证 明 : S 55 G 的 任意 最 大 团 相交 而 了 与 G 的 任意 最 大 稳 
定 集 相交 (Chvital[1976]). 

8.1.50 (1) 环 图 的 SPGC. (Buckingham-Golumbic[1983]) 
a) 利 用 引 理 8. 1.28. 证明: 如 果 是 可 分 图 G 的 项 点， 则 G 一 N[z] 是 连通 的 ， 其 中 NLx]= 

N(x) Uta}. 

b) 利 用 (a) 证 明 : 可 分 环 图 是 Kiss XXII . 
o) fi C 和 推论 8. 1. 53 得 出 结论 : SPGC REAPS RRA - 


8.2 WE 


图 论 中 的 很 多 结果 在 拟 阵 理论 中 得 到 了 扩展 或 简化 . 这 些 结果 包括 最 小 生成 树 的 贪心 算法 ， 二 
部 图 中 最 大 匹配 和 最 小 荐 盖 之 间 的 强 对 偶 关 系 以 及 平面 图 与 其 对 偶 之 间 的 几何 对 偶 关 系 - 

拟 阵 出 现 于 很 多 内 容 中 ,但 其 丰富 的 组 合 结构 性 质 却 是 很 特殊 的 情况 . 如 果 图 论 中 的 结果 被 推 
广 到 拟 阵 中 ， 则 它 往往 也 可 以 在 其 他 特殊 情况 中 得 到 解释 . 关于 图 的 几 个 较 难 的 定理 均 可 以 利用 拟 
阵 找到 简单 的 证 明 . 

Whitey[1935] 引 入 拟 阵 来 研究 图 的 平面 性 和 代数 性 质 ，MacLane[1936] 用 它 来 研究 几何 格 ， 
van der Waerden[1937] 用 它 来 研究 向 基 空 间 的 独立 性 . 拟 阵 的 绝 大 部 分 研究 都 集中 在 这 几 个 方面 . 
这 里 ， 我 们 重点 研究 拟 阵 在 图 中 的 应 用 . 
遗传 系统 和 示例 

在 数学 中 ,我 们 经 常 研究 避 亿 六 后 冲 突 的 集合 ;通常 我 们 称 这 种 性 质 为 “独立 性 这 个 概念 的 
内 涵 是 独立 集 的 子 集 仍 是 独立 的 ， 且 空 集 也 是 独立 的 . 

8.2.1 例 ( 由 边 构 成 的 无 环 集 ) BERG 的 边 集 . $ XSE 是 “独立 的 "， 如 打 它 不 包含 环 . 每 
个 独立 集 的 任意 子 集 仍 是 独立 的 ， 且 空 集 也 是 独立 的 . 环 均 是 极 小 的 非 独立 集 - 

考虑 风 第 形 Ke. CAS 条 边 . 由 于 这 个 图 的 生成 树 有 3 条 边 ， 边 数 大 于 3 的 任意 集合 均 不 
是 独立 的 . 同时 ， 由 其 中 三 角形 构成 的 集合 也 不 是 独立 的 . 这 样 ， 在 的 所 有 子 集中 ， 有 8 个 非 独 
立 集 和 24 个 独立 集 ， 其 中 有 3 个 极 小 非 独立 集 ( 即 环 ) 和 8 个 极 大 独立 集 ( 即 牛 成 树 ). a 

8.2.2 定义 一 个 遗传 族 或 者 一 个 理想 是 由 若干 个 集合 构成 一 个 集 族 正 ， 且 下 中 任意 集合 的 子 
集 也 属于 正 . 巨 上 的 一 个 遗传 系统 M 包含 由 的 若干 个 子 集 构 成 的 非 空 理想 Im 和 构造 该 理想 的 各 
种 方法 ， 这 些 构造 方法 称 为 M 的 要 素 . 

In 的 元 素 称 为 M 的 独立 集 . 巨 的 其 他 子 集 都 是 非 独立 的 (这 些 子 集 构成 集 族 ELLE 
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大 独立 集 ， 回 路 指 的 是 极 小 非 独立 集 ; By 和 Ca PHATE ES AT RR 

下 的 子 集 的 秩 指 的 是 其 中 独立 集 大 小 的 最 大 值 . 秩 函 数 rw 定义 为 r(X) 二 max{ | Y|: YCX， 
Yen. 

8.2.3 B Gi E RR) 将 超 立方 体 Qv f RET BU a lare cms a HE Xa li 
将 Qu imi CE AF ii 1 E H A DU B0 A AP HEIC b 08 4E KA . 

下 图 显示 了 遗传 系统 中 独立 集 、 基 、 各 路 和 非 独 立 集 之 间 的 关系 . 基 是 集 族 工 中 的 极 大 元 素 ， 
回路 是 不 属于 工 的 极 小 元 素 . 在 任意 遗传 系统 中 ， 包 属于 工 如 果 每 个 集合 均 是 独立 的 ， 则 不 存在 
回路 ， 但 必然 至 少 存在 一 个 基 . 

在 右 侧 给 出 的 例子 中 ， 独 立 集 是 由 图 中 的 3 条 边 构 成 的 无 环 边 集 . 仅 有 的 非 独立 集 是 {1，2} 和 
{1，2，3)}， 仅 有 的 回路 是 {1，2}， 基 是 {1，3} 和 {2，3}. 独立 集 的 秩 指 的 是 它 的 大 小 . 对 于 非 独 立 
集 ， 我 们 有 r({1，2))=1 Mrl, 2, 3)=2. 


二 1) 做 标记 , 


8.2.4 注 记 (遗传 系统 的 要 素 ) 遗传 系统 MI, Bm, Cm, rm 等 因素 中 的 任何 一 个 确定 ， 
因为 每 个 要 素 均 确定 了 其 他 要 素 . 我 们 已 经 用 In 表述 了 Bu, Cm, rm. 反之 ， 如 果 我 们 已 知 Bu， 
则 Im HAF Bo 的 各 个 元 素 中 集合 构成 ， 如 果 已 知 Cu. MIm 由 不 包含 Cw 中 任何 元 素 的 集合 构 
Ws 如 果 已 知 ru， 则 Iw 二 {XSEE: ru(X)= | XII. a 

遗传 系统 过 于 宽泛 ， 它 没有 很 好 的 性 质 . 我 们 将 注意 力 集中 在 有 另 一 个 性 质 的 遗传 系统 上 ， 这 
就 是 我 们 所 谓 的 拟 阵 . 我 们 可 以 将 Iw 上 的 任何 一 个 约束 翻译 为 遗传 系统 中 其 他 要 素 上 的 约束 ,由 
于 遗传 系统 可 以 由 很 多 要 素来 定义 ， 故 我 们 对 拟 阵 有 很 多 等 价 的 定义 ， 有 很 多 例子 表明 了 定义 拟 阵 
的 不 同 动机 ， 我 们 在 这 里 描述 拟 阵 的 几 个 性 质 ， 它 们 从 不 同 角度 刻画 了 拟 阵 . 然后 ， 我 们 将 证 明 这 
些 特征 刻画 是 等 价 的 ， 下 面 从 图 中 的 一 些 基本 例子 开始 . 

8.2.5 定 义 图 G 的 一 个 环 氢 阵 M(G) 是 E(G) 上 的 一 个 遗传 系统 ， 其 回路 是 G 中 的 环 . 一 个 遗 
传 系统 ， 如 果 它 是 某 个 图 G 的 环 拟 阵 M(G)， 则 称 之 为 可 图 解 拟 阵 . 

8.2.6 例 ( 环 拟 阵 的 基 ) 环 拟 阵 M(G) 的 基 是 G 中 极 大 森林 的 边 集 . 任意 极 大 森林 包含 每 个 连 
通 分 量 的 一 棵 最 小 生成 树 ， 因 此 所 有 极 大 森林 有 相同 的 边 数 . 考虑 满足 e€ Bi 一 Bz 的 基 Bi, BE 
B. 从 By 中 删除 e 将 使 得 B 的 某 个 连通 分 量 不 连通 ， 由 于 B: 包含 了 G 中 相应 连通 分 量 的 生成 树 ， 
某 条 边 Je Bs 一 Bi 可 以 添加 到 Bi—e 中， 使 得 该 连通 分 量 重新 称 为 连通 的 . 

对 于 遗传 系统 M， 基 可 交换 性 指 的 是 ， WME B, BoC Bw ， 则 对 任意 e€ Bi 一 Eo 均 存在 fE Be 一 
B, 使 得 Bl —e+ fE Bu. 拟 阵 就 是 满足 基 可 交换 性 的 遗传 系统 . a 

8.2.7 注 记 “在 讨论 拟 阵 的 时 候 ， 我 们 经 常 要 在 一 个 集合 中 将 某 个 元 素 包含 进来 或 者 将 某 个 元 
素 删除 . 为 对 称 和 简单 起 见 ， 我 们 用 符号 十 和 一 分 别 表示 U 和 一 ， 并 在 书写 单元 素 集合 时 将 括号 省 
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8.2.8 例 ( 环 拟 阵 的 秩 函 数 ) 设 G 是 一 个 n- 顶 点 图 . 对 于 XC EGO , > Gx 表示 边 集 为 X 的 G 
的 生成 子 图 . EMOH, X 的 一 个 独立 子 集 是 Gx 中 一 个 森林 的 边 集 . 如 果 Gx 有 上 个 连通 分 其， 
则 其 边 数 的 最 大 值 为 "一 上 因此 ，r(X) = 一 ”一 上 在 下 图 中 ,我 们 给 出 X( 粗 体 边 和 实 线 边 ) 中 的 一 个 
森林 Y( 粗 体 边 ). 


f ---E-X | 

如 果 CX +e) =rOO MH eC E- X MIL, Me 的 顶点 位 于 Gx 的 一 个 连通 分 量 中 ; 添加 。 不 会 

合并 任意 两 个 连通 分 量 . 如 果 我 们 增加 两 条 这 样 的 边 ， 则 仍 不 能 合并 任何 连通 分 量 . TOOL 
rX+e) =r X+ PMX) =r X+et p. 

对 已 上 的 一 个 遗传 系统 M，( 弱 ) 吸 收 性 是 指 : MR XCE He, JEE, Wr =r Xte)= 
r(X 十 门 荀 涵 r(X 十 e 二 万 =r(X). 拟 阵 是 满足 吸收 性 的 遗传 系统 (这 个 名 字 是 由 A. Kezdy 引入 的 )， 

图 可 能 有 了 产 和 重 边 .在 环 拟 阵 中 ， 轿 和 重 边 导致 了 大 小 为 1 和 2 的 回路 ， 我 们 在 遗传 系统 中 广 
泛 使 用 这 些 术 语 . 

8.2.9 定义 ”在 遗传 系统 中 ， 团 指 的 是 一 个 元 素 ， 它 形成 大 小 为 1 的 回路 ， 并行 元 素 指 的 是 两 
个 不 同 的 元 素 ， 它们 构成 一 个 大 小 为 2 的 回路 . 如 果 一 个 遗传 系统 没有 图 和 并 行 元 素 ， 则 称 它 是 简 
单 的 . 

8.2.10 定 义 向 量 空间 中 ， 向 量 集合 巨 的 向 量 氢 阵 是 一 个 遗传 系统 ， 其 独立 集 是 正中 线性 无 
关 的 向 量 集 . 可 以 用 上 述 方法 表达 的 拟 阵 称 为 线性 拟 阵 (或 者 可 表达 拟 阵 ).、 EE A 的 列 拟 阵 M(A) 
是 定义 在 其 所 有 列 上 的 向 量 答 阵 . 

8.2.11 例 (向 量 拟 阵 的 回路 ) 集合 巨 可 以 有 重复 的 向 量 ， 这 些 重复 的 向 量 将 成 为 拟 阵 中 的 并 
行 元 素 . PWR Vee, = 0( 其 中 ,系数 不 全 为 0) 的 极 小 集合 {zi，…，xztjSE， 极 小 性 要 求 
CAO 对 所 有 ci 成立. 

4 Cis Co 是 包含 的 两 个 不 同 回路 . 利用 C Co 中 顶点 的 线性 依赖 关系 ， 可 以 把 r 分 别 写 
做 C1 一 z 中 顶点 的 线性 组 合 和 Cs 一 x 中 顶点 的 线性 组 合 . 把 这 两 个 表达 式 用 等 号 连接 起 来 ， 可 以 看 
到 Ci UC: 一 的 非 独 立 性 . 因此 ，Ci UCz 一 中 含有 回路 . 

对 于 巨 上 的 遗传 系 统 M，( 弱 ) 消 除 性 质 指 的 是 ， REC, C 是 两 个 不 同 的 回路 并 且 re Ci 站 
Co, MEH Cu 的 另 一 个 成 员 含 于 CiUCz 一 z 中 . 拟 阵 是 满足 弱 消 除 性 的 遗传 系统 . 

对 于 下 面 的 矩阵 ， 其 列 拟 阵 也 是 环 拟 阵 MCK4 — 0. 


0001 ! 
01 101 a 

11000 
8.2.12 定 义 由 并 集 为 下 的 集合 Ai，…，Aw 诱导 的 横 截 氢 阵 是 已 上 的 一 个 传递 系统 ， 其 独 
SERRA ，…，Aw} 的 子 集 的 相 异 代表 系 .等 价 的 说 法 是 ， 令 G 是 一 个 下 ,[m] -二 部 图 ， 其 中 


eeei 当 且 仅 当 eEAi， 和 独立 集 是 被 G 的 匹配 温润 的 巨 ATR. 

8.2.13 例 ( 横 截 拟 阵 的 独立 集 ) 如 果 M，M' 是 G 中 的 匹配 且 | M | > [M | ， 则 对 称 差 
MAM' 包 含 一 条 M- 增 广 路 径 已 (定理 3.1. 10). 用 M' 几 P 取代 M 人 NP 即 得 到 一 个 大 小 为 | M | 十 1 
[Id MEA IBS 中 所 有 的 顶点 又 浸润 了 P LI 
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fk Ai, cns As 生成 的 横 截 拟 阵 中 ， 考 虑 独立 集 Ds To. 在 相应 的 二 部 图 中 ， 令 Mi ，Mz 分 别 
为 温润 Nh. h 的 匹配 (如 下 面 左 侧 的 图 所 示 ，M1 用 实 线 表示 ，M 用 虚线 表示 ). WRI de | > 
| D | SW fe M 中 添加 一 条 位 于 MAM 的 Mi - 增 广 路 径 之 后 得 到 另 一 个 匹配 ， 该 匹配 除 浸润 了 
Dh 之 外 还 浸润 了 一 个 元 素 e€ 12 一 了 1; RMP ET hO. 

对 于 巨 上 的 一 个 遗传 系统 ， 扩 展 性 指 的 是 : 对 于 满足 | (> lh | WAR, hel, FH 
«€ hi — 1) t$ h Ute €t 从 而 拟 阵 是 满足 扩展 性 的 遗传 系统 . 

下 面 右 侧 的 图 给 出 了 集 族 A 一 1{1，2)}，{2，3，4}，{4，5})} 的 横 截 拟 阵 ， 这 是 以 二 部 图 的 形 
式 给 出 的 ， 同 时 再 次 说 明 它 也 是 M( Ks 一 e). 


Ee VATAJ 
1 | 了 A Fi | 
lm] è Å 
(1.2) 12.3.4) (4.5) a 


“BB ARAL” A FE A SR AR BS PRE IM SNO LJ ME ELLE E 1 
相 异 代表 系 是 整个 集 族 的 一 个 部 分 模 截 . 对 于 UA; 上 横 截 拟 阵 ， 其 独立 集 是 {A! ，…，Am) 的 部 分 
BEAR. 这 些 部 分 模 截 构 成 拟 阵 ， 这 一 点 被 Edmonds，Fulkerson[1965] 和 Mirsky，Perfect[1967] 独 立 
RM, 后 者 把 结果 扩展 到 无 穷 集合 上 . 

任意 拟 阵 必然 满足 拟 阵 的 所 有 性 质 ,一旦 我 们 证 明 出 上 面 定义 的 性 质 在 遗传 系统 中 是 等 价 的 ， 
则 我 们 只 需 验 证 其 中 一 个 就 可 以 使 用 所 有 的 性 质 . 我 们 首先 验证 这 些 性 质 在 环 拟 阵 中 均 成 立 - 

8.2.14 例 ( 环 拟 阵 的 扩展 性 ) ”考虑 h, Do € Ino. 同 例 8.2.8 一 样 ，G1, 的 生成 子 图 中 有 
k=n— | h | 个 连通 分 基 ， 而 它 的 最 大 森林 有 一 A= | n | 条 边 . 因此 ， 森 林 To 有 某 条 边 使 得 其 端 
点 位 于 Gi, 的 两 个 连通 分 量 中 . 这 条 边 可 以 添加 到 D 中 形成 一 个 更 大 的 独立 集 . 故 扩展 性 成 立国 

8.2.15 例 ( 环 拟 阵 的 弱 消 除 性 ) M(G) 的 回路 是 G 中环 的 边 集 . 环 的 每 个 顶点 均 有 偶数 度 ， 如 
EC, CEC MARÉ CAC 也 在 每 个 顶点 上 有 偶数 度 . 如 果 Ci 天 Cs ， 这 即 表明 CAC 包含 
了 一 个 环 ( 见 命题 1. 2. 27). 这 一 结论 比 弱 消 除 性 还 强 ， 因 为 CACzSCIUC: 一 r 在 下 图 中 ,C1 和 
Co 是 面 的 边界 ， 它 们 共享 虚线 边 ， 且 长 度 均 为 9， CL AC; 是 两 个 不 相交 环 的 并 . 


对 于 横 截 拟 阵 ， 基 的 交换 性 类 似 于 扩展 性 ;习题 9 考虑 弱 消 除 性 . 对 于 线性 拟 阵 ， 直 接 校 验 扩 
展 性 或 基 的 交换 性 要 用 到 一 个 代数 结论 : 4 个 线性 无 关 的 向 量 不 能 同时 用 一 个 较 小 的 向 量 集 来 线性 
表示 . 作为 非 直接 的 方法 ， 可 以 利用 定理 8.2. 20. 由 于 弱 消 除 性 对 向 量 独立 集成 立 ， 因 此 线性 代数 
中 很 多 定理 均 可 以 由 定理 8.2.20 得 到 . 

8.2.16 注 记 (对 符号 的 约定 ) 对 于 巨 的 子 集 族 用 黑体 字 T，B，C 表示 ， 这 样 可 以 用 IE 小 
BE B,CEC 来 表示 集 族 中 的 元 素 . 罗马 字母 1[、B、C、R 表示 定义 拟 阵 的 性 质 . RET es fr x 
yURE 中 的 元 素 ， HX. Y. FERE TS. a 


O 应 该 是 扩充 了 h. 译 者 注 
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任意 遗传 集 族 是 某 个 遗传 系统 的 一 个 独立 集 族 . 集 族 B 可 以 作为 一 个 遗传 系统 的 基 集 当 且 仅 当 


[3553] B 是 非 空 的 且 B 中 没有 元 素 包含 另 一 个 元 素 . 集 族 C 可 以 作为 一 个 遗传 系统 的 回路 集 当 且 仅 当 C 是 


非 空 的 且 C 中 没有 元 素 包含 另 一 个 元 素 . 

秩 函 数 的 特征 刻画 要 复杂 一 些 . 这 包含 两 个 性 质 (下 面 的 rl1，r2)， 这 两 个 性 质 是 我 们 所 需要 
的 ; 还 有 一 个 附加 的 技术 性 条 件 ， 即 lw 二 {XSSE: r(X) 二 | X1}， 这 个 条 件 确保 ~ 必然 是 某 个 遗 
传 系统 M WYER RR. 

8.2.17 引 理 关于 已 上 遗传 系统 的 秩 函 教 r: 

(rr) =0. 

(r2) 只 要 XCE Re€ E, Bl rCO Er OCHO Er OD $1. 

证 明 由 定义 r(X) 一 maxf | Y |: YOX, YEN), ÉTÉ r2)—0. 因为 Xf+e 包 含 了 X 的 任意 
独立 子 集 ， 所 以 OX +e) SX). BOR X be 中 不 含 于 X 的 独立 子 集 必 然 由 < 外 加 X 的 一 个 独立 子 集 
构成 ， 因 此 得 出 rOCEO sr OO 1. a 


拟 阵 的 性 质 

在 前 面 的 注 记 中 我 们 提 到 ， 遗 传 系 统 中 有 很 多 等 价 条 件 均 可 以 产生 拟 阵 . 为 了 验证 一 个 遗传 系 
统 是 否 为 拟 阵 ， 只 需 验 证 其 中 任意 一 个 等 价 条 件 ; 然后 ， 便 可 以 对 这 些 等 价 条 件 不 加 证 明 地 使 用 
我 们 对 树 的 性 质 曾经 给 出 了 若干 个 等 价 刻画 ， 当 时 也 产生 了 相同 的 效果 . 

把 一 条 边 添加 到 一 个 森林 中 最 多 新 产生 一 个 环 . 一 般 情况 下 ,将 一 个 元 素 添 加 到 拟 阵 的 一 个 独 
立 集中 最 多 新 产生 一 个 回路 . 我 们 对 于 最 小 生成 树 贪心 算法 的 证 明 ( 定 理 2. 3.3) 仅 仅 用 到 了 图 的 这 
种 性 质 ,这 种 “诱导 回路 ”性质 也 是 对 拟 阵 的 一 种 特征 刻画 ， 这 同 贪心 算法 本 身 的 有 效 性 一 样 ， 因 而 
“诱导 回路 ”和 贪心 算法 都 将 作为 拟 阵 的 性 质 给 出 . 

给 定 了 拟 阵 元 素 的 权 值 ， 贪 心算 法 是 如 下 的 循环 过 程 : 找 出 一 个 具有 最 大 非 负 权 值 的 元 素 ， 将 
它 加 入 已 经 选 出 的 独立 集 之 后 便 会 得 到 一 个 更 大 的 独立 集 ， 然 后 再 将 它 加 入 已 经 选 出 的 独立 集 
中 .Rado[1957] 证 明了 拟 阵 恰好 是 这 样 一 个 遗传 系统 ， 其 中 不 论 如 何 分 配 权 值 ， 贪 心算 法 最 终 得 到 
一 个 最 大 总 权 值 的 独立 集 . 

8.2.18 定 义 已 上 的 一 个 遗传 系统 M 是 一 个 搬 阵 ， 如 果 它 满足 下 列 条 件 之 一 ， 其 中 了 BEC 
dor 分 别 表示 M 的 独立 集 、 基 、 回 路 和 秩 函 教 . 

Ll 扩展 性 -一 -如 果 1 ，I2E1 且 1121 | 了 | ， 则 存在 e€E —I WEN teer 
:一 数 性 -一 对 任意 XCSE， 属 于 1 的 XX 的 极 大 于 集 均 有 相同 的 大 小 . 

基 交 换 性 一 一 如 果 Bl ， 有 PEB， 则 对 任意 e€ Bi 一 Bo HAH [€ Bo 一 Bi 使 得 Bi et f€B. 
子 模块 性 一 一 只 要 X，YSE， 则 r(XNY) +r XUY<r(X) +r). 

, BMH REXCE Re, /€ E, 3H rO0 —r(X-o =r X+ DAR rOCEer D —rOD. 
“， 强 吸收 性 一 一 如 果 X. YCE Rr(X- eo =r OEE e€ Y RA, M r(XUY =r). 
PRAEC DR EXC. G€Cfe € GG. FACH-TRAETC UCD) — 


Op, rerac 


x. 

J: 诱导 回路 一 一 如 果 1E1， 则 Ire 至 多 包含 一 个 回路 . 

G: 贪心 算法 一 对 于 下 上 的 任意 非 负 权 函 数 ， 贪 心算 法 选 出 一 个 总 权重 最 大 的 独立 集 . 

基 交 换 性 表明 所 有 的 基 均 有 同样 的 大 小 : WME By. Bee BH | Bi |<] Be | ， 则 可 以 不 断 用 
Bs 一 Bi 的 元 素 替换 Bi 一 Bz 的 元 素 ， 由 此 得 到 含 于 Bz 的 一 个 大 小 为 | Bi | 的 基 ， 但 没有 一 个 基 包 
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会 在 另 一 个 基 之 中 . 

*8.2.19 注 记 在 向 量 拟 阵 中 ， 集 合 X 的 秩 是 由 X 张 成 的 空间 的 维 数 . 子 模块 性 与 空间 的 维 
数 公式 相关 :dim UNV+dim W —dim U+dim V, Hp W Eh UUV 张 成 的 空间 . (UR X HY 是 
U 和 VV 的 生成 集 ， 则 由 XNY 张 成 的 空间 的 维 数 可 能 比 dim UNV 小 . 然而 ， 下 面 证 明 U=>R， 这 表 
明 dim UnV+dim W<dim U + dim V 在 向 量 空间 中 是 成 立 的 . 习题 10 直接 得 到 环 拟 阵 的 子 模 
Sete 

以 上 各 种 性 质 ( 均 要 求 遗传 系统 这 个 条 件 ) 都 可 以 用 作 拟 阵 的 定义 条 件 . MU. TC Welsh[ 1976], 
Schrijver[ 待 发 表 ])，U (Edmonds [1965b，c]，Bixby[ 1981 ]), Nemhauser-Wolsey [ 1988 ]), 
ACWhitney[ 19357) ,CCTutte[ 1970]), GC Papadimitriou-Steiglitz[ 1982 ]) 和 其 他 一 些 条 件 (van der 
Waerden[ 1937], Rotal 1964], Crapo-Rota[ 1970], Aigner[ 19797) 359 $4 FHKE LAU . " 

很 多 作者 将 遗传 系统 的 基本 性 质 也 当成 是 对 拟 阵 的 某 些 方面 的 特征 刻画 . 这 可 能 迫使 我 们 在 证 
明 拟 阵 的 特性 之 前 不 得 不 转 而 去 证 明 一 些 与 拟 阵 无 关 的 结果 . 因此 ， 我 们 从 遗传 系统 开始 ， 这 将 有 
助 于 得 到 更 加 简明 的 证 明 过 程 . 假设 遗传 系统 的 所 有 性 质 始终 成 立 ， 因 此 可 以 随时 运用 . 

8.2.20 定理 对 于 遗传 系统 M， 定 义 8. 2. 18 中 定义 拟 阵 的 各 种 条 件 是 相互 等 价 的 ， 

证 明 U=>B. 在 X=E 上 运用 一 致 性 ， 所 有 的 基 均 有 相同 的 大 小 . 再 将 一 致 性 运用 到 集合 
(By -O UB: 上 ,这 就 找到 Bz 中 的 一 个 元 素来 将 独立 集 Bi 一 e 扩展 为 大 小 为 | Be | 的 独立 集 ， 

Bol MEME h, b€IBID I lh |, BRB, BEBHANCB, bcB. 利用 
基 交 换 性 ， 用 B WTC Bi 一 后 中 位 于 Bo ZANTE RM. 因此 ， 可 以 假设 Bi 一 Ba. 如 
ARBO-hCB Lb. | Bi | 二 | Bs | ;根据 基 交 换 性 ， 这 是 不 允许 的 . 因此 ，lz 有 一 个 元 素 位 
于 Bl 中 ; 进而 ,用 这 个 元 素 即 可 完成 对 n 的 扩展 

IA. 假设 r(X) 一 r(X 二 e) 一 r(X 十 万. 如 果 r(X+e 十 门 >r(X)， 则 令 厂 、12 分 别 是 X 和 
Xe 十 /的 最 大 独立 子 集 . 由 于 | 12 | 之 | 也 |， 可 以 从 D Hl — TOCRORT IE D. dT Dh EX 
的 一 个 最 大 独立 子 集 ， 所 以 扩展 过 程 只 能 添加 e 或 了 ， 这 与 r(X) 一 r(X+e) 一 r(X 十 门 这 个 假设 相 
矛盾 . 

ASA’. 对 Y-X| 用 归纳 法 . 4| Y- X1 =1 时 ,绪论 是 平凡 的 . 当 |Y 一 Xi 二 1 时 , 选 
fhe, /€Y—X, 4 Y —-Y—e— f. XE Y 的 真子 集 应 用 归纳 假设 得 到 7(X) 二 rCXUY”)=r(XUY'+e) 二 
r(XUY' 十 万. 现在 ， 由 弱 吸 收 性 得 到 ~(X) 一 "XUY)， 

A'->U. 如 果 Y 是 X 的 一 个 极 大 独立 子 集 ， 则 r(Y 十 e) =r(Y) 对 任意 eE X 一 Y 均 成 立 . 根据 强 
吸收 性 r(X)=r(Y)= LY |. 因此， 所 有 这 种 Y 都 具有 相同 的 大 小 

USR. As X. YCE, W XOY 中 的 一 个 最 大 独立 子 集 D .由 一 致 性 ， 了 h 可 以 扩充 为 XUY 
的 一 个 最 大 独立 子 集 ， 记 为 [2. 考虑 IO X RI DYs 它们 分 别 是 X MY 的 独立 子 集 ， 而 每 个 都 包 


A nh. 因此 : 
AXND+HAXUY =| h IH hi=lkRAXHIRANY I< ro +r. 


Cai) G 


U-R J2G 
RoC. 考虑 不 同 的 回路 Cl，CzEC, BEC NC. AACD 16 | 71 C= |C 1 一 1 
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Hr C29 = LO C 1， 内 为 网 路 的 任意 真子 集 均 是 独立 的 . WRC UC) e RB REB 
则 r(CCUC) 一 z= | OG UC | 一 1; 因此 , rU | CUC 1 一 1. 对 Ci 和 C2 应 用 子 模 
块 性 质 得 出 矛盾 : 

LC N CIH G UC IH 1 <1 CG l+ C | 一 2 

CJ. WARE ICT, I4 e & Ci. CEC, WC. Co RUR e 因而 ， 弱 消除 性 断言 
(CiUCs) 一 e 中 有 一 个 同 路 . 另 一 方面 . 由 于 (CIUC2:) 一 < 包含 在 工 中 ， 所 以 它 是 独立 的 . 

JG. XEFEGRICw. 4 1 为 贪心 算法 的 输出 . 在 总 权 值 最 大 的 那些 独立 集中 ， 令 1" 为 与 1 的 
交集 最 大 的 一 个 集合 . 在 IC IO 的 情况 下 , 算法 不 会 结束 . WEIZ. WE e FE M A — 
个 位 于 1 一 1" 中 的 元 素 . 根据 三 的 选择 ，1" 十 e 是 非 独 立 的 ， 因 此， 它 有 了 唯一 的 同 路 C， 由 于 
CELAR /€ C— 1. MFI 十 e 没 有 其 他 的 回路 ， 所 以 1" 二 e 一 /E I. P 的 最 优 性 表明 w> 
w(e). 由 于 /和 了 中 在 e 被 选 出 之 前 的 元 素 都 位 于 1" 中 ， 因 而 /不 能 与 这 些 元 素 一 起 构成 一 个 问 
路 . 这 样 ， 在 算法 选中 。 时 ，/ 也 是 可 供 选 择 的 元 素 ， 这 说 明 w( N<wle). ME, wCD = we) EL 
wt de= mw ), 根 据 11° bes) > LII DEL S Tt 的 选择 矛盾 . mt. I 

Gol. £z h. EL. 其 中 k= | 了 | 二 111. 我 们 设计 一 个 权 了 两 数 ， 使 得 贪心 算法 在 这 个 
权 丙 数 中 得 出 我 们 想 要 的 扩展 . RR e€ Di. S wld 2: MK e€ Ny 令 w(e)=k 十 1; 对 
Fe€ I Ul. & ute) —0. RE, wd SRD? >R +2) = wr)» B Di Je BLEEK AY TR ie 
集 . 然而 ,贪心 算法 在 选择 有 一 和 中 的 任何 元 素 之 前 必然 已 经 选 出 了 中 的 所 有 元 素 . 因为 贪心 算 
法 找到 了 总 权 值 最 大 的 独立 集 ， 它 在 吸收 Dl 之 后 仍 继续 添加 元 素 cE 一， 从 而 +eEL a 

在 证 明 某 遗 传 系统 是 一 个 拟 阵 时 ， 最 常用 的 性 质 就 是 扩展 性 - 

8.2.21 例 | E| 一 n 时 ， 秩 为 的 均匀 拟 阵 定义 为 1= {XE， |X| <k), E UL. 这 
样 ， 马 上 可 以 知道 均匀 拟 阵 满足 基 交 换 性 和 扩展 性 . 自由 拟 阵 是 秩 为 | E | 的 均匀 拟 阵 . 均匀 拟 阵 
用 来 构造 更 有 趣 的 拟 阵 ， 并 用 它 来 刻画 拟 阵 的 分 类 . 均匀 拟 阵 都 不 是 可 疼 解 的 ， 可 疼 解 的 拟 阵 也 都 
不 是 均匀 的 (习题 6). 所 以 MC Ky 一 e) 和 M(K,) 都 不 是 均匀 拟 阵 - 

dedo 和 Zi 上 可 表达 的 线性 拟 阵 分 别称 为 二 元 拟 阵 和 三 元 拟 阵 .每 个 可 图 解 拟 阵 都 是 Gm 
(习题 43) ，Uz.: 是 三 元 拟 阵 (习题 44) 但 不 是 二 元 的 (因而 不 是 可 图 解 的 ). m 

8.2.22 例 E EHE f) I HAE SEU AERE XO T= {XSE: | XNE | <1 对 所 有 i 
成 立 )， 其 中 El ，…，E 是 该 划分 形成 的 所 有 块 . HHO CT ARAX 的 元 素 位 于 不 同 的 块 时 才 有 
XEL, 所 以 1 是 一 个 遗传 集 族 . EN. LETH | DIDI hls Sk 相交 的 块 必然 多 于 与 n A 
交 的 块 ， 从 仪 与 Tn 相交 的 某 个 块 中 取 一 个 元 素 即 可 完成 对 三 的 扩展 另 一 种 方法 是 ，r(X) 是 有 元 
素 位 于 X 中 的 块 的 个 数 ， 这 满足 吸收 性 (注意 : MK- 不 是 一 个 划分 拟 阵 ). 

给 定 一 个 U,V- 二 部 图 G， 与 U 一 ww ，…，ut 的 关联 关系 定义 EE(G) 上 的 一 个 划分 拟 阵 ( 它 不 同 
TU Eh G 诱导 的 横 截 拟 阵 ). 块 是 E 二 {e€ EGG): ue}. 集合 XSE(G) 是 G 中 的 一 个 匹配 当 且 
仪 当 X ded U 诱导 的 划分 拟 阵 和 由 V 诱导 的 划分 拟 阵 中 均 是 独立 集 . 这 是 我 们 后 面 讨论 拟 阵 的 交 
的 动机 . 
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如 朵 GG 有 一 个 奇 丈 ， 而 G 没 有 项 点 集 使 得 该 集合 的 关联 关系 可 以 完成 对 EE(() 的 划分 .然而 ， 
在 有 向 图 中， 每 条 边 都 有 头 部 和 尾部 ， 利 用 头 部 顶 和 尾部 顶点 集 诱导 的 边 集 划 分 ， 可 以 分 别 定 
义 头 划 分 拟 阵 和 尾 划 分 拟 阵 (如 : 例 8. 2. 3 中 的 拟 阵 是 下 图 中 边 集 巨 上 的 划分 拟 阵 ， 相 应 的 划分 是 
由 UU 诱导 的 . 具体 地 讲 , 它 是 第 一 个 有 向 图 的 头 划 分 拟 阵 ， 同 时 也 是 第 二 个 有 向 图 的 虹 划 分 拟 阵 ). 


Hep web wb : 


质 涉及 这 些 要 素 «FAY AY pace BE REO UL] OL HR 8 


生成 函数 

下 面 此 介绍 遗传 系统 的 几 个 要 素 ， 
人 性， 由 此 利 几 拟 阵 得 出 可 平面 图 的 一 个 特征 ， 

在 线性 代数 中 ,若干 个 向 其 可 以 "生成 "一 个 向 其 子 空 
中 .我们 可 以 在 环 拟 阵 中 看 到 这 个 概念 大 意 ; 一 个 集合 生 
形成 一 个 回路 的 那些 元 素 . 

8.2.23 定 义 遗传 系统 M 的 生成 函数 是 定义 在 下 的 子 集 族 上 的 函数 gM， 其 定义 为 aM(X) 一 
XUieE 已 :对 于 某 个 YSX，Y+eECwj. 如 果 eEoCX)， 则 称 X ER e. 

在 遗传 系统 中 ，X 是 非 独立 集 当 且 仅 当 它 包 含 了 加 路， 根据 定义 8. 2. 23， 上 述 结论 成 立 当 且 
fU ees Xo MA e€ X 成立 . 因此 ， 根 据 1 一 1X (€ X2 GE oCX 0). RAO 
生成 丽 数 找 出 所 有 独立 集 .在 研究 拟 阵 时 要 用 到 的 关于 生成 函数 的 性 质 如 下 (sx1，s2，x3)( 此 外 ， 
在 刻画 遗传 系统 的 生成 冰 数 时 ， 我 们 还 需要 一 个 附加 的 技术 性 条 件 )， 首先 ， 我 们 通过 图 术 说 明 性 
Jf Cs. 

8.2.24 8|. EAA MCG), eg aC f CE X 在 “的 端 
Jar. 则 添加 了 得 到 这 翌 一 条 路 径 . 这 条 路 从 与 * 一 起 形成 一 个 


FAN. X 由 4 条 黑体 边 构成 . 
e ir 
—— a 
8.2.05 命题 如 果 5 是 忆 上 一 个 遗传 系统 的 生成 函数 且 X，YCE， 则 下 列 性 质 成 立 : 
Sl1)XCo(X)(o 是 自生 成 的 ). 
sDYC X 蕴涵 co(Y)Eo(X)(c 是 保 序 的 ). 
s3)eE@Eo(X) 和 vEo(X- DIA i. /EuCX+e)CSteinitz 交换 性 ). 
证 明 定义 8.2.23 表明 是 自生 成 的 和 保 序 的 . MR eCAX+ D. We MEX > /中 的 一 
个 回路 C， 如 果 ec oC dur. WE FEC. 由 这 个 回路 得 到 /€oCX co. 因此 ， c 满足 Steinitz 交 
换 性 . a 
生成 函数 的 性 质 使 我 们 可 以 简明 地 证 明 消除 性 的 一 种 强化 形式 . 弱 消除 性 是 说 : "REC 
Cy， 则 (CLUCz) 一 e 含有 一 个 同 路 . 环 拟 阵 的 消除 性 要 强 得 多 : OAC 是 若干 个 无 公共 边 的 环 的 
Jf. OX C 一 Cz 中 的 每 个 顶点 的 度 均 为 偶数 . 在 一 般 的 拟 阵 中 ， 我 们 立刻 可 以 得 出 如 下 性 质 ， 如 
eec iC. SURE RE TAT TER HF CO UC2) 一 e( 下 面 的 性 质 C. 
在 遗传 系统 中 . 我们 需要 一 些 性 质 将 * 秩 "与 "生成 "关联 起 来 . 这 个 关联 关系 的 逆 命 题 也 成 立 ， 


Jp. 这 一 代数 概念 可 以 扩展 到 遗传 系统 
其 自身 以 及 同 该 集合 的 某 子 集 一 起 可 以 


没有 路 径 。 WRB AT ecoC Xt 
I. Wit /€asC Xd OL L. fE 
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这 正 就 是 我 们 下 面 要 刻画 的 拟 阵 性 质 . 

*8.2.26 引 理 AARP, [r(K+e)=r(X) ]9e€ O0. 

证 明 SY EX 的 最 大 独立 子 集 . HE LY | =r(X)=r(X+e)， 故 Y 也 是 X+e 的 最 大 独立 
FR. Alt. 与 含 于 Y 内 的 某 个 X 的 子 集 一 起 构成 了 一 个 回路 ， 进 而 “<Ez(X). L] 
18.2.27 ER 如 果 M 是 一 个 遗传 系统 ， 则 下 面 的 每 个 条 件 均 是 M 成 为 拟 阵 的 充 要 条 件 . 

P. 结合 性 一 一 对 任意 NCE, r(o(X))=r(X). 

S: 加 等 性 一 对 任意 XCE, 0? (X)=a(X). 

T; 依赖 传递 性 一 一 如 果 eEo(X) 且 XEY), 8 eEo(Y). 

e. 强 消除 性 一 一 只 要 C1，Cz EC, e€ G1. f€ C6 AC. MAH CECHR /€CC QU 
Cr) —e. 

证 明 U>P.o( X)—X 的 任意 元 素 与 X 的 某 个 子 集 一 起 形成 一 个 回路 ， 当 然 也 可 以 由 介 于 X 
和 a(X) 之 间 任 意 集合 的 生成 . 这 样 ， 只 需 证 明 r(Y 十 e) 一 r(Y) 在 ecEo(CY) 时 成 立 . S Z WY WF 
R, EWR Z+eEC. 将 Z 扩 展 成 Y+e 的 极 大 独立 子 集 I. 由 一 致 性 得 知 ，| 工 | =r(Y+e). 由 于 
Z+eEC MUL eG I. Xt, ICY, HARME r OS | 1] =r(Y 十 e)( 这 里 ， 也 可 以 用 吸收 性 来 
代替 一 致 性 ). 

PSS. 因为 是 自生 成 的 ， 故 o:(X) 二 o(X); 这 样 ， 仅 需 证 明 eCo CO MM eC ol X). 根据 结 
dk. r(GGC X) -0 — rGOOD B. rGOD) 7 rOO. 由 于 XSoCX)， 由 的 单调 性 得 到 ~(X) 委 r(XT+ 
OSX) He — rOO. 因此 ， 等 号 全 部 成 立 ， 进 而 由 引 理 8. 2. 26 得 出 “<E of X). 

SST. 如 果 XTY), WREE EHEH o(X)So?(Y) =Y). 

T-C'. 给 定 不 同 的 Cl，CzEC， 其 中 ee Cu 站 Cs B. Je Ci 一 C: ， 需 要 证 明 SEY), Ki Y= 

CUC) -e f. RE, RH SEX, KP X90; 7 f. 根据 性 质 T， 只 需 证 明 XY). 由 于 
X—eYCo(Y), MERRIER eC o(YO. 由 于 o 具 有 保 序 性 ， 所 以 得 出 eE€a(Cz 一 e) Sal ¥). 
CSC CH T C. a 
同 诱导 回路 (]) 的 唯一 性 一 样 ， 结 合 性 (P) 将 遗传 系统 的 两 个 因素 关联 起 来 . 这 些 都 是 拟 阵 的 著 
名 性 质 ， 如 果 借 助 遗传 系统 来 阐述 拟 阵 ， 则 它们 是 对 拟 阵 的 特征 刻画 .C 与 C 的 等 价 关 系 首 先 被 
Lehman[1964] 证 明 . 

宕 等 性 在 可 图 解 拟 阵 和 线性 拟 阵 中 成 立 是 很 自然 的 事情 . 向 量 集合 的 生成 子 空间 在 其 生成 子 空 
间 中 不 再 包含 其 他 向 量 ; 类 伏地， 可 添加 到 某 边 集 的 生成 集合 中 的 任何 一 条 边 都 能 将 两 个 分 量 连接 
起 来 ， 所 有 这 些 均 说 明了 遗传 系统 中 相互 关联 的 各 个 要 素 . 

8.2.28 定 义 对 已 上 的 遗传 系统 ， 其 生成 集合 是 满足 NCE fo(X)-EWRSX. 闭 集 是 满 
A OXCE feo O0 — X HRA GLA AESEIE ACT SED. 超 平面 指 的 是 已 中 的 极 大 真 闭 子 集 

* 8.2.29 注 记 拟 阵 的 生成 函数 也 称 为 闭 包 函 数 . 闭 包 操作 是 从 某 集合 的 子 集 族 到 其 自身 的 一 
个 两 数 ， 该 函数 满足 自生 成 性 、 保 序 性 、 哮 等 性 . 闭 包 操作 是 拟 阵 的 生成 函数 当 且 仅 当 它 满足 
Steinitz 交换 性 . 

在 任意 遗传 系统 中 ,生成 函数 满足 Steinitz 交换 性 . 因此 ， 将 拟 阵 看 作 带 有 附加 性 质 的 遗传 系 
统 并 不 适 于 研究 闭 包 操作 . 遗传 系统 M 的 生成 函数 是 闭 包 操作 当 且 仅 当 M 是 拟 阵 ,在 文献 
MacLane[1936]，Rota[1964] 和 Aigner[1979] 中 ， 拟 阵 是 从 格 理论 延伸 得 到 的 . 

对 于 拟 阵 的 各 个 要 素 间 的 关系 ， 我 们 并 没有 作 全 面 的 讨论 . Brylawski[1986] 给 出 了 一 个 矩阵 对 
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拟 阵 的 十 几 个 要 素 之 间 的 转换 进行 了 描述 ， 他 把 这 些 转换 关系 叫做 降 射 . a 
拟 阵 的 对 偶 性 

拟 阵 的 对 偶 推 广 了 可 平面 图 中 对 偶 这 个 概念 . 任意 连通 平面 图 G 有 一 个 自然 的 对 偶 图 G*， 它 
满足 (G* =G. 对 偶 图 如 下 得 到 : G 的 一 个 顶点 对 应 于 G 的 一 个 面 ，G 的 每 条 边 在 G* 中 有 一 条 
对 偶 边 e* 使 得 e* 的 端点 对 应 于 位 于 “两 侧 的 两 个 面 . 

平面 图 中 的 一 个 边 集 构成 了 G 的 一 棵 生成 树 当 且 仅 当 其 余 边 的 对 偶 构 成 了 G* 的 一 棵 生成 树 
(习题 6. 1. 21). Ait, KWE MG ) 的 基 是 M(G) 的 基 的 补 . 我 们 定义 拟 阵 和 遗传 系统 的 对 偶 使 得 
可 平面 图 的 对 偶 的 性 质 得 以 推广 . 

8.2.30 定 义 对 于 已 上 的 遗传 系统 M， 其 对 偶 是 一 个 遗传 系统 M" ， 它 的 基 是 M 的 基 的 补 
X.M' P BY (By*).C*, I, r's, o 这些 要 素 分 别 是 M 的 余 基 、 余 回路 等 . 

M 的 超 基 S 是 包含 某 个 基 的 任何 集合 . 亚 基 日 是 不 包含 任何 基 的 任何 极 大 子 集 . 我 们 把 EE 一 XX 
SAX: 

8.2.34 引 理 ”如 果 M 是 一 个 遗传 系统 ， 则 

a)B* ={B: BEB}, (M*)* =M. 


oct -iH: HEH}, H* 

证 明 KFB 的 结论 就 是 M 的 定义 ,由 此 立刻 得 到 (M" ) — M 和 (b) 中 的 两 个 结论 . 同时 ， 
X 是 已 中 不 包含 任何 基 的 极 大 ( 真 ) 子 集 C(M 的 亚 基 ) 当 且 仅 当 又 是 不 包含 在 任何 余 基 之 内 的 极 小 非 
空子 集 ( 它 是 M* 的 一 个 回路 ). 类 似 地 ，M* 的 亚 基 是 M 的 回路 的 补 集 . 图 

我 们 选择 “ 超 基 " 和 *“ 亚 基 " 这 两 个 术语 ,它们 分 别 与 “生成 "和 *“ 超 平面 "对 应 . 因为 在 拟 阵 中 ， 生 
成 集合 和 超 基 是 一 样 的 而 超 平面 和 亚 基 也 是 一 样 的 . 

8.2.32 引 理 ”如 果 M 是 一 个 拟 阵 ， 则 超 基 是 生成 集合 ， 亚 基 是 超 平 面 . 

证 明 ”一 个 集合 X 是 生成 的 当 且 仅 当 a(X) - E. 由 结合 性 得 知 ， 这 等 价 于 r(X) Sr). 另外 ， 
由 一 致 性 得 知 ， 这 又 等 价 于 X 包含 了 一 个 基 . 关于 超 平面 ， 见 习题 32. a 

考虑 Bi). BCE. WRB 和 Bs 互 不 包含 ， 则 Bi, Be 也 互 不 包含 . 因此， 遗传 系 统 的 对 偶 仍 
是 一 个 遗传 系统 . 当 证 明 拟 阵 的 对 偶 是 拟 阵 时 ， 对 偶 的 概念 是 很 有 用 的 . 这 个 结论 容易 由 基 交 换 性 


的 对 偶 版 本 得 到 . 

8.2.33 引 理 如果 M 是 一 个 拟 阵 且 Bl，Bz EB， 则 对 任意 eE Bi 一 Be HAH SEB 使 得 
Bate- f 是 一 个 基 

证 明 由 于 Bz 是 一 个 基 ， 因此 Be +e 恰 好 有 一 个 回路 C. 因为 Bi 是 独立 的 ， 故 C 必然 还 包含 
一 个 元 素 f € By — Bi. 现在 ，Bz+e 一 /不 包含 回路 且 大 小 为 r(E). " 


8.2.34 定理 (Whitney[1935]) 对 于 巨 上 拟 阵 M, RAMRRBKA rn OO [X| 7 GUOD — 
rOOD 8 ILE 

证 明 我们 已 经 看 到 ，M" 是 一 个 遗传 系统 ; 现在 ， 我 们 证 明 M: 满足 基 交 换 性 . 如 果 Bi. 
B;€B* He€Bi —B; JM Bi. BC B BeC B; — Bi. 由 引 理 8. 2.33 得 知 ， 存在 [€ Bi — Bo 使 得 
Bite- fEB. ME, Bi—et+ f€ Br 表明 基 交 换 性 成 立 

为 计算 OO. SY AX 的 极 大 余 独 立 子 集 ， 故 r” OO=r* O= |Y |. 根据 引 理 8. 2. 31， 
了 是 又 中 含有 M 的 一 个 基 的 极 小 超 集 . 由 于 了 是 将 X 的 某 个 极 大 独立 子 集 扩 展 成 一 个 基 之 后 得 到 
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By. MALY! — |X| =r(E) 一 r(X). 由 iY| 一 |X|==|X| 一 1Y | 得 到 了 要 证 明 的 公式 : 
[361] r= Y l= X-A YIX D=] Xl- GOD — r(X)). E 
我 们 可 以 利用 对 偶 重 述 拟 阵 的 任何 性 质 . 习题 33 一 34 要 求 用 这 种 方法 刻画 超 平面 和 闭 集 的 特 
征 . 还 有 很 多 较 难 的 结论 涉及 拟 阵 和 它 的 对 偶 之 间 的 关系 . 
8.2.35 命题 (对 偶 扩展 性 ) 令 M 是 一 个 拟 阵 . 如 果 XET 和 X' ET 不 相交 ， 则 存在 不 相交 的 
BEB fb CB" £8 XCB # X'CB'. 
证 明 由 于 X' 在 M 中 是 余 独 立 集 的 ， 故 X 是 M 的 生成 集合 . 因此 ，X' 的 任意 极 大 独立 子 集 均 
是 一 个 基 ， 我 们 将 XOX’ PERM — PAX HEB. RE B =B UR X’. a 
我 们 将 利用 环 拟 阵 来 刻画 可 平面 图 的 特征 . 下 一 个 结论 使 我 们 能 够 描述 环 拟 阵 的 余 回 路 
8.2.36 命题 拟 阵 的 余 回 路 是 与 所 有 基 均 相交 的 极 小 集合 . 基 是 与 所 有 余 回 路 均 相交 的 极 小 
Ke. 
证 明 余 回 路 是 不 含 于 任何 余 基 中 的 极 小 集合 . 因为 余 基 是 基 的 补 集 ， 一 个 集合 不 含 于 任何 余 
基 中 当 且 仅 当 它 与 每 一 个 基 均 相交 . 同样 ， 余 基 是 不 包含 任何 余 回 路 的 极 大 集合 ， 故 余 基 的 补 集 是 
与 任意 余 回路 都 相交 的 极 小 集合 . a 
8.2.37 推论 环 拟 阵 M(G) 的 余 回路 是 G 的 键 . 
证 明 巾 命题 8. 2. 36 得 知 ， 余 回路 是 与 每 个 极 大 森林 都 相交 的 极 小 集合 . 肉 此， 它们 是 删除 
之 后 会 引起 连通 分 量 数 增加 的 极 小 集合 ; 即 它们 是 键 . a 
8.2.38 定义 BG 的 键 拟 阵 或 者 余 环 拟 阵 是 一 个 遗传 系统 ， 其 回路 恰好 是 G ht. 
根据 推论 8.2.37. G 的 键 拟 阵 是 环 拟 阵 M(G) 的 对 偶 . 现在 ， 将 弱 消 除 性 应 用 到 键 上 上 . 由 于 沿 
环行 进 必然 会 返回 到 出 发 的 那个 顶点 ， 它 与 某 个 键 的 交集 不 可 能 恰 含 一 条 边 . 将 这 个 结果 推广 到 拟 
阵 上 上， 得 到 对 余 回路 的 另 一 个 特征 刻画 . 
8.2.39 定理 对 于 已 上 的 一 个 拟 阵 M， 其 余 回路 就 是 满足 如 下 条 件 的 所 有 极 小 非 空 集合 C CE 
E. | C! NCI #1 对 任意 CEC 成 立 。 
证 明 ”为 证 明 每 个 余 回 路 均 有 这 个 特征 , 假设 CEC, C EC*,，C*NC=e 则 CeEl 
C —e€ I , 且 对 偶 扩 展 性 得 到 BEB, BE B" fifth C- eC B. C* —ec B. 由 于 < 必然 出 现 于 B 或 
B 中 ， 所 以 得 到 CE1 或 C* er. 
对 于 逆 命 题 ， 我 们 证 明 1 中 的 任意 非 空 集合 与 某 个 CE C 的 交集 仅 含 一 个 元 素 . 由 于 余 回路 不 
满足 上 述 性 质 ， 故 不 满足 上 述 性 质 的 任意 极 小 集合 均 是 一 个 余 回路 . X EN. 令 B" 是 包含 
X* 的 余 基 ， 令 B=B". 对 任意 eE X"，B 十 e 包含 一 个 回路 C 且 X* NC le). a 


拟 阵 的 子 式 和 可 平面 图 

在 一 个 图 中 不 断 删除 和 /或 收缩 边 ， 我 们 可 以 得 到 更 小 的 图 . 得 到 的 图 称 为 G 的 子 式 . 经 
Wagner[1937] 证 明 ，G 是 可 平面 图 当 且 仅 当 它 不 以 Ks R Kis 为 子 式 ( 习 题 6.2.12). Hadwiger 
[1943] 曾 猜想 : 如果 G 没有 同 构 于 Ka+1 的 子 式 ， 则 G 是 可 k- 着 色 的 .一 个 简单 图 是 一 个 森林 当月 
仅 当 它 没有 子 式 C. 

为 了 将 这 些 操作 推广 到 拟 阵 ， 我 们 需要 知道 删除 和 收缩 对 环 拟 阵 造成 什么 样 的 影响 ECG e) 
的 无 环 子 集 恰好 是 从 E(G) 的 无 环 子 集中 删除 之 后 的 集合 . WMR “不 是 一 个 环 ，E(G，e) 的 无 环 子 
集 是 EG) —e 的 子 集 且 它 与 e 的 并 在 G 中 是 无 环 的 . 收缩 的 对 偶 描 述 比较 简单 : G，。 的 生成 集合 
是 如 下 集合 : 它们 与 。 的 并 是 G 的 生成 集合 (如 果 一 个 集合 包含 了 每 个 连通 分 量 的 一 棵 生成 树 ， 则 


E 
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称 该 集合 是 生成 的 ). 

我 们 还 希望 对 这 些 概念 以 自然 的 方式 进行 扩展 . 这 上 比较 有 难度 ， 因 为 讨论 图 的 子 式 时 往往 强调 
被 删除 的 边 ， 而 讨论 拟 阵 的 子 式 时 往往 强调 剩 下 来 的 元 素 . 于 是 ,我们 采用 中 庸 之 道 ， 对 拟 阵 中 剩 
下 来 的 元 素 集 采用 拟 阵 的 概念 ， 而 用 扩展 后 的 图 概念 来 描述 由 删除 或 者 收缩 一 个 元 素 之 后 得 到 的 
ms. 

8.2.40 EX 对 于 已 上 的 一 个 遗传 系统 M，M &FCE HRSA WIM) rp ={XCF: XE 
Im} 定义 的 遗传 系统 ， 记 作 M | F， 它 是 删除 玉 之 后 得 到 的 .M 在 FS 巨 上 的 收缩 是 由 SMF 一 {XC 
F: XUFESw} 定 义 的 遗传 系统 ， 记 作 M. 下 ， 它 是 收缩 开 之 后 得 到 的 . wR 下 二 EE 一 e， 则 记 M 一 
e=M| F.M. e=M. F. M 的 子 式 是 由 M 通过 删除 和 收缩 操作 得 到 的 遗传 系统 . 

定义 表明 M | F 和 M. 下 都 是 遗传 系统 .限制 操作 和 收缩 操作 满足 交换 性 (习题 41). 也 可 以 通 
过 超 基 来 定义 收缩 操作 ， 这 样 可 以 得 到 这 两 个 操作 之 间 的 自然 对 偶 关 系 . 

8.2.41 命题 对 于 遗传 系统 ， 限 制 和 收缩 是 对 偶 操 作 : (M. F)* =(M* | F) 且 (M|PF) "一 
(OM. F). 

证 明 Imp’ ={XSF: F-X€Su. rl -c(XGCF: (F—X)UFESm} 

={XCF, X€Su) - iIXCF; X€ e )7IEu' ir. 

对 于 第 二 个 结论 ， 将 第 一 个 结论 应 用 于 M LATE a 

删除 操作 和 收缩 操作 之 间 的 对 偶 关 系 在 平面 图 中 是 非常 直观 的 .在 平面 图 G 中 删除 一 条 边 e， 
就 收缩 了 G^ 中 相应 的 对 倘 边 ! 收缩 就 删除 对 倘 图 中 相应 的 边 . 


- - Lea 

8.2.42 推论 在 图 (G; 中 删除 或 收缩 一 个 边 e， 环 拟 阵 和 键 拟 阵 的 行为 如 下 : 

MG ~e) = MQ) —e M*(G—e) =M (G) +e 
M(G+e) = MG) +e M*(G+e) = M* CO) 一 e 

证 明 巾 拟 阵 中 删除 操作 和 收缩 操作 的 定义 ， 第 一 列 描述 了 环 拟 阵 的 行为 . 由 此 并 利用 引 理 

8.2.41， 有 如 下 计算 : 
M+ (G—e) = [MG 一 oj] =[M(G)—e]* =M" CO) +e, 
M+ (Gee) = [MGG* 0]* - [MD < e)! = M! C) 一“ m" 

正如 所 期 望 的 ， 拟 阵 的 限制 和 收缩 仍 是 拟 阵 . 

8.2.43 定理 ”给 定 FG 巨 和 巨 上 的 一 个 拟 阵 M，M| 下 和 M. 下 都 是 上 的 拟 阵 ,表示 成 rw 的 
形式 ， 它 们 的 秩 函 数 分 别 是 rmi r OO =rm X) fe riF(X) 一 rM(XUE) 一 rw(F). 

证 明 将 M 的 扩展 性 应 用 到 TuiF 上 ， 这 样 ，M | 下 满足 扩展 性 ， 进 而 它 是 一 个 拟 阵 ， 由 对 偶 
MERERI. M.F—CM* | F)* 也 是 一 个 拟 阵 . M | 下 的 秩 函 数 可 以 根据 1wir 的 定义 得 到 . 由 此 ， 青 
将 定理 8.2.34 应 用 到 CM”| F)* 上 ， 得 到 M. 下 的 秩 函 数 (习题 42. 

rm.F 的 公式 得 到 独立 集 的 一 种 描述 : XC ImF 当 且 仅 当 将 X 添加 到 下 中 使 得 秩 增 大 了 | X|. 

平面 图 的 一 个 边 集 形成 -个 环 当 且 仅 当 它们 的 对 偶 边 在 G^ 中 形成 一 个 键 (定理 6.1.14). 利用 
边 和 对 偶 边 之 间 自 然 的 双 射 ， 这 一 点 告诉 我 们 : 平面 图 G 的 环 拟 阵 是 ( 同 构 于 )G" 的 键 拟 阵 . 由 推 
ib 8. 2. 37 得 知 ， 图 月 的 键 拟 阵 是 CMCH)J" . 把 这 个 结论 应 用 到 G AG: 上 ， 我 们 得 到 ，G 的 键 拟 
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阵 是 ( 同 构 于 )G* 的 环 拟 阵 . 于 是 ， 可 平面 图 G 的 键 拟 阵 是 可 图 解 的 . 利用 Kuratowski 定理 ， 我 们 
将 要 证 明 : 上 述 件 质 刻画 了 可 平面 性 . 

Whitney[1933a] 通 过 定义 对 偶 的 非 几 何 概念 取得 了 上 述 结果 . 我 们 对 他 的 定义 稍微 进行 修改 ， 
PHEG 的 抽象 对 偶 ， 如 果 存 在 一 个 双 射 $: E(G) 一 E( 晶 ) 使 得 XC EC) E G 的 键 当 且 仅 当 $(X) 
是 H PRAKHAR. 根据 这 个 定义 ，G 有 一 个 抽象 对 偶 这 种 说 法 等 同 于 G 的 键 拟 阵 是 可 图 解 的 
这 种 说 法 ; 双 射 $ 给 出 了 M* (G) 和 M(H) 之 间 的 同 构 映 射 . 

8.2.44 定理 (Whitney[1933a]) 图 G 是 可 平面 图 当 且 仅 当 其 键 拟 阵 是 可 图 解 的 . 

证 明 我 们 首先 证 明 ， 抽 象 对 偶 的 存在 性 在 边 的 删除 操作 和 收缩 操作 之 下 保持 不 变 . 假设 G 有 
一 个 抽象 对 偶 H. WI MCH)=M* (G). 4 e JE H 中 经 同 构 映射 与 e 对 应 的 边 . 为 证 明 万 "是 C 一 e 
的 抽象 对 偶 且 He EG +e 的 抽象 对 偶 ， 我 们 运用 推论 8. 2. 42 来 计算 : 

M` (G-e)= M* (G) -e= MH) +e =M( Hee’) H 
M* (G+ e)= M*(G)—e= M(H) — e = MH — e’). 

前 面 ， 我 们 已 经 说 明了 可 平面 图 有 抽象 对 偶 . 根据 Kuratowski 定理 ， 一 个 非 可 平面 图 包含 了 
Ks 或 者 Ka.3 的 一 个 细 分 . 因此 ，Ks 或 K3,3 是 这 种 图 的 子 式 . 由 于 抽象 对 侦 的 存在 性 在 删除 操作 
和 收缩 操作 之 下 保持 不 变 ， 因 此 证 明了 Ks 和 K3,3 没 有 抽象 对 偶 即 表明 任意 非 可 平面 图 没有 抽象 
对 偶 . 

如 果 H REG 的 抽象 对 偶 ， 则 G 也 是 H 的 抽象 对 偶 ; 因为 M* (OSM) 4AN MOS 
M*(H). 如 果 G 的 围 长 是 5， 则 H 中 键 的 长 度 至 少 为 5， 故 8(H) 之 g. WA, H e H)=(G Rl 
度 - 和 公式 得 到 x(HD)<L 2e(H)/8(H) || 2e(G)/g ]- 

今日 是 Ks 的 抽象 对 偶 . 由 于 Ks 的 围 长 是 3， 故 n(H)<l20/3|=6. 由 于 Ks 的 所 有 键 都 有 4 条 
或 者 6 条 边 ，H 的 所 有 环 也 都 有 4 条 或 者 6 条 边 ， 因 而 月 是 一 个 简单 二 部 图 . 然而 ， 顶 点 数 不 超 
过 6 的 任意 简单 二 部 图 不 可 能 有 10 条 边 . 

4 日 为 K3.3 的 抽象 对 偶 . 由 于 Ks.3 的 图 长 是 4， 故 nC HY <[18/4)= 4. 由 于 K3,3 的 所 有 键 至 少 
有 3 条 边 ，H 的 所 有 环 也 至 少 有 3 条 边 ， 因 而 H 是 简单 图 . 然而 ， 顶 点 数 不 超 过 4 的 任意 简单 图 
不 可 能 有 9 条 边 . a 

平面 图 的 键 拟 阵 都 是 可 图 解 的 ， 这 一 论断 表明 : 平面 图 的 任意 “几何 "对 偶 均 是 一 个 抽象 对 偶 . 
我 们 已 经 看 到 ， 几 何 对 偶 不 一 定 唯 一 . 然而 ，G 的 对 偶 图 的 环 拟 阵 必 然 是 M"(G);， 央 此 ，G 的 所 
有 几何 对 偶 均 有 同样 的 环 拟 阵 . Whitney[1933b] 确 定 了 什么 样 的 图 才 具 有 相同 的 环 拟 阵 ( 参 见习 题 
45， 也 可 参见 Kelmans[1980，1987，1988]). 

子 式 有 很 多 应 用 . 它们 将 很 快 帮助 我 们 证 明 拟 阵 相交 定理 . 通过 禁止 某 些 子 结构 ， 子 式 还 被 用 
来 刻画 拟 阵 的 分 类 ; 比如 ， 一 个 拟 阵 是 二 元 的 当 且 仅 当 它 不 以 U DS FR. 搭桥 游戏 (定理 
2.1.17) 可 以 推广 到 拟 阵 中 ， 这 时 ， 子 式 还 可 以 用 来 生成 制胜 策略 - 

18.2.45 EX 给 定 cE 巨 和 巨 上 的 一 个 拟 阵 M，Shannon 开关 游戏 (M，e) 有 两 个 游戏 者 参与 ， 
一 个 叫做 开拓 者 ， 另 一 个 叫做 终结 者 .终结 者 删除 Ee 的 元 素 ， 开 拓 者 抓 取 E Ce 的 元 素 ， 每 人 每 
步 采 取 一 个 动作 . 开拓 者 的 目的 是 抓 取 一 个 集合 使 它 生成 e， 终结 者 的 目的 是 阻止 开拓 者 . 游戏 由 
终结 者 先 开始 . 

添加 一 个 元 素 。 使 得 (e，e'} 构 成 回路 ,这样 我 们 可 以 假设 游戏 是 由 开拓 者 先 开始 .游戏 开始 
后 ,终结 者 必须 马上 删除 。 以 避免 游戏 开局 就 输 掉 . 令 M 为 定理 2. 1. 17 中 以 。 为 “辅助 边 "而 。 为 
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另 一 条 辅助 边 的 图 的 环 氢 阵 ， 这 样 Shannon 开关 游戏 变 成 了 搭桥 游戏 . 这 时 ， 开 拓 者 的 生成 树 策略 
可 以 由 下 面 制胜 策略 的 充分 条 件 得 到 . 这 个 条 件 也 是 必要 的 ， 但 是 证 明 它 需要 用 到 拟 阵 并 定理 ( 定 
理 8. 2.55). 

“8. 2. 46 定理 (Lehman[1964]) 在 Shannon 开关 游戏 (M，e) 中 ， 如 果 存 在 已 一 c 的 不 相交 子 集 
Xis Xo 满足 ecEa(XI) 一 o(X2)， 则 开拓 者 有 制胜 策略 . 

证 明 我 们 用 Xi. Xo 来 生成 一 个 制胜 策略 . X (X0 =0( Xz). 因为 开拓 者 可 以 忽略 六 以 
外 的 删除 而 使 得 游戏 在 M | (X 十 e) 中 进行 ， 因 此 可 以 假设 XX，X2 是 不 相交 的 基 . 如 果 终结 者 删除 
KARAKIA. W g 在 以 后 的 游戏 中 不 再 可 用 而 了 也 不 能 青 被 删除 ;因而 这 两 个 操作 的 结果 是 
对 拟 阵 的 删除 和 收缩 . $ M'=(M 一 g)， fy H e€om OHAR g€ X He€om(Xt D. MR e 
是 M' 中 的 一 个 图 ， 则 开拓 者 获胜 ; 这 一 条 件 等 价 于 eEom(F)， 其 中 下 是 由 开拓 者 已 经 抓 取得 到 的 
KE. 

如 果 | EB | =1， 则 是 一 个 圈 从 而 开拓 者 获胜 . 我 们 对 | E | 用 归纳 法 .只 需 在 终结 者 删除 g 
之 后 为 开拓 者 提供 一 个 应 对 策略 了 使 得 M = (Mg) * 三 有 两 个 不 相交 的 基 . 如 果 终 结 者 删除 的 g 
REX RX P, 则 开拓 者 取 任意 的 /， 这 样 集合 Xg SMX: gS 不 相交 并 且 生 成 了 M 
因此 ， 可 以 假设 gE Xi. 由 基 交 换 性 得 到 (€ X? ， 使 得 X 二 Xi 一 g 十 /€ B. 现在 ，X 一 /和 Xs 一 / 
在 游戏 C[M“，e) 中 不 相交 ， 并 且 均 不 包含 c. a 


拟 阵 的 交 

在 Edmonds 证 明 拟 阵 交 定理 和 拟 阵 并 定理 之 后 ， 拟 阵 理论 取得 了 突飞猛进 的 发 展 ， 这 为 许多 
著名 的 最 小 -最 大 关系 给 出 了 的 统一 的 表达 形式 ， 这 些 最 小 -最 大 关系 都 是 这 种 统一 表达 形式 的 推 
论 ， 其 中 一 些 最 小 -最 大 关系 在 前 面 的 章节 中 已 经 得 到 了 证 明 . 拟 阵 交 定理 是 组 合 论 中 最 优美 的 定 
理 之 一 ， 它 对 很 多 重要 的 定理 给 出 了 简单 统一 的 证 明 . 

拟 阵 交 定 理 是 两 个 拟 阵 的 公共 独立 集 上 的 一 个 最 小 -最 大 关系 ， 其 中 这 两 个 拟 阵 定义 于 同一 个 
集合 之 上 . 可 以 把 两 个 拟 阵 的 交 看 成 一 个 遗传 系统 ， 但 不 是 拟 阵 . 对 定义 于 同一 个 集合 上 的 多 个 
拟 阵 ， 我 们 使 用 下 标 来 区 分 相应 的 要 素 . 比如 ， 用 B, 表示 M: WEGE. RIH X 表示 X 在 基 
ERA E PANE 

8.2.47 SRE La ARM, Mi, Mi 与 M; 的 交 是 独立 集 族 为 {XSE: XENN 
bts. 

比如 ， 对 于 定义 在 二 部 图 G 的 边 集 上 的 两 个 自然 划分 拟 阵 ， 它 们 的 交 以 G 的 匹配 作为 独立 集 
这 些 匹配 通常 不 会 是 某 个 拟 阵 的 独立 集 ( 见 习题 1 一 2); 因此 ， 贪 心算 法 不 能 够 解决 最 大 -加 权 匹 配 
问题 . 

前 面 讲 过 ， 轿 指 的 是 一 个 元 素 ， 它 可 以 构成 一 个 秩 为 0 的 非 空 集合 . 

8.2.48 定理 ( 拟 阵 交 定理 ，Edmonds[1970]) 对 于 已 上 的 拟 阵 Mi ，Ms: ， 最 大 公共 独立 集 的 大 
小 满足 


maxi| IIE h Nb} = minii OO + re OO]. 
证 明 (Seymour[1976]) 对 于 弱 对 偶 ， 考 虑 任意 T€ n I i XCE. 486 ID X MINX 也 是 公 
共 独 立 集 ，| [| = | INX | + | INX In O0 00. 
为 了 证 明 等 号 成 立 ， 我 们 对 | E! 用 归纳 法 . 当 | E | 一 0 时， 两 端 都 是 0. WR E HEELE 
在 Mi 或 Mp 中 都 是 一 个 团 ， 则 max} I| —0—n OO 762 OO, Hh X m Mi 中 的 所 有 圈 构 成 . 因 
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此 ， 我 们 假设 | E| >0 且 某 个 eEE 在 两 个 拟 阵 中 都 不 是 圈 . $ 上 一 E 一 ,考虑 拟 阵 M1 |F, 
M: | F.Mi. F 和 Mz.F. 

4 k— mini, OO Er OO) 我 们 在 M, 和 Mz rdi T A ERU sr EE. 如 果 这 样 的 集合 不 
存在 WY M, | FF 和 Ms | FHAIR E EB MILF 和 M2. 下 没有 公共 的 独立 一 1 - 集 . 由 归 
纳 假设 和 秩 公式 (定理 8. 2. 43) 得 到 : 

对 于 某 个 XSF,m(CX) 十 m(F 一 X) xk-1 
MFERY CF yn (¥ +e) -1+rn(F-Y+e)—1<k-2 
我 们 利用 (F 一 Y) +e=Y 和 下 一 X=XTe， 将 两 个 不 等 式 相 加 ， 有 
rn O0 + nO E O0 d nO +o tr(Y) 入 24 一 1 

现在 ， 我 们 把 的 子 模块 性 应 用 到 X 和 Y+e 上 ， 同 时 把 rz 的 子 模块 性 应 用 到 Y FX ed. 
为 清晰 起 见 ， 令 U=X+e，V=Y+e， 将 它 代 和 前面 的 不 等 式 得 到 : 

n(X UV) +n(X AV) r(O UO) +r NU) < 2k-1. 

由 于 YND=XUVAR YUD=XTIV， 左 端 是 ri(Z) 十 r2(Z) 的 两 个 实例 之 和 ， 由 于 kSm(Z) 
rz(Z) 对 所 有 ZSE 成 立 ， 从 而 得 到 2:26 —1. 因此 ，MI 和 Me 确 有 公共 的 独立 人 集 . 


此 结果 有 助 于 我 们 限制 最 小 化 的 范围 . 

8.2.49 推论 *EE EJ Mi. Ms， 它们 的 公共 独立 集 大 小 的 最 大 值 是 n OX tre OG eh 
足 如 下 条 件 的 所 有 X. X 上 取得 的 最 小 值 ， 其 中 XIUXz = 已 并 且 每 个 Xi 在 Mi PEAK. 

证 明 AA TERT ri XDS rA). " 

前 面 ， 我 们 已 经 用 其 他 方法 证 明了 拟 阵 相交 定理 的 一 些 特殊 情况 . 我 们 用 不 同 的 方法 证 明了 
Kónig-Egerváry 定理 ， 并 根据 Menger 定理 在 定理 4.2.25 中 证 明了 公共 相 异 代表 系 的 Ford 
Fulkerson EE. 只 要 有 定义 于 同一 集合 上 的 两 个 拟 阵 ， 则 由 拟 阵 交 定 理 可 知 ， 对 于 公共 独立 集 的 
最 大 大 小 必然 有 一 -个 最 小 -最 大 关系 ; 同时 该 定理 还 告诉 我 们 最 终结 果 是 什么 并 提供 了 证 明 方法 

8.2.50 推论 (Konig[1931]，Egervary[1931]) 在 二 部 图 中 ， 最 大 匹配 和 最 小 顶点 禾 盖 具有 相 
BAW. 

证 明 ” 设 局 的 部 集 为 Ul，Us， 由 它们 在 EC(G) 上 诱导 得 出 的 划分 拟 阵 为 M 和 Ma ， 且 匹配 是 
公共 独立 集 . 对 于 Xi ，XzEE， 秩 广 (Xi) 计 算 了 U: 中 关联 到 Xi 内 的 边 的 顶点 个 数 . 因此 ， 如 果 
KUX: =E MAU, 中 的 顶点 来 覆盖 Xi 即 得 到 G 的 一 个 大 小 为 > OGO Hr XOA. 反 
之 ， 如果 Ti U Ts 是 满足 TCU, 的 一 个 顶点 覆盖 ; 令 Xi 是 关联 到 T; 的 所 有 边 构成 的 集合 ; 则 得 
BX) UX ERI ri (Xi) +r X= | Ti | + | Te | «EB X; 在 Mi 中 是 闭 集 . 由 此 得 出 结论 : 

ad (G) = maxl| 11:1 € h N e |= mintn(X)+r(X)} = KG. LI 

LEE GITEN LUDLILIL 

8.2.51 例 ( 横 截 拟 阵 ， 参 见 例 8. 2. 13) 假设 ALU--UAS SE. © G 是 对 应 的 关联 图 ， 其 部 集 为 
E film). 考 虚 XCE. 如 果 | NOO | 过 1Y | 对 某 个 YSX 成 立 ， 则 Y 内 至 少 有 |Y | 一 INOIT 
未 被 浸润 的 元 素 ， 这 些 元 素 同 时 也 在 X 中 . 对 X 应 用 Hall 条 件 , 得 到 7(X)=min{f | X 1 =Y I = 
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INO) |); YEX}( 习 题 SD. 


我 们 还 可 以 得 到 xCX) 另 一 个 表达 式 (参见 Ore[1955). 令 ACD YAn 放 到 图 中 来 看 ， 
AGD — NCGD. 对 [四 用 Hall 条 件 而 不 是 对 王 应 用 Hall 条件， 可 以 将 匹配 大 小 的 最 大 值 写成 ~"(M) 一 
mintm 一 (1J |- IAQ) 1 ): JS[mJ). 为 了 确定 XSE 中 能 够 被 匹配 的 元 素 的 最 大 个 数 ， 我 们 和 


HEX PMR. Mii A rox mini lAQonXI1—1JI +m}. 
NO) J 
Im] 
E 
Ld AQ) 


r(X) 的 第 一 个 公式 用 到 了 巨 的 子 集 的 邻 域 ; 第 二 个 公式 用 到 了 [mo] 的 子 集 的 邻 域 . 习题 53 直 
接 证 明 ( 不 依赖 于 二 部 匹配 的 有 关 结 果 ) 了 第 二 个 公式 是 某 个 拟 阵 的 秩 丙 数 . 关于 横 截 的 进一步 的 材 
料 请 参阅 Mirsky[1971] 和 Lovász-Plummer( 1986 ]. " 

8.2.52 推论 (Ford-Fulkerson[1958]) 集 族 Am (Ai, i. Anf Bm (Bis s Bu) AA 
共 相 异 代表 系 (CSDR) 当 且 仅 当 对 任意 1, Jem] 

(YADA (Y 59] > I t o 

证 明 -- 个 公共 的 部 分 相 异 代表 系 是 由 4 MB (EE. 上 诱导 出 的 两 个 横 截 拟 阵 Mi，M; 中 的 -~ 
个 公共 独立 集 . 为 确定 何 时 才 有 一 个 完整 的 公共 相 异 代表 系 ， 仅 需 将 条 件 OO +r OO m A 
地 重新 表述 为 集 族 中 的 条 件 . 

从 例 8. 2. 51 的 秩 公 式 得 到 : 

n CX) Fr OO = mint laD N Xl- {TI +m}+ mini IBD A X|- [J| +m}. 
Wit. n OO Fr O Dm A X 成 立 ， 当 且 仅 当 : 
[ACD AX I+] BOX X ISl LIH J I mI A X SEMIS E Um] 成立 

给 定 1，J， 考 虑 巨 中 的 - -个 元 素 对 上 述 不 等 式 左 端的 贡献 . ACD 门 B(J) 中 的 任意 元 素 被 计数 
-次 ， 不 管 它 属 于 X 还 是 属于 又 . ACD 一 B(J) 中 的 元 素 被 计数 当 且 仅 当 它 属 于 X, M BUZAN 
中 的 元 素 被 计数 当 且 仅 当 它 属于 X. 因此 ， 当 ACD BLD SX ABC) ~ACDEX 都 成 立时 ， 左 端 
fee J 上 被 最 小 化 . 这 时 ， 左 端的 值 等 于 | ACD BU) | ， 由 此 即 得 Ford-Fulkerson 条 件 。 W 

在 讨论 最 大 二 部 匹配 时 ， 我 们 曾 采用 了 增 广 路 径 方法 ， 这 种 方法 经 推广 后 可 以 用 来 讨论 拟 阵 的 
x. 此 算法 输出 最 大 公共 独立 集 [和 满足 riCX) 十 r2(X) 二 | | 的 一 个 集合 X( 参 见 Lawler[1976]， 
Edmonds[1979] ,Faigle[ 1987). 
拟 阵 的 并 

两 个 拟 阵 的 交 很 少 是 拟 阵 ， 但 通常 情况 下 ， 两 个 拟 阵 的 并 总 得 到 一 个 拟 阵 . 将 这 一 结论 和 一 个 关 
于 秩 丙 数 的 最 小 -最 大 关系 结合 在 一 起 ， 就 构成 了 拟 阵 并 定理 . 拟 阵 交 定 理 和 拟 阵 并 定理 是 等 价 的 ， 
它们 可 以 互相 推导 . Welsh[1976] 首 先 证 明了 拟 阵 并 定理 ; 这 里 ， 我 们 从 拟 阵 交 定理 推导 出 拟 阵 并 定理 . 

8.2.53 EX XT E Ed EMI = Me 它们 的 并 MiU…UMe 是 由 Tu 一 人 TU 
Uh: LERE E Eit HE SIE uA RAM. 对 于 分 别 定义 于 不 相交 集合 El，…，Ek 上 的 遗传 系统 
AM Q--M., ， 它 们 的 直 和 是 集合 EU UE Ed Inc ih U- UL: KEL) RO MER K 5M. 
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Ei, e, Ex EARP AIM ODM 可 以 表达 为 E' 一 Ei1U…U Es 上 的 拟 阵 M;,，…，MA 
的 并 ， 其 中 Mi 是 M, 的 一 个 拷贝 并 将 E' 一 E; 中 的 元 素 作为 图 添 加 到 其 中 . 如 果 任意 M 都 是 一 个 


均匀 拟 阵 ， 则 它们 的 直 和 是 一 个 广义 划分 拟 阵 ， 其 中 El s Er 划分 了 EE 并 且 可 以 找到 正 整 数 
riety re 使 得 :如果 | XNE: | «rs. WXEL 如 果 令 所 有 ri 二 1， 则 广义 划分 拟 阵 就 变 成 了 前 
面 定义 的 划分 拟 阵 . 


8.2.54 命题 “给 定 不 相交 集合 EE ss E, ESAE M; oe. Mi Re MOOM 是 一 个 
We. 

证 明 HFE, +. Ex 两 两 不 相交 ， 任 意 TE 工 与 每 个 下 的 交 均 是 M; 中 的 独立 集 . WEN, 
REIRE! hl >| | ， 则 必 有 某 个 i 使 得 1 NE | > BOE |. 由 于 这 两 个 集合 均 是 
Mi 中 的 独立 集 ， 因 此 可 以 从 Te E; 中 挑选 一 个 元 素来 扩展 石门 己 ， 进 而 下 也 可 以 被 有 中 的 一 个 
TRV. Ast, MOOM: 满足 扩展 性 . LJ 

利用 直 和 ， 我 们 证 明 拟 阵 的 并 总 是 拟 阵 ， 同 时 计算 秩 函 数 . 

8.2.55 定 理 ( 拟 阵 并 定理 一 -Edmonds-Fulkerson[1965]，Nash -Williams[1966]) 如 果 
Mi, cS MEAE EAR BAMA ni. ors re 的 拟 阵 ， 则 它们 的 并 M= Mi U UM, RA BMA CX) — 
mint | X-Y | Xr (Y) dae. 

证 明 ( 选 自 Schrijver[ 待 发 表 ]) 证 明 秩 函 数 的 公式 之 后 ， 我 们 将 通过 验证 M 的 子 模块 性 来 证 
明 它 是 一 个 拟 阵 ,首先 将 计算 秩 函 数 归 约 为 计算 rE). 将 遗传 系统 限制 在 集合 X 上 ， 从 而 有 Imi x = 
(Y X: YE IM) FEI MF YC X RATE rui x OO =r (Y). Wit. M| X= U (Mj | X)， 将 整个 并 
的 秩 公式 应 用 旬 M 1 X 上 即 得 到 rw OO 

考虑 kX | E| 的 网 格 E ,其 中 第 j 列 E) 由 元 素 ejE 巨 的 4 个 拷贝 构成 .我 们 在 已 上 定义 两 个 
拟 阵 Nis No 使 得 N 和 No 的 公共 独立 集 的 最 大 大 小 等 于 M 中 独立 集 的 最 大 大 小 ， 然后 对 NI 和 
No 应 用 拟 阵 交 定理 来 计算 ru(E). 取 已 中 第 ; 行 的 所 有 元 素 构成 集合 已， 在 E! 上 定义 M; 的 一 个 
拷贝 ， 将 这 个 拟 阵 记 为 Mi. 令 Ni WME M D-- DME 的 直 和 ， 令 No 为 E E PIE CE } 诱 导 
得 到 的 划分 拟 阵 . 


|- mi 


aot) 


任意 集合 XE In 均 可 以 分 解 为 子 集 X, € L 的 不 相交 并 ， 因 为 卫 是 遗传 集 族 . 给 定 XE Iu 的 一 个 
分 解 (Xi}， 令 X! 是 X; EE 中 的 拷 员 .由 于 (Xi} 两 两 互 不 相交 ， 故 UXI 在 N。 中 是 独立 的 ， 并 且 
由 XiEL 知道 UX' 在 Ni 中 也 是 独立 的 . 给 定 XE Iu. RITE AE Ds, Nn, 中 构造 了 一 个 大 小 为 
| X | 的 独立 集 UX4. 反之 ,任意 XE I, Ds, REET Duc 中 一 个 大 小 为 | X | 的 集合 的 一 个 分 解 ， 
这 只 需 将 集合 XNE 对 应 回 正 即 可 ， 因 为 No 中 不 允许 同一 个 元 素 的 多 重 拷贝 存在 . 

Bl. r(Ey—max{ | Il: TEIN, mv }. 为 了 计算 它 ， 令 Nis No 的 秩 丙 数 分 别 为 q> m. 
Jt cL ICE 中 Mi WOM, 的 秩 函数 . 我 人 有 a X= Xr X NED, T a KOE E bii 
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贝 位 于 X “内 的 元 素 的 个 数 . 由 拟 阵 交 定 理 得 到 CE) = mini (X) + qe CE - X). 
根据 推论 8. 2. 49， 上 述 最 小 值 在 某 个 集合 X 取 到 ， 并 且 这 个 集合 使 得 E' 一 X 在 N 中 是 闭 
集 . 划分 拟 阵 No 中 的 闭 集 要 么 包含 某 个 元 素 的 所 有 拷贝 ， 要 么 不 包含 该 元 素 的 任何 拷贝 一 一 闭 集 
是 EE 中 若干 个 完整 列 的 并 . MEX, HPE- X f No 内 是 闭 集 ; YCE, Hh Y 内 所 有 元 素 的 
所 有 拷贝 恰 构 成 X'; 于 是 ,gz(E' 一 X') 二 | E-Y 1， 并 且 X 包 含 了 Y 中 所 有 元 素 的 所 有 拷贝 .所 
Phe a XSEX NE) = Er OD. 从 而 我 们 得 到 结论 rE) =min( | ECY | Er 00). 
为 证 明 M 是 一 个 拟 阵 ， 我 们 验证 满足 子 模块 性 . 给 定 X，YSE，r 的 计算 公式 得 到 USX 和 
VEY 使 得 
r(X) 一 | X 一 U | + En); r= | Y-V | c rV). 
由 于 UNVSXNY RUUVCXUY., 我们 还 有 
r(XnY 和 1CXn 一 Unv) | +UnCUNV); 
r(XUY)< | (XUY)— (UUV) | Er (UUV). 
对 ri 应 用 各 自 的 子 模块 性 ， 结 合 下 图 ， 由 上 述 不 等 式 得 到 (XNY) 十 rCXUY)<rCX) +rY). 


OS") 


IOnmpo-qínvo!i-ixaup-queoi-IXx-uitiY-vi L] 


应 用 拟 阵 交 定理 2 时， 我 们 要 求 Ni 是 一 个 拟 阵 ， 这 又 要 求 {Mi}) 均 是 拟 阵 . 因此 ， 这 个 秩 公式 
对 任意 遗传 系统 的 并 都 有 效 . 

由 拟 阵 并 定理 可 以 得 到 背包 问题 和 覆盖 问题 中 最 小 -最 大 关系 的 简短 证 明 . 在 下 面 的 每 个 公式 
中 ， 优 化 子 集 均 是 闭 集 ， 因 为 将 X 替换 为 c(X) 之 后 会 使 分 子 增 大 但 不 改变 分 母 最初， 对 这 些 关 


于 图 的 推论 的 证 明 均 特别 困难 . 
8.2.56 推论 ( 拟 阵 复 盖 定理 一 一 Edmonds[1965b]) 在 巨 上 的 无 环 拟 阵 M 中 ， 并 为 巨 的 独立 集 


并 不 


4 
nannaa [o] 

证 明 $M, = M 为 E 上 M 的 拷贝 集合 E 是 M 中 个 独立 集 的 并 集 当 且 仅 当下 是 
M'=M U-- UM, 的 独立 集 . 根据 拟 阵 并 定理 , CDS E| SRF ILE) = IYI + one 
HE | 对 任意 YC 尼 成 立 . 由 于 ri(Y) 二 r(Y) 对 所 有 i 均 成 立 ， 从 而 得 到 结论 : E 是 个 独立 集 的 并 


"BC kr (Y)> LY | 对 所 有 YSE 成 立 . e 
8.2.57 推论 (Nash-Williams[1964]) MAB G 的 所 有 边 所 需 森 林 的 最 小 个 数 (图 的 戎 度 ) 是 


eOD 
mee | nCH)—1 | 
证 明 (Edmonds[1965b]) 对 M(G) 应 用 推论 8. 2. 55， 立 即 得 到 上 述 结论 . 最 佳 下 界 在 连通 诱导 
FA H( 对 应 于 M(G) 的 闭 集 ) 上 取得 . a 


应 该 是 “ 氢 阵 并 定理 " ，- 译 者 注 
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8.2.58 推论 ( 拟 阵 填充 定理 ”一 Edmonds[1965c]) 给 定 忆 上 的 一 个 拟 阵 人 M， 两 两 互 不 相交 的 


« | {EL-1 x] 
基 的 最 大 个 教 等 于 、min pacea ! 


sn Xen 


EM RAE WAL 个 两 两 不 相交 的 基 当 且 仅 当 E 上 M 的 人 个 拷贝 Mi ，…，Mt 的 并 M 满足 


7(E) 之 kr(E). 根据 拟 阵 并 定理 ， 要 求 | Ei 一 1Y | 十 ri(Y) 之 kr(E) 对 所 有 YSE 成 立 . 由 于 
ri(Y7)=r(Y) 对 所 有 i 成 立 ， 因 此 得 到 : 存在 个 两 两 不 相交 的 基 当 且 仅 当 | E] |Y | 之 k(x(e)- 
r(Y)) 对 任意 YSE 成立. a 


8.2.59 推论 (Nash-Williams[1961]，Tutte[1961a]) GAL 棵 两 两 间 无 公共 边 的 生成 树 当 且 
仅 当 对 于 任意 顶点 划分 P， 至 少 存在 k( | P| 一 1) 条 边 使 得 它们 的 端点 位 于 了 的 不 同 集合 中 、 

证 明 (Edmonds[1965c]) 我 们 可 以 假设 G 是 连通 的 . 对 M(G) 应 用 推论 8. 2. 58 ， 必 须 确定 何 时 
1 已 | 一 |XI>ACr(CE) 一 r(X)) 对 任意 闭 集 X 成 立 . 闭 集 对 应 于 V(G) 的 一 种 顶点 划分 ， 巾 这 种 划 
分 中 各 个 集合 诱导 的 子 图 均 是 连通 的 . 对 于 每 一 个 这 样 的 划分 Wi，…，YVYe， 相 应 的 闭 集 X 是 
UE(GL[V,; D E fX n—p. 由 于 1E1 一 | XX| 计算 了 介 于 该 划分 中 集合 与 集合 之 间 的 边 的 条 数 
并 且 r(E) 一 r(X) 宇 p 一 1， 因 此 图 G 有 上 棵 两 两 间 无 公共 边 的 生成 树 当 且 仅 当 条 件 成 立 . a 
习题 
8.2.1 (一 ) 找 出 一 系列 顶点 -加权 图 ， 使 得 其 中 稳定 集 的 最 大 权 值 与 用 贪心 算法 找到 的 稳定 集 的 权 

值 的 比 是 任意 大 的 . 由 此 说 明 一 个 图 的 稳定 集 不 一 定 是 某 个 拟 阵 的 独立 集 . 
8.2.2 (一 ) 刻 而 下 面 这 种 图 的 特征 ， 其 稳定 集 构成 定义 于 顶点 集 上 的 一 个 拟 阵 的 独立 集 . 
8.2.3 (一 ) 证 明 ， 任意 划分 拟 阵 均 是 一 个 横 截 拟 阵 . 
8.2.4 ”修改 贪心 算法 来 得 到 一 个 算法 ， 以 找 出 (并 证 明 ) 各 个 元 素 的 权 值 均 为 任意 实数 (不 一 定 非 
负 ) 的 拟 阵 中 的 最 大 权 值 独立 集 . 
刻画 下 面 这 种 图 的 特征 ， 其 所 有 匹配 构成 定义 于 边 集 上 的 一 个 拟 阵 的 独立 集 族 . 
(1 确定 哪些 均匀 拟 阵 是 可 图 解 的 . 刻画 环 拟 阵 是 均匀 拟 阵 的 这 种 图 的 特征 ~ 
(0 确定 哪些 划分 拟 阵 是 可 图 解 的 . 刻画 环 拟 阵 是 划分 拟 阵 的 这 种 图 的 特征 ， 
仅 用 线性 相关 性 证 明 ， 向 量 拟 阵 满足 诱导 回路 性 质 ， 即 在 线性 无 关 的 向 量 集合 中 添加 一 个 
元 素 最 多 产生 一 个 极 小 线性 相关 集合 . 
8.2.9 将 划分 拟 阵 M 中 的 回路 表达 成 相应 二 部 图 G 的 形式 . 只 使 用 二 部 图 的 性 质 ， 证明，M 满足 
弱 消 除 性 . 
8.2.10 4 MOJEM G 的 环 拟 阵 ， 令 &CX) 是 边 集 为 X 的 生成 子 图 Gx 中 连通 分 量 的 个 数 ， 所 以 ， 
1X) —n—kOO. 4 U fü V 分 别 为 Gx 和 Gy 中 连通 分 量 构 成 的 集合 SH BT US 
V- 二 部 图 ， 其 中 u*v 仅 当 w，v 对 应 的 连通 分 量 相交 . 
a) 用 ACX)，kCY) 和 A(CXUY) 这 几 个 数量 将 H 中 顶点 数 和 连通 分 量 数 表达 出 来 ; 证 明 : 
k(XNY Se HD. 
b) 不 用 拟 阵 的 其 他 性 质 ， 根 据 (a) 证 明 MCG) 的 子 模块 性 . (Aigner[1979]) 
利用 Kanig-Egerviry 定理 ， 直 接 证 明 横 截 拟 阵 的 阶 函 数 满足 子 模块 性 . 
令 口 是 一 个 有 向 图 其 中 有 源 点 s 和 接收 点 :+ 且 s， 是 不 同 的 . 令 EVD) 4s 1). 对 
于 XCE, 令 (XE SUX BX Ur MMAR. 证 明 : "满足 子 模块 性 . 
8.2.13 (一 ) 对 于 遗传 系统 中 的 任意 元 素 x+， 证 明 下 面 等 价 的 性 质 刻画 了 图 的 特征 - 
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a)r(x) =0. 

brE Ø). 

cx 是 一 个 回路 . 

dx BR FETE . 

e) 包 含 工 的 任意 集合 都 不 是 独立 的 . 

Dr MER XCE WERFEN. 

(一 ) 证 明 下 列 刻 画 并 行 元 素 特征 的 命题 等 价 ， 假 设 Ay 并 且 均 不 是 圈 . 

a)r(z，y) 一 1. 

bir, y)€c 

crEa(y)，yEo(r)，r(r) 一 r(y) 一 1. 

并 且 证 明 : MR r, y 是 并 行 元 素 且 zxEo(X)， 则 yE). 

(一 ) 在 已 上 的 一 个 拟 阵 中 ， 假 设 OO =r XN YM X, YCE RX. WEH: XUY) = 

CY). 逆 命 题 成 立 吗 ? 

设 M 为 已 上 的 一 个 具有 非 负 权 值 的 遗传 系统 ， 直 接 证 明 : 如 果 M 满足 ( 引 理 6. 2. 33 中 论 

述 的 ) 基 交换 性 (B) ， 则 贪心 算法 总 生成 最 大 权 值 的 基 . 

另 一 套 拟 阵 公理 , 4 M 是 一 个 遗传 系统 . 在 M 中 直接 证 明 下 面 的 蕴涵 关系 . 

a) (一) 子 模块 性 (R) 蕴 涵 着 弱 吸 收 性 (A). 

b) 强 吸收 性 (A') 蕴 涵 子 模块 性 (R) (不 使 用 一 致 性 ). (提示 : 对 XAY | 用 归纳 法 . ) 

0) 基 交换 性 (B) 蕴 涵 诱 导 回路 的 唯一 性 (]). 

d) (一 ) 诱 导 回路 的 唯一 性 (J) 北 涵 弱 消除 性 (C). 

@) 诱 导 回 路 的 唯一 性 (J) 蕴 涵 扩 展 性 (1D). (提示 利用 ]， 通 过 对 | 了 一 12 | 用 归纳 法 得 出 扩 
展 性 .) 

证 明 ， 遗传 系统 是 拟 阵 当 且 仅 当 它 满足 "极端 弱 " 的 扩展 性 : 如果 了 ，12 E1 且 满足 | 有 | > 
Ih |I hob | =1, 则 卫 十 eE€1 对 某 个 e€ I — I Ri . (Chappell 1994a}) 

(一 ) 设 M 是 已 上 的 一 个 拟 阵 ， 并 固定 ACE. 从 I 中 删除 与 A 相交 的 集合 得 到 1'. 证 明 : 

了 是 下 上 某 个 拟 阵 的 独立 集 族 . 

对 EE 上 的 一 个 拟 阵 ， Bit eg BEB. 令 C(e，B) 是 B+e 中 的 唯一 回路 . 

ait F e€ B. WEH: 8B 一 /+e 是 一 个 基 当 且 仅 当 / JR TF CC, B). 

b) 对 于 eECEC, WEH: C=C(e，B) 对 某 个 基 BRI - 

C Bi, Bo 是 拟 阵 的 基 , H | BAB: | =2. HER, 存在 唯一 的 回路 C 使 得 Bi 人 Bz 壬 

CSB Ube. 

(一 ) 令 Bi B: 是 拟 阵 M 的 基 . 给 定 Xi CE Bi. WEH: 存在 X; C Be 使 得 (Bi 一 XUX2 

和 (Bs 一 X2)U Xi 都 是 M 的 基 . (Greene[1973]) 

(DA Bl Be 是 拟 阵 M 中 的 两 个 不 同 的 基 

DE GER—TB. BE. 其 中 ec Bi 与 SE B; 相 邻 仅 当 Bz 十 e 一 /EB. EH: G 有 一 
个 完美 匹配 . 

b) 由 (a) 得 出 结论 ， 存 在 一 个 双 射 +， Bi > Be 使 得 集合 Be 一 x(e) 十 e M 的 一 个 基 对 任意 
eE Bir. 


(373 


(374) 
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8.2.24 (04 Bı, B» 为 拟 阵 M 的 两 个 不 同 的 拟 阵 . 
a) 证 明 : 对 任意 eE Bi 均 存在 fC Bo 使 得 Bl 一 e 十 / 和 Bs 一 /十 e 是 基 ( 提 示 : 利用 结合 
性 . 注意 : 这 推广 了 习题 2. 1. 34). 
b) 利 用 环 拟 阵 MK), 证明: 可 能 没有 双 射 + Bi > Be 使 得 e。 和 /二 x(e) 对 所 有 cE Bi 满 
足 (a). 
8.2.25 (一 ) 对 于 巨 上 一 个 拟 阵 M， 其 中 1 己 | 一 r(E) 个 回路 构成 的 集合 形成 一 个 回路 基本 集 ， 如 
果 可 以 将 元 素 排序 为 e: rs en 使 得 Ci 包含 er(B+i 但 不 包含 下 标 更 大 的 元 素 . WEH: 任 
意 拟 阵 均 有 一 个 回路 基本 集 . CWhitney[ 1935 D 
8.2.26 (一 ) 给 定 & 个 不 同 的 回路 {C;}， 其 中 任意 回路 均 不 含 于 其 他 回路 的 并 中 ， 再 给 定 一 个 满足 
[XI <k 的 集合 X. 证 明 ， [jc 一 X 包 含 一 个 回路 .C(Welsh[1976]) 
8.2.27 (十 ) 对 于 遗传 系统 ，| CUC: | 用 归纳 法 直接 证 明 : 弱 消 除 性 蕴涵 了 强 消除 性 , (Lehman 
[1964]) 
8.2.28 (1) 加 权 独 立 集 的 最 小 -最 大 关系 . 邻 M 为 E 上 的 一 个 拟 阵 ， 其 中 任意 eEE 均 有 非 负 整数 
权 值 w(e). 令 A Kil Fix fee X; C Xo C foi SE. 任意 eEE 至少 在 该 链 中 的 
zw(e) 个 集合 内 出 现 (集合 可 以 在 链 中 重复 ). 用 贪心 算法 证 明 
max Dwle) = min Dr(X). 
8.2.29 (~) rMo 分 别 是 拟 阵 的 阶 函 数 和 生成 两 数 . WER: rOO — mint |Y |: YOX, oY) = 
a X)). 
8.2.30 证明 ， 阶 为 r 的 一 个 拟 阵 至 少 有 2” 个 闭 集 . (1.azarson[1957]) 
8.2.31 证 明 ， 一 个 拟 阵 是 简单 的 当 且 仅 当 : 1) 任 意 元 素 均 不 会 在 每 个 超 平面 中 出 现 ，2) 对 任意 两 
个 不 同 的 元 素 ， 存 在 某 个 超 平面 恰 包 含 其 中 一 个 元 素 . 证 明 : 这 两 个 条 件 也 是 一 族 集合 
为 某 个 简单 拟 阵 的 超 平面 集合 的 充分 条 件 . 
8.2.32 证 明 : 在 一 个 拟 阵 中 ， 一 个 集合 是 亚 基 当 且 仅 当 它 基 一 个 超 平面 . 
8.2.33 ”利用 验 消 除 性 来 刻画 何 时 一 个 集 族 才 可 能 成 为 某 个 拟 阵 的 超 平面 族 . 
8. 2. 34 ”证 明 ， 拟 阵 的 闭 集 均 是 若干 个 余 回 路 的 并 集 的 补 集 . 
8.2.35 i X EWE M 中 的 一 个 闭 集 . 
04 Y RAF X bi. HrOD-rO0-—1. EW. M 有 一 个 超 平面 使 得 Y=XNH 
(提示 给 定 Y 的 一 个 极 大 独立 子 集 Z， 用 eEX 将 它 扩展 为 一 个 基 B， 并 令 H=o(B 一 人 )). 
b) 证 明 : X 是 rCM) 一 r(X) 个 不 同 的 超 平面 的 交 . 
8.2.36 在 拟 阵 中 ,证 明 闭 集 的 下 列 性 质 - 
a) 两 个 闭 集 的 交 是 闭 集 . 
b) 一 个 集合 的 生成 子 空 间 是 包含 该 集合 的 所 有 闭 集 的 交 ( 注 : 因此 ，c(X) 是 包含 X 的 唯一 
-个 极 小 闭 集 ). 
c) 两 个 闭 集 的 并 不 一 定 是 闭 集 . 
8.2.37 证 明 : M+ X RAWAM HX 是 闭 集 . 
8.2.88 (1) 拟 阵 中 的 基 和 余 回路 


a) 证 明 : 如 果 。 属 于 拟 阵 M (3E B. WM PRA TRY B e 相交 的 余 回 路 并 且 它 包含 
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8.2.46 


8.2.47 
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Te. 

b) 利 用 (a) 证 明 : 如 果 C 是 拟 阵 M 的 一 个 回路 ， 且 z+，y 是 C 的 两 个 不 同 的 元 素 ， 则 有 一 
个 余 回 路 C* EC 使 得 C* 1C— ix, y}. (Minty[1966]) 
OM: 为 什么 (b) 对 于 环 拟 阵 是 平凡 的 . 
(一 ) 证 明 : 简单 拟 阵 ( 没 有 圈 和 并 行 元 素 ) 的 对 侦 不 一 定 是 简单 的 . 确定 一 个 集合 在 拟 阵 中 
能 否 既 是 回路 又 是 余 回 路 . 
(DD 利用 拟 阵 对 偶 的 对 偶 性 证 明 连 通 平面 图 的 欧 拉 公式 . 
证 明 ， 在 拟 阵 中 先进 行 限制 操作 再 进行 收缩 操作 得 到 的 子 式 也 可 以 通过 先进 行 收缩 操 作 再 
进行 限制 操作 得 到 . 特别 地 ， 如 果 M 是 下 上 的 一 个 拟 阵 ， 且 YOXCE, iE: (M | X).Y= 
(M. X=Y) | Y 和 (M. X) | Y=(M | X=Y).Y. 
(1 利用 对 偶 性 和 拟 阵 的 限制 操作 ， 证 明 : rw ROO = rm XUF) 7 ru (P. 并 且 ， 直 接 导 
出 上 述 公 式 ， 这 只 需 证 明 : X 在 M. 下 中 是 独立 的 当 且 仅 当 将 XX 添加 到 下 中 会 使 得 阶 增 大 
1X]. 
WEB). 环 拟 阵 MCG) Je G 的 顶点 -边关 联 和 矩阵 Zo 上 的 列 拟 阵 . (因此 ， 任 意 可 图 解 拟 阵 均 是 
-元 拟 阵 ). 
Tutte[1958] 证 明了 一 个 拟 阵 是 二 元 的 当 上 且 仅 当 它 没有 U2,4 - 子 式 . 

1-0 X 3 
ou. mm( o, 
b) TEM: Uzat Zo 上 无 法 表示 . 
证 明 下 列 三 个 操作 保持 了 G 的 环 拟 阵 . 


) 在 为 上 表示 了 Ua. 


a) Hf G 分 解 成 为 块 B, ，…，Bk， 再 将 这 些 块 重新 组 装 成 块 为 Bl ，…，B 的 另 一 个 网 G 
Vot G 的 具有 -MAMIR ye BH, 将 B 一 {z， 中 的 一 个 连通 分 量 中 工 和 >》 的 相 
邻 顶点 互 换 , 


中; 添加 或 者 删除 孤立 项 点 . 


D: ENSE: ENA 


GE: Whitney 的 2- 同 构 定理 [1933b] 指 出 : GA H 有 相同 的 环 拟 阵 当 且 仅 当 存 在 上 述 这 几 
种 操作 的 一 个 序列 将 G PMH. 因此 ,任意 3 连通 可 平面 图 只 有 一 个 对 偶 ， 这 说 明 本 质 
上 它 只 有 一 个 平面 做 入 . 也 可 以 参见 Kelmans[1980]. ) 

构造 一 个 没有 孤立 点 的 图 使 得 它 的 抽象 对 偶 不 是 这 个 图 的 几何 对 偶 ( 提 示 : 考虑 习题 
8. 2. 45 中 的 操作 ). (Woodall 在 Welsh[1976] 一 书 中 出 现 于 p91-92) 

拟 阵 基 图 是 与 一 个 拟 阵 对 应 的 一 个 图 ， 其 中 拟 阵 的 每 个 基 对 应 图 中 的 一 个 顶点 ， 两 个 基 相 
邻 仅 当 这 两 个 基 的 对 称 差 的 大 小 为 2. 证 明 : 任意 拟 阵 基 图 有 一 个 生成 环 ， 并 在 可 图 解 拟 
阵 和 均匀 拟 阵 中 解释 这 个 结论 (提示 : 使 用 收缩 操作 和 限制 操作 进行 归纳 ， 可 以 从 任何 一 
条 边 开始 均 得 出 生成 环 ). (Holzmann-Harary[1972]，Kung[1986，p72]) 

利用 线性 规划 的 弱 对 偶 性 来 证 明 拟 阵 交 的 弱 对 偶 性 ;| | <n CX) +r XE TE 
LL XCEL. (提示 : 考虑 在 注 记 8. 1. 7 中 对 线性 规划 对 偶 对 的 讨论 . ) 
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B Mi. M: 是 EE 上 的 两 个 拟 阵 . 

a) 证 明 : 在 Mi 和 M2 中 均 是 生成 集合 的 巨 的 子 集 的 最 小 顶点 数 是 max(ri CE) rn (X) F 
rj (E) ~r2(X)). 

b) 利 用 (a) 证 明 : HE BE AG DOS EY REN., A aT Aa U eB He ds SF 
没有 边 的 最 大 顶点 数 . (König 的 “其 他 "定理 ) 

中 由 (a) 证 明 : 公共 独立 集 的 最 大 顶点 数 加 上 公共 生成 集合 的 最 小 顶点 数 等 于 n CE) + 
ro CE). 特别 地 ， 得 出 二 部 图 的 Gallai 定理 : 在 没有 孤立 顶点 的 二 部 图 中 ， 最 大 匹配 的 大 
小 加 上 着 盖 顶 点 所 需 的 最 小 边 数 等 于 顶点 数 . 

利用 拟 阵 交 定 理 证 明 : 在 G 的 任意 无 环 定向 中 ， 最 多 用 a(G) 条 两 两 不 相交 的 路 径 就 可 以 

Bi NC HE: 这 是 定理 8. 4. 33 在 无 环 有 向 图 中 的 特殊 情况 ). (Chappell 1994b]) 

(一 ) 令 M 是 由 集合 Ai，…，4w 在 E=UA; 上 诱导 得 出 的 模 截 拟 阵 ,利用 二 部 疼 中 关于 

匹配 的 Hall 定理 得 出 阶 函 数 r(X)=min{ | X| -CEY | 一 | NY) 1)}. 

AG 是 没有 孤立 顶点 的 上 ，[m] -二 部 图 . 对 于 XEE, 令 r(X)=min{ | NODnX1 一 

[J | +m: J 人 [mj}). 证 明 下 列 条 件 对 X 等 价 . 

A) Hall 条 件 成 立 ( | NCS) | > | S| 对 任意 SSX 成 立 ). 

Bri OSX). 

C)X 被 G 中 的 某 个 匹配 浸润 . 

COR. 证明 B=>C 要 用 到 一 些 路 径 ， 这 种 路 径 起 始 于 未 被 特定 匹配 温润 的 项 点， 并 且 在 该 

匹配 的 边 和 不 在 该 匹配 中 的 边 之 间 交 错 )、 

(DA G RF DUE BUS E» Dm] -二 部 图 . 对 于 XCE RJ Cn]. * K(X, D= 

INCDAX| =| J). rOO —min(gC X, J+ mi JEn). WR OX) m OG D 3 

m， 则 我 们 称 J 是 X- 最 优 的 . 

a) 证 明 :; rCZ 0. Hr X<r(X+e<r(X) +1. 

b) 证 明 : -满足 弱 吸收 性 . 

证 明 ， 横 截 拟 阵 的 并 和 限制 都 是 横 截 拟 阵 ， 但 是 横 截 拟 阵 的 收缩 和 对 偶 却 不 一 定 是 横 截 

m". 

群 联 拟 阵 . + D 是 一 个 有 向 图 ，F, E 是 V(D) 的 子 集 .E 上 由 DD， 下 诱导 得 出 的 群 联 拟 阵 

是 由 1 二 1XCSE: 存在 1X1 条 从 下 到 XX 的 两 两 不 相交 的 路 径 } 定 义 的 传递 系统 ; 等 价 地 

说 ，r(X) 是 两 两 互 不 相交 的 下 ，X- 路 径 的 最 大 条 数 . 

a) 验 证 ， 每 个 横 截 拟 阵 均 是 群 联 拟 阵 

b) (二) 证 明 ; 任意 群 联 拟 阵 均 是 拟 阵 (提示 : 使 用 Menger 定理 验证 子 模块 性 ， 也 可 以 验证 
扩展 性 ， 但 证 明 过 程 要 长 一 些 ). (Mason[1972]) 

严格 群 联 拟 阵 . O DHARE, F, ERD 的 顶点 集 的 子 集 ，M 是 EE 上 由 DD,， 下 诱导 得 出 

的 群 联 拟 阵 (习题 8. 2. 55). 如 果 E BAT D 的 所 有 顶点 ， 则 称 这 个 群 联 拟 阵 是 严格 群 联 拟 

BE. 证 明 : 拟 阵 是 严格 群 联 拟 阵 当 且 仅 当 它 是 模 截 拟 阵 ( 提 示 : 利用 把 -顶点 有 向 图 对 应 

为 2n- 顶 点 二 部 图 的 那个 自然 对 应 关系 ). (Ingleton-Piff[1973]) 

(一 ) 由 于 两 个 拟 阵 的 并 仍 是 拟 阵 ， 故 应 该 有 一 个 对 偶 操作 得 到 该 拟 阵 的 对 偶 . 给 定 生 成 集 

HEH Si, So 的 两 个 拟 阵 Mi, Me, $ Mi AM 为 生成 集 族 是 {Xi1 OX: XES, XE 
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52) 的 遗传 系统 . 证 明 : MI A Me 是 拟 阵 (Mr UM? ) 
8.2.58 PIRRE. 
ait M 是 巨 上 的 一 个 拟 阵 ，4 一 {Al ，…，Aw} 是 巨 上 的 一 个 集 族 . 令 M' 为 [mJ 上 的 一 个 遗传 
系统 ， 其 独立 集 是 横 截 属于 Iv 的 A 的 子 集 . WEH: M 是 阶 函 数 为 ”(X) 一 min{ | X 一 Y | 十 
r(A(Y))) 的 拟 阵 . B 
DRE, FARRAR, SEME BF 的 函数 . 对 于 XCE, > /(X) 是 XX 的 像 集 . OME 
E Ef) — UME, MEF thlws iOO: XE lw) 定 义 的 遗传 系统 .证明 : M' 是 拟 
BE. 另外 ,证明 如 果 了 是 满 射 ， 则 lOO m min | X 一 Y | Er 1 QJ. 
8.2.59 用 拟 阵 直 和 和 习题 8. 2. 58 来 证 明 拟 阵 并 定理 . 
8.2.60 (DEH: E KHEM 和 Mo 中 的 公共 独立 集 的 最 大 顶点 数 为 rw yu; CE) yy (E). 
由 此 ,将 拟 阵 并 定理 应 用 到 M; UM? 上 来 证 明 拟 阵 交 定 理 ( 注 : 这 样 ， 这 两 个 定理 是 等 


价 的 ). 
8.2.61 邻 GG 是 -个 -顶点 加 权 图 ，El 、…，E，; 将 E(G) 划 分 成 n 一 1 个 集合 . 是 否 存在 多 项 式 
时 间 算 法 来 计算 ETR E, 中 恰好 有 一 条 边 的 最 小 权 值 生成 树 ? 


8.2.62. (1) 利 用 有 不 棵 两 两 间 无 公共 边 的 生成 树 的 图 的 特征 (推论 8. 2. 59)， 证 明 : 任意 2k- 边 - 连 
通 图 有 A 棵 两 两 间 无 公共 边 的 生成 树 . 对 每 个 4， 给 出 一 个 没有 A+ 1 棵 两 两 间 无 公共 边 的 
生成 树 的 24- 边 连通 图 . (Nash-Williams[1961]) 

8.2.63 给 定 巨 上 的 拟 阵 Mi ，…，Mt ， 拟 阵 划分 问题 是 确定 输入 集合 XECE 是 否 可 以 划分 成 集合 
Tye tre Te B Let. 

a) 利 用 拟 阵 并 定理 证 明 : X 是 可 划分 的 当 且 仅 当 | XY | + Uri (YD 

YC X 成 立 , 并 证 明 所 有 极 大 可 划分 集 均 是 最 大 可 划分 集 . 
be M 为 拟 阵 M 的 上 个 拷贝 的 并 ， XX 是 一 个 最 大 可 划分 集 . 证 明 ， 信 在 不 相交 的 集 
&F. F,C Xff fF, } CI AX Gol Fi) m oC. 


|X 1 对 任意 


8.3 Ramsey 理论 

"Ramsey 理论 "是 对 大 结构 进行 划分 的 研究 . 典型 的 研究 结果 是 表明 某 种 特殊 的 子 结构 必然 会 
出 现在 划分 的 某 个 类 之 中 . Matzkin 将 这 种 现象 表述 为 “完全 无 序 是 不 可 能 的 1”. 我 们 考虑 的 对 象 仅 
仅 是 集合 和 数字 ， 所 使 用 的 技术 基本 上 就 是 归纳 法 . 

Ramsey 理论 推广 了 合集 原理 ， 后 者 本 身 就 是 研究 集合 的 划分 . Ahi, FRAT ETE I IS HO, 
并 证 明 Ramsey 理论 ， 然 后 集中 讨论 图 中 的 Ramsey 类 型 问题 ， 最 后 ， 我 们 讨论 关于 三 角 剖 分 标记 
的 Sperner 引 理 ， 同 Ramsey 定理 一 样 。 该 引 理 也 确保 了 特定 子 结构 的 必然 出 现 . 
15 EA REESE 

LITT TIUERWULIME T IGMLEUITUILROEIE WESRAND R A 
一 个 类 至 多 有 Lm/nl 个 对 象 ). 这 是 下 面 这 个 命题 的 离散 化 说 法 : 任意 数 集 包含 一 个 至 少 与 平均 数 一 
样 大 的 数 (另外 还 包含 一 个 至 少 与 平均 数 一 样 小 的 数 ). 尽管 涉及 的 概念 非常 简单 ， 但 其 应 用 却 博大 
精深 .难点 在 于 如 何 定义 一 个 划分 问题 并 将 它 与 目标 应 用 关联 起 来 . 为 此 ， 我 们 给 出 4 个 例子 对 此 
进行 说 明 . 
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8.3.1 命 题 在 6 个 人 中 ,要 么 能 找到 3 个 相互 认识 的 人 要 么 能 找到 3 个 相互 不 认识 的 人 . 

证 明 (习题 1. 1. 29) 用 图 论 的 话 讲 ， 就 是 要 求 我 们 证 明 : 对 具有 6 个 顶点 的 任意 简单 图 G， 要 
么 G 中 存在 一 个 三 角形 要 么 G 中 存在 一 个 三 角形 . 任意 项 点 z 在 G 中 的 度 与 它 在 G 中 的 度 之 和 为 
5， 故 合集 原理 表明 了 这 两 个 度 之 一 至 少 是 3. 

由 对 称 性 ， 可 以 假设 do GO 273. 如 果 工 有 两 个 相 邻 顶点 是 邻接 的 ， 则 这 两 个 顶点 与 x 一 起 构成 
一 个 含 于 G 内 的 三 角形 ; 否则 ，z 的 三 个 相 邻 顶点 在 G 中 构成 三 角形 . 


8. 3. 2 定理 (Graham-Entringer-Székely[1994]) 如 果 工 是 & 维 立方 体 Qt 的 一 棵 生成 树 ， 则 Q 
中 存在 一 条 位 于 了 之 外 的 边 使 得 将 它 添加 到 了 中 将 会 形成 一 个 长 度 至 少 是 24 的 环 ， 

证 明 对 于 Qe 的 每 个 顶点 w( 巾 一 个 二 进 制 4 元 组 来 表示 )， 存 在 一 个 补 项 点 雯 ， 其 & 元 组 的 每 
个 分 量 均 不 同 于 的 上 元 组 的 相应 分 量 . 在 中 ， 存 在 唯一 一 条 wv，v -路 径 ; 将 其 第 一 条 边 定向 使 
得 它 指向 ,由 于 n(Q) = CD 二 1， 根据 鸟巢 原理 ， 对 每 个 顶点 完成 上 述 操作 将 会 使 得 某 条 边 被 定 
向 两 次 . 

由 于 边 wu 有 两 个 方向 ， 一 个 指向 x 另 一 个 指向 w， 因 此 我 们 知道 在 工 中 v 位 于 w，v- 路 径 上 且 
4 位 于 v， v-Mit E. 因此 ， 在 中 uw，v -路 径 和 v，w- 路 径 没 有 公共 顶点 ; 并且 因 为 Q 中 顶点 与 
其 补 顶 点 之 间 的 距离 是 &， 因 此 这 两 条 路 径 的 长 度 均 至 少 是 一 1. 最 后 ,在 Q er MT o'er 
v， 将 这 条 边 添加 到 T 中 就 可 以 得 到 一 个 长 度 至 少 为 2k 的 环 . 


pa v LJ 


定理 8. 3. 2 表明 ，Q 的 任意 最 小 生成 树 的 直径 至 少 是 26 LC Graham- Harary( 1992). 

8.3.3 定理 (Erd6s-Szekeres[1935]) 每 一 个 有 多 于 à 个 不 同 数字 的 序列 都 有 一 个 长 度 大 于 
的 单调 子 序列 . 

证 明 Sasa, e, ant BRNE. 给 每 个 位 置 分 配 一 个 标记 (zt，%)， 其 中 zh 是 结 
HOF wk 的 最 长 递增 子 序列 的 长 度 ，w 是 结束 于 ak 的 最 长 递减 子 序 列 的 长 度 . 如 果 a 没有 长 度 为 
十 1] 的 子 序列 ， 则 zk 和 ys 不 会 超过 mw， 从 而 只 有 n? 个 可 能 的 标记 . 

由 于 已 知 序列 的 长 度 为 n t1, RE, HERATA: 必然 有 两 个 标记 是 相同 的 .如果 “ 的 
元 素 各 不 相同 ， 则 这 是 不 可 能 的 . 如 果 i<j Haaj, WIE aj 追加 到 以 as 结尾 的 最 长 递增 子 
序列 中 . 如果 <j 且 wi>w ， 则 可 以 把 w 追加 到 以 w 结尾 的 最 长 递减 子 序列 中 (定理 的 推广 参见 
习题 5. 1. 43). a 

ren ee Ga: es 359 E, cg. (6. 53: 30 
mo: Pd 12 13 220 2,2 2,8 3,0 3.2 3,3 44d 

8.3.4 定理 (Graham-Kleitman[1973]) 用 不 同 整数 来 随意 标记 ECK,) 中 的 边 ， 则 存在 一 条 长 
度 至 少 为 mn 一 1 的 这 并 且 沿 这 条 迹 行进 时 各 边 的 标记 是 严格 递增 的 
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ERA ”我 们 给 每 个 顶点 分 配 一 个 权 值 ， 这 个 权 值 等 于 以 该 顶点 为 终点 的 最 长 递增 迹 的 长 度 .如 
果 能 够 证 明 这 个 权 值 之 和 至 少 为 n(n 一 1)， 则 由 铝 巢 原理 即 可 得 到 一 个 有 足够 大 权 值 的 顶点 ， 问 
题 在 于 如 何 计算 这 些 权 值 以 及 这 些 权 值 之 和 . 

我 们 从 平凡 图 开始 ， 依 次 将 所 有 边 添加 进来 ， 最 后 得 到 Ku. 在 每 个 步骤 中 ， 更 新 各 个 顶点 的 
权 值 以 及 所 有 权 值 之 和 . 所 有 项 点 的 权 值 在 开始 时 都 是 0. 如 果 下 一 条 边 连接 了 两 个 权 值 均 为 ;的 顶 
点 ， 则 这 两 个 顶点 的 权 值 都 将 变 成 i 十 1. 如 果 下 一 条 边 连 接 了 权 值 分 别 为 i 和 j 的 顶点 且 i<j， 则 
这 两 个 顶点 的 权 值 将 变 成 ;十 1 和 六 

无 论 哪 种 情况 ， 每 一 次 都 新 添加 一 条 边 ， 顶 点 权 值 之 和 至 少 增加 2. 因此 ， 当 构造 结束 时 ， 项 
点 权 值 之 和 至 少 是 nO D. " 

最 后 ， 我 们 注意 到 : 各 个 类 的 限额 可 以 是 不 同 的 . 

8.3.5 定理 de X 22 pi — ecd 个 对 象 被 划分 到 限额 分 别 为 (pi) 的 个 类 中 ， 则 必 有 某 个 类 达到 
了 其 限额 . 

证 明 BW. JUR TXE E EET XO, DT HR. a 
Ramsey 定理 

"p ex BUY BN AE qui, MENR EXER. Ramsey[1930] 的 著名 定 
理 是 一 个 类 似 的 结论 ， 但 这 个 定理 考虑 的 是 将 一 些 对 象 的 所 有 斑 元 子 集 划分 到 若 十 个 类 中 ,粗略 地 
DE, Ramsey 定理 是 说 :对 于 足够 大 的 集合 S， 只 要 能 将 S 的 所 有 -元 子 集 划分 到 个 类 中 ， 则 总 
能 找到 S 的 一 个 p- 元 子 集 使 得 其 所 有 -元 子 集 全 部 位 于 同一 个 类 中 . 

划分 是 将 一 个 集合 分 割 成 它 的 若干 个 子 集 ; 现在 ， 我 们 要 划分 的 集合 由 另 一 个 集合 的 一 些 子 集 
构成 ; 因此 ， 为 了 清楚 起 匈 ， 我 们 利用 “着 色 " 这 种 说 法 而 不 再 称 为 “划分 ”前 面 讲 过 ， 一 个 集合 的 
-着色 是 将 它 划 分 成 个 同色 类 的 过 程 .一 个 同色 类 或 者 这 个 类 的 标记 就 是 一 种 颜色 . 一般 情 况 下 
我 们 用 [kJ 作为 颜色 集 ， 这 时 ，X 的 -着色 可 以 看 作 一 个 函数 /: X>]. 


S E 
8.3.6 定 义 S()AFRES HMA AFRO MHRHRE. Re TCS 在 ( ，) 的 一 个 首 
r 
色 中 是 同 源 的 ， 如 果 全 的 所 及 - 集 均 有 同样 的 频 色 .并且 如 果 这 种 颜色 是 i， 则 称 TA AAD . 
EN] 
Arep cs GERI EXER N AE HA i Een EA EE 


个 大 小 为 p; 的 i- 同 源 集 ， 则 这 种 整数 的 最 小 值 称 为 Ramsey $ Rp, 0s prs D). 

Ramsey 定理 断言 ， 这 种 整数 对 于 任意 > Apis s pe 均 存 在 (后 面 的 上 个 值 称 为 阔 值 或 者 限 
So. 如 果 所 有 的 限额 都 等 于 p， 则 这 个 定理 表明 :对 于 一 个 足够 大 集合 ， 对 其 所 及 集 的 任意 -着 
色 均 存在 一 个 p- 集 使 得 其 所 有 - 集 被 着 以 相同 颜色 . 对 于 Ramsey 定理 以 及 其 他 划分 定理 的 全 面 研 
究 ， 请 参见 Graham-Rothschild-Spencer[ 1980, 1990]. 

在 证 明 这 个 定理 之 前 ,我 们 考虑 一 k 一 2， 这 种 情况 容易 用 图 的 边 - 着 色 理 论 来 描述 . 这 种 情况 
的 证 明 过 程 与 整个 定理 的 证 明 过 程 具有 同样 的 结构 . 

当 r=2 时 ， (°)as -个 大 划分 就 是 对 顶点 集 为 $ 的 完全 图 进行 k- 边 -着 色 ( 并 非 真 边 -着 色 )， 当 


k=2 时 ， 在 Ramsey 理论 中 由 来 已 久 的 传统 是 ， 颜 色 1 表示 “红色 ”而 颜色 2 表示 “ 蓝 色 ” 
根据 命题 8. 3. 1，R(3，3; 2) 三 6， 我 们 对 这 个 结论 的 证 明 过 程 进 行 扩展 并 由 此 证 明 : 
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RO prs p232) < RCh —1,p232) + RO s ps 一 1;2) 

BB RO —1. pz; 2) 和 R(p1，pz 一 1; DEFE., $ N 为 它们 的 和 . 证 明 ROS. prs 2) 的 
上 述 上 界 即 证 明 : N- 顶 点 完全 图 的 边 的 任意 红 / 蓝 -着 色 均 有 顶点 集 的 一 个 pi - 集 ， 使 得 其 中 所 有 的 
边 都 是 红色 ， 或 者 有 一 个 pz - 集 使 得 其 中 所 有 的 边 都 是 蓝 色 . 

考虑 Ky 的 一 个 红 / 蓝 -着 色 ， 并 且 选 定 顶点 zx. 令 s=R(pi 一 1, pri 2), t5 RO: pl 
2); 除了 xz 之 外 还 有 * 十 :一 1 个 顶点 . 定理 8. 3.5 指出 ， 顶 点 BPSs 条 红 边 关联 或 者 至 少 与 ! 条 
蓝 边关 联 . 

根据 对 称 性 ， 可 以 假设 x EDH s 条 红 边 关联 . 沿 这 些 边 可 以 找到 工 的 s 个 相 邻 顶点 ， 根 据 
的 定义 ， 由 这 些 相 邻 顶点 诱导 的 完全 子 图 有 一 个 蓝 色 的  - 团 或 者 有 一 个 红色 的 pl: 一 1- 团 . 后 者 加 
上 二 可 以 构成 一 个 红色 的 pi- BE. 无 论 哪 种 情况 ， 我 们 对 某 个 i 值得 到 了 一 个 大 小 为 pi hY i Feld 
集 . 我 们 将 在 后 面 珀 进一步 讨论 R(p1，pz; 2) 的 这 个 上 界 . 


x 


ED 


IS] > Rip pa 1:22. 或 者 ITIS Rin — 1 pc 2) 


8.3.7 定理 (Ramsey[1930]) IER rfe pics pe Acte na (as 
r 


-着 色 将 在 某 个 i 值 上 有 一 个 大 小 为 pi; 的 记 同 源 集 . 

证 明 ”这 个 证 明 是 一 个 双重 归纳 . 我 们 对 ~ 用 归纳 法 ， 但 是 对 归纳 步骤 的 证 明 本 身 义 对 之 户 进 
fnm. 

MAIER, r= 1. 根据 定理 8. 3.5. RO, cns pes 1) 存 在 . 

归纳 步骤 : "1, 假设 定理 中 的 论断 对 一 个 集合 的 所 有 r 一 1- 子 集 的 4- 着 色 成 立 ， 不 论 阔 值 分 
WELS. POAT AER LZ R22 p: 用 归纳 法 ， 来 证 明 同样 的 论断 对 于 一 个 集合 的 所 有 王子 集 的 人 -着 
色 也 成 立 

基本 步骤 ， 某 个 限额 p; 比 r 小 . 这 时 ， 含 有 pi 个 对 象 的 集合 不 包含 王 集 ， 因 此 它 的 斑 集 都 有 
B Wb. M ming pi. cs xr Bt. RC pis n pes D —minlpis ts pil. 

为 清楚 起 见 ， 我 们 仅 对 k= 2 的 情况 叙述 归纳 步骤 ;对 于 一 般 的 4， 论证 过 程 是 相同 的 (习题 
17). 将 (p1，p2) 写 作 (p，q). 令 

p = RPp—1,gn),g = Rg ln N= ERGO ,gr— D. 

根据 内 层 归 纳 的 归纳 假设 ，p' 和 4g’ 存 在 ; 根据 外 层 归 纳 的 归纳 假设 ，N 也 存在 .注意 PRG 可 能 会 
非常 大 ， 这 正 是 我 们 需要 使 用 双重 归纳 的 原因 . 


S 
4 S 是 一 个 有 N 个 元 素 的 集合 ， 取 定 7E S. 考虑 (”) 的 -个 2- 着 色 /. 利用 颜色 ( 红 、 蓝 )， 我 


们 需要 证 明 : /有 一 个 红 同 源 p- 集 或 者 有 一 个 蓝 同 源 g- 集 . 

利用 /诱导 得 出 S' 二 S 一 x 的 所 有 7 一 1- 集 的 一 个 2- 着色/'". 这 正 是 选择 | S | 作为 一 1- 集 的 
Ramsey 数 的 原因 . 对 于 S' 的 任意 "一 1- 集 ,如 果 它 与 的 并 集 在 f 下 具有 颜色 i， 则 将 颜色 i 分 配 
给 这 个 集合 ， 这 样 就 定义 了 S' 的 所 有 一 1- 集 的 一 个 着 色 方案 /'. 由 于 | S | SR, g's 7 一 1)， 
内 此 由 归纳 假设 可 知 : 在 六 下 ( 当 r=2 的 时 候 ， 这 个 步骤 是 钢 巢 原理 的 本 质 ) 某 个 颜色 达到 了 它 的 
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限额 ( 户 或 者 9 ). 根据 对 称 性 ， 可 以 假设 红色 达到 了 其 限额 . TES 的 一 个 户 -元 子 集 ， 并 且 其 
所 有 "一 1- 子 集 在 三 下 都 是 红色 的 . 

我 们 问 到 诛 始 着 色 /对 工 的 r- 集 的 着 色 上 . 由 于 1 了 T1 Sp =R. qg D. 在 /下 有 一 个 
红 同 源 p 一 1- 集 或 者 有 一 个 蓝 同 源 g- 集 . 如 果 存 在 一 个 蓝 同 源 9- 集 ， 即 完成 了 证 明 . 如 果 有 一 个 红 
HW p 一 1- 集 P， 则 考虑 PU{z}. 根据 了 的 定义 ， 书 的 ~ 一 1- 集 在 三 都 是 红色 的 ， 这 意味 着 它们 与 
zz 的 并 集 在 了 下 都 是 红色 的 . 因此 ，PU{z} 在 了 下 是 一 个 红 同 源 的 户 - 集 . 


T 
Ip = Rip - 1. gir) 
ES a 
HRSA ALA IT), Ramsey 定理 也 有 巧妙 的 应 用 . Ramsey 定理 能 够 对 存在 性 给 出 优美 的 证 明 ， 


8.3.8 定理 (Erd6s-Szekeres[1935]) ”给 定 一 个 整数 mmx， 存在 一 个 (最 小 ) 整 数 N(m) 使 得 由 平 
面 上 任意 三 点 均 不 共 线 的 至 少 N(m) 个 点 构成 的 任意 集合 均 包 含 一 个 m- 子 集 能 构成 一 个 西 m- 
A». 

证 明 我 们 需要 两 个 事实 .1) 在 平面 上 任意 5 个 点 中 ， 有 4 个 点 确定 了 一 个 凸 四 边 形 (如 果 没 有 
a. 构造 这 5 个 点 的 上 同 包 .如 果 它 是 一 个 五 角形 或 者 是 一 个 四 边 形 ， 则 立即 得 证 结论 ， 如 果 
它 是 一 个 三 角形 ， 则 其 余 两 个 点 在 这 个 三 角形 之 内 ; 根据 鸟巢 原 理 (1)， 三 角形 有 两 个 顶点 位 于 通过 
这 两 个 内 部 点 的 直线 的 同一 侧 ; 如 下 图 所 示 ， 这 两 个 顶点 与 内 部 的 两 个 点 一 起 构成 了 一 个 晤 四 边 形 . 


c HA 


在 一 个 是 m- 边 形 中 ,任意 4 Aai T PUE. Telus MEE MES 2) de Red Eom 4S 
的 任意 4- 子 集 构成 一 个 是 四 边 形 ， 则 这 n AUS Am A SAB. 如果 结论 不 成 立 ， 则 这 Ae 
的 凸 包 仅 包含 :个 点 且 cm. 其 亦 于 上边 形 之 内 . 如 果 对 二- 边 形 进行 三 角 剖 分 ， 如 上 面 碳 侧 的 图 
所 示 ， 则 有 一 个 内 1 现在 其 中 一 个 三 角形 之 内 ， 这 就 找到 了 一 个 不 能 确定 凸 四 边 形 的 4- 集 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ,  N=ROm, 5; D. 给 定 平面 上 任意 不 共 线 的 N 个 点 ,根据 凸 性 对 
任意 4- 集 进行 着 色 : 如 果 该 子 集 确定 了 一 个 凸 四 边 形 ， 则 用 红色 对 它 着 色 ; 和 否则， 用 蓝 色 对 它 着 
色 . 根据 事实 1， 没有 5 个 点 使 得 其 中 的 4- 子 集 都 是 蓝 色 的 . 由 Ramsey 定理 表明 ， 存 在 mn DAN 
得 其 中 的 4- 子 集 都 是 红色 的 . 根据 事实 2， 这 个 点 构成 了 一 个 凸 m- 边 形 . 因此 ，N(m) 存 在 ,但 
它 最 大 不 超过 是 ROn. 5; 4). a 

界限 ROS, 5; 4) 是 非常 宽松 的 . 它 对 于 m—4 是 精确 的 。 其实 (1) 表 明 NOD =5=RU, 5; 4). 
相 比 之 下 ，N(5)=9( 习 题 10)， 但 是 RO, 5: 4) 就 显得 太 大 了 . Erdos 和 Szekeres 曾 猜想 NOI») = 


_ /2m—4 
2» 1 d, 并 证 明了 了 2” ?<NG0wD<( n )a. 
m= 


另 一 个 应 用 考虑 对 存储 于 表格 中 的 一 些 数据 的 搜索 策略 . 对 于 集合 U， 一 个 大 小 为 的 子 集 将 
根据 某 些 存储 六 集 的 规则 存储 在 大 小 为 ”的 表格 中 . Yao[1981] 通 过 Ramsey 定理 证 明了 : 当 U 很 大 
时 ， 使 得 最 未 情况 下 搜索 步 又 数 最 小 的 策略 (要 测试 U 中 某 个 元 素 是 否 在 表 中 ) 是 将 选 定 的 集合 排 
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好 序 之 后 再 存储 到 表格 中 ， 并 利用 二 分 查找 来 测试 U 中 的 元 素 是 否 在 表 中 . (对 于 较 小 的 U， 这 个 
策略 不 是 最 好 的 1) 由 Ramsey 定理 获得 的 “大 ” 值 很 可 能 比 实际 需要 的 值 大 得 多 . 
Ramsey 数 

Ramsey 定理 定义 了 Ramsey 数 R(p1，…，pr; D. 到 目前 为 止 ， 还 不 知道 确切 的 计算 公式 ， 
人 们 仅仅 算出 了 很 少 的 Ramsey t. 为 证 明 RC pis m. pes D 二 NN， 我 们 必须 给 出 N 一 1 个 点 的 所 
有 六 集 的 一 个 k- 着 色 ， 使 得 任意 限额 均 未 被 达到 (或 者 证 明 这 种 着 色 方 案 的 存在 性 而 不 用 具体 构造 
出 来 )， 还 必须 证 明 在 N 个 点 的 情况 下 任意 着 色 方案 均 达 到 了 某 个 限额 . 


原则 上 ， 我 们 可 以 使 用 计算 机 连续 地 对 n RR (C ) 的 所 有 的 4- 着 色 ， 直 到 发 现 第 一 个 N 使 得 


它 的 任意 着 色 均 在 某 个 7 值 上 达到 了 限额 p;。 即使 对 2- 色 Ramsey 数 ，2 (2) 很 快 地 变 得 很 大 以 至 于 
无 法 计算 . Erdos 开玩笑 说 ， 如 果 一 个 外 星人 威胁 将 要 毁灭 我 们 ， 除 非 我 们 告诉 他 R(5，5) 的 精确 
值 ， 那 么 我 们 将 不 得 不 用 世界 上 所 有 的 计算 机 来 穷 举 搜寻 结果 . 如 果 要 求 我 们 计算 RO. 6), IBA 
他 的 建议 将 使 得 我 们 奋力 毁灭 外 星人 

当 r= 2 时， 则 把 符号 R ，…，pr; DMEM RC pis cns PORER. 当 p= prime = pe 
则 把 它 缩写 成 ReCp; r). 对 于 r>2, BRO, 4; 3) 一 13(McKay-Radziszowski[1991]) 之 外 ， 对 其 
知之 甚 少 . 甚至 对 r= 2 的 情况 ， 当 《二 2 时 也 仅仅 精确 地 知道 一 个 Ramsey 数 ， 即 ROG, 3; 3)= 
17. 下 表 包 含 了 已 知 的 RCp，q) 和 到 2000 年 7 月 为 止 几 个 其 他 值 的 上 界 和 下 界 . 这 些 界限 中 的 一 部 
分 同 本 书 的 前 一 版 相 比 已 经 有 了 一 些 细微 的 变化 . 现在 的 界限 由 Radziszowski[1995] 维 护 ， 他 定期 
进行 更 新 ， 


E 4 5 6 7 8 9 
3 6 9 [n 18 23 28 36 
4 18 25 35/41 49/61 55/84 69/115 
5 43/49 58/87 80/143 95/216 121/316 
6 102/165 109/298 122/495 153/780 


最 近 有 对 RG, 9) (Grinstead -Roberts[1982]), R(3, 8) (McKay -Zhang[1992]) Al RC4, 5) 
(McKay-Radziszowski[1995]) 的 计算 ; 其 他 的 数据 就 显得 陈旧 多 了 (主要 贡献 是 由 Greenwood - 
Gleason[1955]，Kalbfleisch[1967] 和 Graver-Yackel[1968] 给 出 的 ). 

我 们 仅 证 明了 这 些 结 论 中 的 前 两 项 (R(3，5) 见 习题 16). 4 r=k=2 时 ， 为 了 简化 术语 ， 我 们 
采用 “外 ”和 “里 ”这 两 种 颜色 . 这 时 ，Ramsey 定理 变 成 了 : “存在 一 个 最 小 整数 RCP，9) 使 得 项 点 数 
为 RCp，g) 的 任意 图 均 有 一 个 大 小 为 p 的 团 或 者 有 一 个 大 小 为 g 的 独立 集 ” 

8.3.9 例 RG. 3) —6. 前 面 已 证 明了 RG, 3)<6. 由 于 5 - 环 没有 三 角形 和 独立 3- 集 ， 故 
RG, 3)>6. a 

8.3108) RG. 4=9. 在 下 面 的 图 中 没有 Ks 和 Ki. DOS e 8- 环 上 的 4 个 独立 顶点 将 包含 


环 上 两 两 相对 的 顶点 . 因此 ，R(3，4) 之 9. 
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给 定 图 G 的 一 个 顶点 +， 可 以 将 添加 到 两 个 相 邻 项 点 中 以 形成 一 个 三 角形 ,或 者 将 + 添加 到 
不 包含 其 相 邻 顶点 的 独立 3- 集 中 而 构成 一 个 独立 4- 集 . 由 于 R(2，4) 一 4、R(3，3) 二 6， 我 们 可 以 
得 出 结论 : 如 果 工 有 4 个 相 邻 顶点 或 者 6 个 不 相 邻 的 顶点 ， 则 G 有 一 个 三 角形 或 者 有 一 个 独立 4- 
集 ， 为 了 避免 同时 出 现 上 面 两 种 情况 ,zx 至 多 有 三 个 相 邻 顶点 和 至 多 5 个 不 相 邻 的 顶点， 于 是 ， 
n(G)S9. 如 果 上 述 条 件 真 的 在 9- 顶点 图 中 成 立 ， 则 每 个 顶点 将 恰好 有 3 个 相 邻 顶点 . 由 于 度 - 和 公 


式 不 允许 阶 为 9 的 3- 正 则 图 存在 ， 于 是 我 们 得 到 RG, 4)=9. a 
8.3.11 定理 Rp, QSR(p—1, M+R py q— D. 如 果 右 端的 两 个 加 数 均 是 偶数 ， 则 不 等 号 
是 严格 的 . 


证 明 任 给 一 个 图 ， 如 果 一 个 项 点 有 R(p 一 1，g) 个 相 邻 顶点 或 者 有 R(p，g 一 1) 个 不 相 邻 的 顶 
点 ， 则 这 个 图 有 一 个 p- 财 或 者 有 一 个 独立 g- 集 .如果 图 中 共有 RCp 一 1，g) 十 RCp，g 一 了 0) 个 顶点 ， 
则 巾 铝 巢 原理 知道 上 述 这 两 种 情况 之 一 必然 成 立 . 界限 中 的 等 号 需要 一 个 具有 R(p 一 1, g) ERO, 
4 一 1) 一 1 个 顶点 的 正则 图 . 如 果 两 个 加 数 都 是 偶数 ， 则 需要 项 点 数 为 奇数 且 任 意 顶 点 度 也 是 奇数 的 
一 个 正则 图 ,这 是 不 可 能 的 . " 


ips 
因为 R(P，2) RO. py p. BKM 8.3.11 表明 RC» o«(^*)ons 15). 缺少 准 


确 答 案 导 致 了 对 渐 近 值 的 研究 . 对 于 头 定 的 9 MEKA p, RC. <c | log log p/log p 
(Graver-Yackel [1968], Chung-Grinstead( 1983 D. 对 于 g=3， 人 们 已 经 知道 ， 结 果 介 于 下 面 的 常 
数 因子 范围 内 : 
c'p*/log p<R(p,3) < cp?/log p. 
上 界 是 由 Ajtai-Komlos-Szemerédi[1980] 得 到 的 ， 下 界 是 由 Kim[1995] 得 到 的 . 得 出 这 两 个 界 的 方 
法 均 使 用 了 概率 方法 (8.5 W). 
2p—2 
限额 相等 时 ，Ramsey 数 叫做 对 角 Ramsey Bt. RCP, pif ER (T 7) initi een 习 
Bi 14 以 构造 性 的 方法 给 出 了 一 个 下 界 ， 它 是 p 的 多 项 式 . 到 目前 为 止 ， 已 知 的 最 好 的 构造 性 下 界 
比 p 的 任意 多 项 式 增长 得 快 ， 但 是 比 p 的 任意 指数 式 增长 得 慢 (Frankl-Wilson[1981]， 习 题 29). 
用 计数 的 方法 可 以 证 明 一 个 指数 下 界 ， 即 
JZ < lim infR ( p, p)!/? < lim supR (p.p)? <4. 
对 极限 的 确定 (以 及 该 极限 是 否 存在 ) 是 Ramsey 数 这 个 领域 中 最 重要 的 开放 问题 . 
8.3.12 定理 (Erd6s[1947]) Rp, p) Ce V2) "p272(1+o(1)). 
证 明 “考虑 顶点 集 为 [站 的 图 .每 一 个 可 能 的 p- 团 出 现在 2(2) 个 图 中 的 2(2) C 个 图 之 内 
类 似 地 ， 每 个 广 集 在 这 些 图 的 2(") - (; ) 个 图 中 以 独立 集 的 形式 出 现 . 对 每 个 可 能 的 p- 团 和 鲜 个 可 
能 的 独立 广 集 将 上 面 的 数量 减 去 ， 就 得 到 没有 p- 团 或 者 没有 独立 疡 集 的 这 种 图 的 数量 的 一 个 下 界 . 


sort (P) montos p rgo 因此 不 等 式 2 (^) G) <1 得 到 RC. pon Ra 
202, MEE -下 便 可 以 得 到 (")2 G) <a. 更 加 精细 的 近似 (利用 Stirling 公式 来 对 阶乘 进行 近 
似 ) 可 以 得 出 定理 中 给 出 的 下 界 。 " 


[386] 
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关于 图 的 Ramsey 理论 

当 r=2 时 ，Ramsey 定理 指出 : 对 于 足够 大 的 完全 图 的 所 有 边 进行 上 着 色 会 迫使 出 现 -个 单 色 
完全 子 图 . 一 个 单 色 p- 团 包含 任 p- 顶 点 图 的 一 个 单 色 拷贝 . RF. 我 们 对 较 小 的 图 进行 着 色 也 
会 迫使 某 些 更 小 的 图 的 单 色 拷贝 出 现 . 比如 ， 对 Ks 的 所 有 边 进行 2- 着 色 总 会 产生 一 条 单 色 Pa 
尽管 需要 6 个 点 才能 迫使 单 色 三 角形 的 出 现 . 这 就 提出 了 很 多 Ramsey 数 问题 ， 其 中 有 一 些 问 题 比 
财 的 问题 要 容易 一 些 . 

$3.03 定义 “给 定 简单 图 Gi，…，Ge，( 图 )Ramsey 数 R(G1，…，Gi) 是 满足 如 下 条 件 的 最 小 
nn 值 ，E(K,) 的 任意 着 色 均 包 含 业 个 Gi 的 一 个 颜色 为 i HRN. eX 信 二 对 所 有 i 成立， 则 我 
们 把 RCG1，*…，G4) 记 为 RG). 

Burr[1983] 对 于 所 有 113 个 最 多 有 6 条 边 并 且 没 有 孤立 点 的 图 G 确定 了 R(G，G)， 称 之 为 
“G ff) Ramsey W”. 在 某 些 情况 下 ，R(G! ，Gz ) 有 精确 的 公式 . 我 们 采用 的 两 种 颜色 仍然 是 红色 和 
Ke. 

8.3.14 定理 (Chvital[1977]) 4e TRA m- AM. MRT. KI Om VOID FL 

YER KEHF. 将 Ken Do 中 的 (mn 一 1) Km 1 用 红色 进行 着 色 ; 由 于 每 棵 mm- 顶点 树 最 
多 只 有 mm 一 1 条 边 是 红色 的 ， 故 不 会 出 现 红色 的 m 顶点 树 . 所 有 蓝 色 边 构成 一 个 "一 1- 部 图 ， 这 个 
图 也 不 可 能 包含 Ku- 

对 于 上 界 的 证 明 。 可 以 对 任意 参数 用 归纳 法 ， 并 集中 研究 一 个 顶点 的 相 邻 我 们 给 出 的 证 
明 是 对 运用 归纳 法 。 利 用 第 2 章 中 对 m 用 归纳 法 证 得 的 树 的 一 个 性 质 .基本 步骤 n=1. 无 需 任 
何 边 即 可 包含 Ki. 

给 定 ECKo o b+1) 的 一 个 2- 着色 ， 考虑 顶点 r 如 果 工 沿 着 蓝 边 可 以 找到 多 于 Cm 一 1) 
(一 2) 个 相 邻 项 点 ， 则 由 归纳 假设 可 知 : 由 这 些 相 邻 顶点 诱导 的 子 图 中 有 - 棵 红色 的 了 或 者 一 个 蓝 
色 的 K，1. XX FE. OFF 包含 进来 ) 在 整个 着 色 中 就 找到 一 棵 红色 的 了 或 iik MY Ku. 

否则 ,任意 顶点 最 多 与 Gm 一 1)(n 2) 条 蓝 边 关联 。 同 时 至 少 与 由 一 1 条 红 边 关联 ， 这 就 找到 了 

- 棵 红色 的 T. 因为 在 最 小 度 至 少 为 办 一 1 的 图 中 包含 了 T( 命 题 2. 1.8. 


CI 


只 要 GG 的 最 大 连通 分 其 含 有 m e OS IX CHD = 则 定理 8. 3. 14 中 构造 方法 表明 ROG. HD) > 
1)(n—1) + 1(Chvátal-Harary[1972]). Burr and Erd6s[1983] 曾 猜想 : 如 果 HEHEH m 与 


m= 
XOD fima PLEK» 则 上 述 结论 中 的 等 号 成 立 尽管 在 G 中 有 许多 度 为 2 的 顶点 时 (Burr 
[1981]) 以 及 其 他 一 些 情况 下 、 上 述 结 论 成 立 ; Brandt[2001] 证 明 了 对 任意 非 二 部 图 HON K,) 和 任 
意 hER， 存 在 一 个 病 值 do 使 得 RC. H)>hn(G) UPR d>do 的 任意 d- 正 则 图 G 均 成 立 。 

在 证 明定 理 8. 3. 14 中 的 上 界 时 ， 日 的 同色 类 由 单个 顶点 构成 ， 这 -点 是 至 关 重 要 的 . 如 果 这 
不 成 立 ， 则 下 界 就 变 得 很 弱 . 比如 ， 当 G= H=mKs 时 ，Chvital-Harary 的 结论 指出 ROG. FD 
但 是 正确 的 结果 是 om. 这 里 ， 相对 于 输入 的 对 称 性 ,证明 下 界 所 用 的 着 色 方 


(3 一 1)(3 一 1) 十 1 
案 很 不 对 称 . 
8.3.15 定理 (Burr-Erd5s-Spencer[1975]) ”对 于 mm 之 3， R(mK3, mK3)=5m. 
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证 明 如 下 所 示 ， 令 红 图 为 Kam_1 十 Ki1,zm-1. 在 该 图 中 ,任意 三 角形 均 使 用 了 这 个 3m 一 1- 团 
中 的 三 个 项 点 ,但 是 这 个 团 中 没有 足够 的 顶点 来 得 到 m 个 不 相交 的 三 角形 . 由 蓝 色 边 构成 的 补 图 是 
(Bom 1 十 K1)V Kam 1. 任意 一 个 蓝 色 三 角形 至 少 有 2 个 顶点 位 于 Kom 1 的 拷贝 中 ， 所 以 不 可 能 有 
mm 个 不 相交 的 蓝 色 三 角形 . 


为 证 明 上 界 ， 我 们 对 m 用 归纳 法 ,基本 步骤 m=2. 这 需要 对 各 种 情况 进行 分 析 ， 如 果 细 心 进 
行 表述 ， 这 个 过 程 将 比较 简短 (习题 26). 

归纳 步骤 : m>3. 因为 5w>>R(3，3) 一 6， 我们 知道 ， 任 意 2- 着 色 均 含有 一 个 单 色 三 角形 . 
旦 找 出 一 个 单 色 三 角形 ， 我 们 就 删除 其 所 有 顶点 ; 只 要 还 至 少 剩 下 6 个 顶点 ， 就 可 以 继续 寻找 单 色 
:角形 . 由 于 在 m>3 时 有 5m 一 3m 宇 6， 因 此 可 以 找到 m 个 互 不 相交 的 单 色 三 角形 . 如 果 这 些 三 角 
形 都 具有 同一 种 颜色 ， 即 可 完成 整个 证 明 . 

否则 ， 每 种 颜色 至 少 有 一 个 三 角形 . abe 是 一 个 红色 三 角形 ，dey 是 一 个 不 与 abc 相交 的 蓝 
色 三 角形 . 在 这 两 个 三 角形 之 间 有 9 条 边 ， 根 据 对 称 性 ， 可 以 假设 其 中 至 少 有 5 条 边 是 红色 的 ， 这 
5 条 边 中 的 某 两 条 必然 在 de f 中 有 相同 的 端点 . 

现在 ,我 们 找到 了 一 个 红 三 角 和 一 个 蓝 三 角 ， 而 且 它们 有 一 个 公共 顶点 ; 因此 这 两 个 三 角形 共 
有 5 个 顶点, 由 于 m2， 根据 归纳 假设 ， 对 其 余 5m 一 5 个 点 诱导 的 子 图 进行 着 色 将 得 到 同色 的 
Gm 一 1) Ks. 从 这 5 个 特殊 的 项 点 中 找 出 恰当 的 三 角形 添加 到 上 述 (m 一 1)Ks 即 得 到 同色 的 Ks. N 

如 果 读 者 担心 在 定理 8. 3. 15 中 省 略 基本 步骤 可 能 引起 麻烦 ， 可 以 考虑 Ki 的 着 色 ， 避 免 2Ks 
必然 出 现 一 个 蝴蝶 结 (有 一 个 公共 顶点 的 两 个 单 色 三 角形 ). 但 是 我 们 发 现在 剩 下 的 6 个 顶点 中 还 有 
-个 单 色 三 角形 . 这 就 证 明了 ROK. mKi 5m (1. 相关 结果 在 习题 27-28 中 给 出 

我 们 再 提 一 个 值得 注意 的 结论 .一 个 任意 图 的 Ramsey 数 可 能 是 顶点 数 的 指数 ， 比 如 对 于 
K,. Chvatal，R6dl，Szemeredi 和 Trotter[1983] 证 明了 ， 对 于 最 大 度 为 d 的 这 类 图 ，Ramsey 数 以 项 
点 数 的 形式 最 多 是 线性 增长 ! 换 句 话说，R(G，G) 夺 cn(G)， 其 中 d 是 常数 且 它 仅 依赖 于 d; 当然， 
这 个 常数 会 随 着 a 快速 增长 ,但 是 它 并 不 依赖 于 n(G). 证 明 用 到 了 Szemerédi 正则 性 引 理 [1978]， 
该 引 理 本 身 难度 很 大 并 且 还 有 很 多 应 用 . 
Sperner 引 理 和 带宽 

尽管 一 般 认为 Sperner 引 理 不 是 Ramsey 理论 的 一 部 分 ， 但 在 这 节 中 还 是 包含 了 这 个 内 容 ， 央 
为 Sperner 引 理 有 点 Ramsey 理论 的 味道 ， 对 于 三 角 剖 分 的 任意 标记 ， 只 要 它 满足 一 定 的 边界 条 件 ， 
则 它 就 包含 一 个 具有 特别 标记 的 块 (从 每 个 类 中 取 一 个 元 素 ). 同 Ramsey 定理 一 样 ，Sperner 引 理 只 
使 用 了 非常 简单 的 思想 ， 却 有 深奥 的 应 用 . Ramsey 定理 依赖 于 钢 巢 原理 和 归纳 法 ， 而 Sperner 引 理 
仅 涉及 奇偶 原理 (和 归纳 法 在 高 维 空间 的 推广 ). 

8.3.16 定义 ”一 个 大 三 角形 丁 的 单纯 细 分 是 将 丁 训 分 成 较 小 的 三 角形 单元 ， 使 得 任意 两 个 单 
元 的 交 变 成 一 条 公共 边 或 者 是 一 个 角 . 我 们 把 若干 个 单元 的 角 叫 做 节点 . 对 于 了 的 单纯 剖 分 ， 其 真 
标记 是 用 {0，1，2} 中 的 元 素来 标记 其 中 的 每 个 节点 ， 并 且 对 iE 10，1，2} 要 避免 将 标记 1i RUIT 
的 第 i 条 边 . 如 果 三 个 标签 全 部 出 现在 一 个 单元 顶点 上 ， 则 称 该 单元 为 一 个 完全 标记 单元 . 

在 真 标记 中 ， 每 个 标签 出 现在 工 的 一 个 角 上 ， 并 且 标 签 i 不 出 现 连 接 了 中 未 被 标记 为 i 的 顶点 的 


(387) 


(388) 
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边 上 . 下 图 给 出 了 一 个 单纯 剖 分 和 一 个 图 ， 这 个 图 是 后 面 证 明 该 剖 分 有 一 个 完全 标记 单元 时 得 到 的 . 


8.3.17 定理 (Sperner 引 理 [1928]) 任意 被 真 标记 的 单纯 剖 分 均 有 一 个 完全 标记 单元 

证 明 证 明 如 下 更 强 的 结论 存在 奇数 个 完全 标记 单元 .寻找 这 种 单元 时 ， 从 工 的 外 部 开始 ， 
跨 过 一 条 被 标记 为 0 和 1 的 边 进入 了 的 一 个 单元 . 对 于 到 达 的 单元 ， 如 果 其 第 3 个 标记 是 2， 则 我 
们 找到 了 一 个 完全 标记 单元 ， 结 束 ;， 如 果 不 是 ， 则 第 3 个 标记 是 0 或 1， 于 是 这 个 单元 还 有 另 一 条 
0，1- 边 , 跨 过 它 ， 进 入 一 个 新 的 单元 ， 可 以 继续 寻找 具有 第 三 个 标记 的 单元 . 

这 表明 ， 将 可 能 的 步骤 编码 即 可 定义 一 个 图 G. 我 们 为 每 个 单元 引入 一 个 顶点 ， 并 为 外 部 区 域 
引 和 人 一 个 顶点 . G 的 两 个 顶点 相 邻 仅 当 相应 区 域 有 一 条 公共 边 的 端点 分 别 被 标记 为 0 和 1. 上 面 右 侧 
的 图 是 由 左 侧 的 真 标记 产生 的 . 

完全 标记 单元 变 成 G 中 度 为 1 的 顶点 ; 标记 过 程 中 没有 用 到 0 或 1 的 单元 就 变 成 了 度 为 0 的 项 
点 ; 其 余 单元 标记 为 0，0，1 或 者 0，1，1， 这 些 单元 变 成 了 度 为 2 的 顶点 . 因此 ， 要 找 的 单元 变 
成 了 G 中 度 为 1 的 顶点 ， 同 时 也 只 有 这 些 单元 才 对 应 于 G 中 度 为 奇数 的 顶点 . 因此 ， 我 们 已 经 将 原 
问题 转换 成 证 明 G 有 这 样 一 个 度 为 1 的 顶点 . 

与 外 部 区 域 对 应 的 顶点 v 也 有 奇数 度 . 如 果 从 0 角 出 发 ， 沿 着 了 中 没有 标签 2 的 边 行进 到 1 角 ， 
每 次 从 0 转换 到 1 或 者 从 1 转换 成 0O， 我们 均 会 在 G 中 引入 一 条 关联 到 顶点 v 的 边 . 由 于 我 们 从 0 开 
始 并 结束 于 1， 因 此 上 述 转 换 进 行 了 奇数 次 . 因此 ，v 有 奇数 度 . 由 于 每 个 图 中 度 为 奇数 的 顶点 共有 
偶数 个 ， 所 以 除了 之 外 ， 具 有 奇数 度 的 顶点 还 有 奇数 个 . 所 以 ， 有 奇数 个 完全 标记 的 单元 . a 

8.3.18 应 用 (Brouwer 不 动 点 定理 ) (二 维 )Brouwer 定 理 可 以 解释 成 : 将 三 角形 区 域 映射 到 
其 自身 的 一 个 连续 映射 必然 有 一 个 不 动 点 . 假定 了 的 角 分 别 是 顶点 (向 量 )w， vi ve. 正如 可 以 将 
线段 上 的 任意 点 唯一 地 表达 成 其 端点 的 加 权 平 均一 样 ， 也 可 以 将 任意 ve 了 唯一 地 表达 成 角 的 加 权 
EM] v= ao 十 um 十 azve， 其 中 了 a; = 1 且 任意 2 0078 3. 我 们 可 以 用 系数 向 量 4= Cao 
41，4a2) 来 指定 顶点 v. 

由 映射 STILE LA So, Sis Sor 如 果 aca. WH a 放 入 集合 S;， 其 中 /(a) 一 w 由 于 
任意 顶点 的 三 个 系数 之 和 均 是 1，T 中 每 个 点 属于 某 个 S;， 一 个 点 同时 属于 三 个 集合 当 且 仅 当 它 是 
一 个 /的 不 动 点 . 我 们 想 证 明 这 三 个 集合 确 有 公共 点 . 

给 定 工 的 一 个 单纯 剖 分 ， 对 任意 节点 a 选择 一 个 标签 i 使 得 a€ S. RET. T HET vi 对 面 的 那 
条 边 ， 其 上 的 点 的 第 i 个 坐标 都 是 0; 这 些 点 经 映射 后 ， 第 i 个 坐标 不 可 能 碱 小 : 所 以 ， 对 于 这 
条 边 上 任意 顶点 可 以 选择 异 于 的 任何 标签 . 最 后 得 到 的 标记 是 一 个 真 标 记 ， 由 Sperner 引 理 得 到 
了 一 个 完全 标记 单元 . 重复 上 述 过 程 ， 继 续 用 较 小 的 单元 进行 三 角 剖 分 ， 这 样 即 得 到 一 系列 较 小 的 
完全 标记 三 角形 . 令 其 中 第 j 个 三 角形 的 角 分 别 为 z;，y;，z;， 它 们 的 标记 分 别 是 0，1，2. 在 每 
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个 S; rh, 我们 得 到 一 个 无 穷 点 列 . 

剩 下 的 细节 是 拓扑 上 的 ， 这 里 仅 给 出 各 个 步 又 的 一 个 概要 . 由 于 了 是 连续 的 ， 因 此 每 个 Si 都 
是 有 界 闭 集 . 有 界 闭 集 内 的 任意 无 限 点 列 均 有 一 个 收敛 子 序列 . 因此 ，{zi ，zz ，…} 有 一 个 收敛 的 
子 序列 ， 令 za 是 这 个 收敛 子 列 的 第 上 个 元 素 . 由 于 zi 到 yi, 和 zi 的 距离 都 趋 近 于 0， 故 这 些 子 序 
列 将 收敛 于 同一 点 . 由 于 So Si. S: 是 有 界 闭 集 ， 因 此 极限 点 属于 所 有 这 三 个 集合 ， 进 而 它 是 / 
的 不 动 点 . a 

我 们 还 可 以 用 Sperner 引 理 来 求解 “三 角 网 格 " 上 的 一 个 问题 . 

8.3,.19 定 义 如 果 将 G 的 顶点 用 不 同 的 整数 来 编号 ， 则 膨胀 度 是 分 配给 相 邻 顶点 的 两 个 整数 
间 的 最 大 差 值 . 图 G 的 带宽 B(G) 是 G 的 编号 方案 中 的 最 小 膨胀 度 . 

如 果 用 于 编号 的 整数 之 间 没 有 间隙 ， 则 膨胀 度 总 能 被 最 小 化 ， 但 是 ， 人 允许 间隙 存在 将 带 来 很 多 
方便 (习题 42)“ 带 宽 ” 这 个 名 字源 自 矩 阵 理论 ; 最 优 编号 方案 给 出 了 邻接 矩阵 的 行 和 列 的 一 个 排列 使 
得 1 仅 出 现在 主 对 角 线 附近 的 一 个 带 状 区 域 中 ; 按 这 种 顺序 来 摆 放 矩阵 可 以 加 速 计算 逆 矩 阵 的 过 程 . 
另外 一 个 动机 是 ， 当 所 有 项 点 必须 以 线性 顺序 来 处 理 时 ， 可 以 最 小 化 处 理 相 邻 顶点 时 的 延迟 . 计算 带 
宽 是 一 个 NP 难 问 题 ， 即 使 对 最 大 度 为 3 的 树 也 是 如 此 (Garey-Graham-Johnson-Knuth [1978]). 

我 们 给 出 两 个 重要 的 有 关 带 宽 的 下 限 . 

(H)-1 
diam H ^ 

证 明 G 的 任意 编号 方案 包含 对 G 每 个 子 图 的 一 个 编号 方案 . 在 任意 子 图 ND, HAT 2 个 
差 至 少 是 n(H) 一 1 的 整数 . 在 用 这 两 个 数 为 编号 的 那 两 个 顶点 之 间 的 路 径 上 ， 根 据 铭 集 原理 ， 有 
某 条 边 的 膨胀 度 至 少 是 n( H) 一 1 除 以 这 两 个 顶点 之 间 的 距离 . a 

8.3. 21 引 理 (Harper[1966]) B(G)>maxmin{ | 9 S| * |S|=k). HP 0S 表 示 由 SSV(G) 
中 至 少 有 一 个 相 邻 顶点 位 于 S 之 外 的 顶点 构成 的 子 集 . 

证 明 对 任意 4 值 ， 含 有 A 个 顶点 的 某 个 集合 S 必然 恰好 包含 G 的 最 优 编号 的 前 上 个 顶点 .G 
的 带宽 最 少 是 | 9 S | ， 因 为 3 S 中 标签 最 小 的 顶点 有 一 条 膨胀 度 最 少 是 | 3 S | 的 边关 联 到 5 之 
外 的 一 个 相 邻 顶 : a 

Chung[1988] 把 第 一 个 界限 命名 为 局 部 密度 界 . 对 于 Harper 界限 的 计算 经 常 比较 困难 .对 十 立 


8.3.20 引 理 BO) max" 


AEQ. atur T 对 于 网 格 Ps 口 Pu,Harper 下 界 的 值 是 min(m m) ,这 个 办 是 可 达 的 ( 习 


Bi 43). 

8.3.2280 2 A RO 三角 网 格 T, 的 构成 如 下 : WAG je D, Hpi je 大 是 和 为 ! 的 非 
负 整 数 ， 两 个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 相应 坐标 的 绝对 差 之 和 为 2. 下 面 ， 我 们 给 出 Ti ， 按 行 依次 对 项 点 
进行 编号 将 产生 BCT,) 的 一 个 上 界 ! 十 1. 这 个 界 是 最 优 的 ， 但 是 局 部 密度 界 约 为 /2，Harper 界 大 


约 是 LU/V2. Sperner 引 理 可 以 用 来 证 明 ! 十 1 是 最 优 的 . 


ua) 


[389 


391] 
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设 G 是 申 三 角形 的 单纯 剖 分 构成 的 图 . G 的 外 边界 是 一 个 环 ， 该 环 玮 成 的 区 域 是 一 些 三 角形 ， 
并 且 环 被 大 三 角形 的 角 划 分 成 3 条 路 径 . 如 果 一 个 顶点 集合 诱导 的 子 图 同时 包含 了 三 条 边界 路 径 中 
的 顶点 ， 则 称 该 项 点 集合 为 一 个 连接 子 . 

8.3.23 3] 8  Hochberg-McDiarmid-Saks[1995]) 令 丁 是 一 个 单纯 剖 分 ， 其 中 每 个 顶点 都 被 着 
上 红色 或 者 蓝 色 . 令 有 尽 ， 且 分别 是 由 所 有 红色 顶点 诱导 的 子 图 和 由 所 有 蓝 色 顶点 请 导 的 子 图 .对 于 
任意 的 这 种 着 名， 及 ， 晴 中 恰好 有 一 个 包含 了 连接 子 . 

证 明 ”对 于 任意 硕 点 v， 考虑 从 vv 出 发 经 过 与 v 同色 的 顶点 可 以 到 达 的 顶点 . 如 果 工 的 三 条 边 
并 非 邦 不 可 达 ， 则 从 不 可 达 的 边 中 选 拌 ( 边 的 ) 最 小 编号 来 标记 v; 对 于 (了 的 ) 第 i 条 边 之 上 的 顶点 ， 
不 会 使 用 标签 ;如果 没有 连接 子 ， 则 每 个 节点 均 有 一 个 标签 ， 这 样 即 得 到 了 的 真 标记 

根据 Sperner 引 理 ， 有 一 个 完全 标记 单元 . 由 于 该 单元 有 三 个 角 而 我 们 只 使 用 了 两 种 颜色 R, 
B8， 故 其 中 两 个 角 必 有 相同 颜色 . 由 于 这 两 个 顶点 是 相 邻 的 ， 故 从 它们 出 发 能 够 到 达 的 与 它们 同色 
的 顶点 是 一 样 的 . 内 此 ， 从 它们 出 发 不 可 达 的 最 小 边 不 可 能 不 同 . 这 个 矛盾 表明 ， 我 们 不 可 能 构造 
出 前 面 指出 的 真 标记 . 因此 ， 存 在 一 个 点 ， 从 它 出 发 可 以 到 达 工 的 每 条 边 . 

如 果 每 种 颜色 部 有 一 个 连接 子 ， 则 它 将 把 其 余 的 顶点 划分 成 一 些 集合 ， 使 得 从 每 个 集合 出 发 至 
少 有 一 条 (了 的 ) 边 是 不 可 达 的 . 因此 ， 不 可 能 两 种 颜色 都 有 连接 子 . a 

8.3.24 定理 (Hochberg-McDiarmid-Saks[1995]) 用 三 条 路 径 围 成 环 C， 再 将 环 C 国 成 的 区 域 
剖 分 成 三 角形 ， 这 样 就 得 到 图 GC. 计算 G 中 任意 顶点 mwEV(G) 到 这 三 条 路 径 的 距离 之 和 ， 如 果 人 是 
上 述 和 的 最 小 值 ， 则 BCG) 之 十 1 

TER $ /是 G 的 一 个 编号 . 令 1 是 满足 如 下 条 件 的 最 大 1 值 ， 由 标记 为 1，…，1 的 顶点 诱导 
的 子 图 没有 连通 分 量 与 二 条 路 径 部 相交 , SR 为 这 些 顶 点 构成 的 集合 ，S JR 之 外 有 相 邻 顶点 位 于 
R 中 的 顶点 构成 的 集合 ,是 其 余 的 顶点 . 

根据 构造 ， 满 足 /(v)=1 十 1 的 硕 点 v 属 于 S. 由 于 RU1{v) 包 含 连 接 子 ，RUS 包含 一 个 连接 子 ， 
而 全 没有 连接 子 . 由 于 RR 与 之 间 没 有 边 且 R 不 包含 连接 子 ， 所 以 RUT 不 包含 连接 子 . 现在 、 
引 理 8. 3. 23 表明 S 包含 一 个 连接 子 . 对 于 编号 的 最 后 一 部 分 SUT， 集 合 S T SUT). Wit. 
在 从 S 到 尺 的 某 条 边 上 ， 其 端点 的 编号 之 差 至 少 为 1S 1. 

连接 子 包含 了 从 它 的 每 个 顶点 分 别 通 往 三 条 边界 路 径 的 通道 . 根据 假设 ， 从 任何 顶点 出 发 ， 这 3 
条 通道 的 长 度 之 和 至 少 是 上 S 中 存在 一 个 顶点 ,使 得 S 中 的 这 样 三 条 通道 互 不 相交 . WE, | S| > 
A+. 


R Sm Psat cs eT 
SS ERR " 
8.3.25 推论 三 角 网 格 Ti XL 
证 明 对 Ti 中 的 每 个 顶点 (i,， j,k)， 它 到 三 条 边 的 距离 分 别 是 i，j，k; 所 以 ， 这 些 距 离 之 和 
为 上 根据 定理 8. 3. 24， 带 宽 至 少 是 ! 十 1; 在 前 面 我 们 已 经 看 到 这 个 鼻 是 可 以 取 到 的 . 
习题 

8.3.1. (一 ) 两 个 同心 贺 ， 每 个 均 被 分 成 大 小 相等 的 20 ARK. 对 于 得 个 贺 ， 有 10 AR DK BER UC 
红色 ， 另 10 个 肩 区 被 染 成 蓝 色 . 证 明 : 可 以 适当 旋转 两 个 圆 将 筷 区 对 齐 ， 使 得 内 圆 和 外 辆 

至 少 有 10 个 对 应 的 扇 区 有 相同 的 颜色 . 
8.3.2 对 于 mnEN, 令 S 是 (1，…，2xj 中 的 ntl 个 元 素 构成 的 集合 . EH: S 有 两 个 元 素 使 得 它 
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们 的 最 大 公 央 子 大 于 1， 同 时 有 两 个 元 素 使 得 其 中 一 个 整除 另 一 个 . 对 于 每 个 结论 ， 给 出 一 

个 大 小 为 的 子 集 使 得 结论 在 其 中 不 成 立 ; 因此 ， 这 两 个 结论 均 是 最 优 的 . 

使 用 部 分 和 方法 与 铀 巢 原理 证 明 下 列 结论 . 

a)n 个 整数 构成 的 任意 集合 均 包 含 一 个 非 空子 集 使 得 其 元 素 之 和 能 被 n 整除 . (另外 ， 给 出 
由 一 1 整数 构成 的 集合 ， 使 之 没有 这 种 子 集 . ) 

日 给 定 了 ER,， EH: 1z，2z，…，( 一 1)zy 中 至 少 有 一 个 元 素 与 某 个 整数 之 差 最 多 为 
1/n. 

(1) 某 私人 俱乐部 有 90 个 房间 和 100 个 成 员 . 16 2 BE 0L DA GE (EE E 90 个 成 员 可 以 同时 

进入 房间 ， 即 这 90 个 成 员 中 的 任何 人 都 可 以 拿 出 一 把 钥匙 为 自己 打开 一 个 房间 (而 不 引起 

冲突 )( 他 们 不 共享 各 自 的 钥 是 )， 由 此 证 明 : 最 少 需要 990 把 钥匙 并 且 990 把 钥匙 就 足 

Wr. 

设 工 是 一 棵 树 ， 用 定理 8. 3.2 中 的 技术 证 明 : T 的 中 心 是 一 个 顶点 或 者 是 两 个 相 邻 的 顶点 

(这 就 再 次 证 明了 定理 2. 1. 13). (Jordan[1869]，Graham-Entringer-Szekely[1994]) 

证 明 ; R" 中 任意 2" 01 个 整数 格 点 均 包含 一 对 点 使 得 它们 的 质心 (平均 向 世 ) 也 是 整数 

格 点 。 

证 明 ， 对 Re 中 整数 格 点 随意 进行 2- 着 色 均 可 以 找到 个 同色 的 整数 格 点 使 得 它们 的 质心 

(平均 向 量 ) 是 具有 同一 颜色 的 一 个 整数 格 点 (提示 : 不 需要 Ramsey SEE. 001 98 JEDE it 

可 以 给 出 一 个 简短 的 证 明 ). (Bona[1990]) 

i Sent) 个 和 为 人 的 正 整数 构成 的 集合 . 对 于 <2n 十 1， 证明， 对 任意 iE [k]，S 有 一 

个 和 为 i 的 子 集 . 对 于 每 个 ”， 给 出 一 个 集合 使 得 上 述 结论 在 人 一 2 十 2 时 不 成 立 ， 

对 于 侦 数 nw， 构造 ECK,) 的 一 个 顺序 ， 使 得 递增 迹 的 最 大 长 度 是 n— 1. GI: 这 证 明了 为 

偶数 时 定理 8. 3. 4 是 最 优 的 REAR TE 9 的 奇数 时 ， 这 个 结果 也 是 最 优 的 ， 但 相应 的 

构造 要 困难 得 多 . )(Graham-Kleitman[1973]) 

设 S 是 由 平面 上 9 个 点 (任意 3 点 不 共 线 ) 构 成 的 集合 . HER: S 包含 了 一 个 凸 五 边 形 的 顶 

点 集 . 并 给 出 一 个 由 8 个 点 构成 的 集合 使 之 不 具备 上 述 性 质 . 

设 S 是 平面 上 RCm，m; 3) 个 点 构成 的 集合 ， 其 中 任意 三 点 不 共 线 . 证 明 : S 中 存在 mn 个 

点 使 得 它们 可 以 围 成 一 个 凸 mw- 边 形 . (Tarsi) 

前 面 讲 过 ， 有 向 图 是 简单 的 ， 仅 当 它 的 任意 两 条 边 没有 相同 的 端点 序 对 ,一 个 单调 竞赛 图 

是 一 个 竞赛 图 ， 其 中 边 的 方向 总 是 与 顶点 下 标的 顺序 一 致 或 者 总 是 与 顶点 下 标的 顺序 不 一 

致 一 个 完全 无 图 有 向 图 将 两 个 不 同 顶点 的 任意 有 序 对 的 一 个 拷贝 作为 一 条 边 .给 定 m. 

证 明 : 如 果 N 足够 大 ， 则 顶点 集 为 LN] 的 任意 简单 无 圈 有 向 图 有 一 个 阶 为 m 的 独立 集 或 

者 有 一 个 阶 为 m 的 单调 竞赛 图 ， 或 者 有 一 个 阶 为 mm 的 完全 无 图 有 向 图 . 

(DSchur 定理 . (Schur[1916]) 

a) 给 定 上 >0， 证 明 : 存在 最 小 整数 st 使 得 对 整数 1，…，x 的 任意 -着 色 均 有 单 色 x，y， 
z( 不 一 定 唯一 ) 满 足 rz 十 y 一 =( 提 示 : 应 用 Ramsey 定理 在 ~ 一 2 时 的 情况 ). 

b) 用 构造 性 方法 证 明 :， sp 2se :一 1 进而 s G8 D/2. 

(1) 两 个 简单 图 G MH 的 复合 或 者 字典 积 是 简单 图 GLH]， 其 顶点 集 是 V(G) X VOID 

Car Wel, v B AUC uu REG 的 一 条 边 , 或 者 (2)u=w 和 wv' 是 上 的 一 条 边 . 
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. 21 
. 22 


a) 证 明 : a(GLH])=a(G)a( H). 
bE: CCH) 4h GLH]. 
中 利用 (a) 和 (b)， 用 构造 性 方法 证 明 : 
Rpg +1.p9+1)-1>[R(p+1,p +1) —1] X[Rg+1ogt+D — 1]. 
中 通过 推理 得 出 RO" 1, 2" +1) DS5"+1 对 n 宇 0 成 立 , HRCA, fix PRS AE 
造 性 方法 得 出 的 下 界 进 行 比 较 (AbbottL1972]). 
pta- 2); 


(一 ) 验 证 R(p, DRO, p)=p. 利用 此 结论 和 定理 8. 3. 11 证 明 R., o«( Nun 
(一 ) 利 用 下 面 的 图 ， 证明 RG, 50—14. 


r=2 且 闫 色 较 多 时 的 Ramsey & . 
2) p= (pis is Peds Da pi WR 1 但 其 他 的 坐标 保持 不 变 ， 用 这 种 方法 从 户 得 到 的 元 组 


iU gi. 证 明 : RO) < 六 RGO 一 人 十 2. 


aE: rem 1 一 1) 十 2. 
b) 利 用 (a)， 证 明 : rese! del. MARE rs <17. GE: r3 二 17, 但 是 对 下 界 的 证 明 需 要 巧妙 
地 对 Ki 进行 3- 着 色 ， 这 个 着 色 方案 来 自 于 有 限 域 GF(24)). 
( 
r 


证 明 : Ri(p; rt D rk RM, Hp M= 
C338 # ALM Ramsey ae. 
oiii. m (") 06) + (")u- pO) <1 aste pe cos 成立, MRA D» 


ipo. Rae D> ("oO - (Ma m siet ves m pec. omis. 


DARD, 证明 : ROS. HDD. J GO R98 — TBI HT AB RC(3，k) 的 什么 下 
31? (Spencer[ 1977 ]) 

OAH a， 得 出 Re(9) 的 一 个 下 界 . 

(DD) 确定 Ramsey 数 ROG Ki. (提示 : 答案 依赖 于 mAn 是 奇数 还 是 偶数 . ) 

(DT BA m 个 顶点 的 一 棵 树 . 假定 m—1 整除 一 1， 确 定 Ramsey WRT, Kin). 

(Burr[1974]) 
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如 果 p>Cn—-1)(n—-1), WB]. EK KER 2- 着 色 ， 只 要 其 中 的 红色 图 是 可 传递 定向 
的 ， 包 含 一 个 红色 m- 团 或 者 一 个 蓝 色 nn- 团 ; 证 明 上 述 结果 是 最 优 的 (提示 : 利用 完美 图 ). 
(Brozinsky-Nishiura) 

如 果 工 是 一 棵 有 m 个 顶点 的 树 . 证 明 : ROT. Ks. ty Kn, =m DG sy md 
1) 十 1.(Burr) 

WEH: ROC, CO =6( 注 ， 有 多 种 证 明 方法 ). 

证 明 : R(2K3，2K3) 一 10( 提 示 : 归 约 到 由 两 种 颜色 的 三 角形 构成 的 蝴蝶 结 外 加 一 个 单 色 
5 - 环 这 种 情况 ， 然 后 使 用 对 称 性 ). 

(DEH: RCmKz， mKz) 一 3m 一 1. 

(DSF ik, 4 Gi 是 pi 个 顶点 上 的 图 ， 辕 定 重 数 m. WH: Rom Gi, 1s mG) x 
MOn —D pi - RO, i. Ge). 

Frankl 和 Wilson [ 1981 ] M mdb £j 3& T—- TAA n P BER S FH. 它 没有 大 小 超过 
2 ononon 的 团 或 独立 集 ， 其 中 是 一 个 特定 的 常数 . 证明: 对 RC(p，p) 的 这 个 下 界 ， 其 
增长 速度 比 p 的 任意 多 项 式 快 ， 且 比 p 的 任意 指数 函数 慢 . 

(0 对 于 任意 简单 图 G， 确 定 RP. G, HIU GHARG 中 匹配 的 最 大 大 小 来 将 它 表示 
DEN LE 

CD r Als 是 满足 r 十 s 关 0 mod 4 的 自然 数 . TER: ECK LO WER 2- 着 色 有 一 个 项 点数 
至 少 为 [r/2]+ Ts/2] 的 单 色 连 通 图 . 由 此 得 出 结论 ECK,+,) 的 任意 3- 着 色 含有 一 个 顶点 数 
大 于 (r 十 9)/2 的 单 色 连 通 子 图 . 证 明 : 当 4 整除 ~+* 时 ， 上 述 结论 不 成 立 . 

强制 4- 环 . 

a) 证 明 : 如 果 >) ( 


EV 2 


CP) > (P). caa are 


bE, an^ «>a + /in(G)—3), WI G 必然 包含 一 个 4- 环 ， 


TED): Ra (Ci) Sk? ++ 2. CChung-Graham[ 1975 ]) 

(D) Bondy 197 1a} iE] T MIE ry Md (2) 十 d(y) 宇 n(G)， 则 G= Ki 或 者 G 有 长 度 介 于 

3 和 之 间 的 各 种 的 环 . 由 此 证 明 : ROCA. Kis) = maxim 2n- 1). KRAE m 是 不 超过 2n 

的 偶数 . C Lawrence( 1973 ]) 

OEH: ECK,) BY 4E3 2- 着 色 有 一 个 哈密 顿 环 是 单 色 的 或 者 是 由 两 条 单 色 路 径 构成 的 o 

(提示 : 对 nn 用 归纳 法 . )(Lovasz[1979，p85，p482 一 一 由 H. Raynaud 发 现 ]) 

(十 ) 令 是 ECK,) 的 一 个 2- 着 色 , BE ASS. 证 明 下 列 命 题 : 

DUE / ADAE C-i W 也 有 单 色 ca. 

b) 如 果 SADRE Ca, W f 也 有 单 色 C24-1 或 者 2K4. 

OME mm 宇 5， 则 RCCm，Cm) 三 2m 一 1(m 一 4 情况 参见 习题 8. 3. 25). (提示 : 利用 (a) 和 (b) 
及 Erd5s-Gallai[1959] 的 结果 (定理 8. 4. 35) 的 结论 ， 即 ，e(G) 二 (mm 一 1)Ca(G) 一 1)72 将 
使 得 G 中 必然 出 现 一 个 长 度 至 少 为 m 的 环 . 此 外 ， 还 剩 下 一 种 较 难 的 情况 . ) 

G 的 Ramsey 重 数 是 RCG，G)- 团 的 一 个 2- 边 -着 色 中 含有 G 的 单 色 拷贝 的 最 小 个 数 . 证 

明 : Ks 的 Ramsey 重 数 是 2. 


| 


[esl 
Si 
al 
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8.3.37 WEW: 三 角形 区 域 中 的 任意 点 均 可 以 唯一 地 表达 成 三 角形 中 三 个 顶点 的 凸 组 合 ( 凸 组 合 是 
一 种 线性 组 合 ， 其 系数 均 非 负 且 和 为 1). 

8.3.38 高 维 Sperner 引 理 . 一 个 k- 维 单纯 形 由 Re 中 不 位 于 同一 超 平面 之 内 的 十 1 个 点 的 所 有 凸 
组 合 构成 . 单纯 细 分 将 k- 维 单纯 形 表达 成 若干 个 k- 维 单纯 形 ( 单 元 ) 的 并 集 使 得 任意 两 个 单 
元 在 单纯 形 内 的 交集 是 由 这 两 个 单元 的 公共 角 确 定 的 . 一 个 完全 标记 单元 在 其 所 有 角 上 的 
big», n. k) 

描述 一 般 的 * 真 标记 ”这 个 概念 ， 使 得 二 单纯 形 的 单纯 细 分 的 任意 真 标 记 均 含 有 一 个 完 
全 标记 单元 . 证 明 这 个 定理 . (提示 : 对 4 用 归纳 法 ，Sperner 引 理 在 二 维 情况 时 的 证 明 ( 定 
理 8.3.17) 是 归纳 步骤 的 实例 ). 

8.3.39 (一 ) 计 算 Pas Ky MC, 的 带宽 . 

8.3.40 计算 Ku, oun, 的 带宽 . (Eitner[1979]) 

8.3.41 (4) 证 明 : 具有 上 个 叶子 的 任意 一 棵 树 是 [k/21 条 两 两 相交 的 路 径 之 并 (习题 2.1.40). 由 此 
证 明 ， 有 上 个 叶子 的 树 的 带宽 最 多 为 [k/21. (Ando-Kaneko-Gervacio[ 1996]) 

8.3.42 (HR G 是 一 个 毛虫 形 (定义 2. 2. 17)，m 是 一 个 整数 ， ewn [3 lm 对 任意 
HG. 由 此 证 明 ，B8(G) 志 m. (提示 : EU] G 有 一 个 编号 /， 使 得 只 要 “位 于 毛虫 形 
WERE I. W CoE m WARG JEL. | G0 — (G0 | Sm XEBOU uno HY MIT.) (Syslo 
Zak[1982]. Miller 1981) 

8.3.13. 网 格 的 带宽 . 

a) 对 Pw 口 P, ， 计 算 其 局 部 密度 界 . 

BASH POP, 中 顶点 的 一 个 大 集 ， 它 在 第 ; 行 中 取 a 个 顶点 ， 在 第 /了 列 中 取 广 个 项 
TEM: 如果 对 每 个 ; 值 ， 取 第 ; 行 的 前 w 个 顶点 ， 用 这 些 顶 点 构成 集合 T， 则 | OTI 
lasl: 

OWN. 在 VCP, 口 P,) 中 的 所 有 集中 ，|1 9 S | EDW E a >an Mb ms 
HRAS 上 取 最 小 值 . 由 此 得 出 结论 : BCP, OP.) Harper FRH n. 

OWI: BOIS CP.) minim. n). CChvátalová[1975]) 

8.3.44 (十 ) 令 G 是 阶 为 上 、 带 宽 为 4 的 一 个 简单 图 . 


DIF eEG, 证 明 : B(G+e)<26. 
bE: 如果 n>6b, W BCG 十 e) 可 以 达到 25. 

GE: MUR n<3b+4, W B(G+e) 的 最 大 值 是 6 十 1; 如 果 36+5<n<6h—2, WI BOG +e) 
的 最 大 值 是 [ (n 一 1)/31. (Wang-West-Yao[1995]) 


8.4 其 他 极 值 问题 

极 值 图 论 是 一 个 宽广 的 领域 . 在 1. 3 节 中 ， 我 们 单独 描述 了 优化 问题 (在 输入 图 中 找 出 极 值 结 
构 ) 和 极 值 问题 (在 一 类 图 中 找 出 极 值 实例 ) 的 区 别 ;本 书 对 这 两 类 问题 的 研究 贯穿 全 书 . HER P 
我 们 研究 后 一 种 问题 . 提出 这 种 问题 的 原型 例子 是 Turán 问题 : 找 出 不 包含 H 作为 子 图 的 这 类 图 
中 的 最 大 边 数 . 此 外 ,我 们 还 列 出 了 每 章 中 的 一 个 例子 
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rE: [ETT * OR 引用 
max e) di» ARA RAE (C5 "T" 
max HK fS E TURIS HM nep 习题 2.1.61 
max KG) a (Sk 2k 习题 3.3.10 
min a(G) KG) —k HL LES d [«43-0/21 习题 4.2.22 
maxX) 2K> XXH G= Cry 习题 5.2.11 
maxX(G) 外 可 平面 图 3 g 习题 6. 3. 12 
max eG) MG) =n MAEN RPL (12) +! 3 7.2.26 
max a(6) AGS p. a(G) q RO. dl 8.38 


各 种 极 值 问题 很 多 ， 本 节 仅 列 出 一 些 有 趣 的 结论 . 
图 的 编码 

首先 考虑 同 图 的 二 类 编码 相关 的 一 些 参数 . 每 个 编码 模型 均 用 向 量 来 表示 项 点 ， 而 参数 就 是 符 
合 要 求 的 向 量 的 最 小 长 度 . 我 们 在 ”顶点 图 上 研究 这 个 参数 的 最 大 值 ， 这 二 个 参数 分 唱 叫 做 交 数 、 
乘积 维和 塌陷 立方 休 维 . 

8.4.1 定 义 长 度 为 (的 交 表 示 为 每 个 顶点 分 配 一 个 长 度 为 ! 的 0 LOE. 使 得 ue*v 当 且 仅 
当 它们 的 向 量 在 一 个 公共 的 位 置 上 出 现 了 1. 等 价 的 说 法 是 ， 为 任意 EV((;) 分 配 一 个 集合 S,E [人 
Akif ucro S RAUS S. NS 4D. 交 数 9(G) 是 GG 的 交 表 示 的 最 小 长 度 . 

在 一 个 表示 中 ，[ 自 中 的 每 个 元 素 对 应 C 的 一 个 完全 子 图 .所 有 这 些 完全 子 图 可 以 禾 盖 ECG). 
这 就 是 我 们 用 0 来 表示 交 数 的 动机 ， 因 为 6G) 是 覆盖 V(C) 所 需 全 的 最 小 个 数 . 

8. 4. 2 命题 (Erdos-Goodman-Poxsa[1966]) 交 数 等 于 覆盖 EG) MH KSB EC HAL. 

证 明 我们 在 长 度 为 ;的 表示 和 由 1 个 完全 子 图 构成 的 E(G) 的 覆盖 之 间 定 义 一 个 自然 对 应 ， 任 
意 iE [生成 一 个 HuEV(G): i€ S): RAE TMM SEG). WW usv MARY SD 
SAD. 

Ez. WHE FI Qi. = Q MRT EGG). Wirt. VEVO 1 分 配给 每 一 个 顶点 v 即 得 
到 一 个 交 表 示 . a 

因此 ， 如 果 G 是 二 角形 无 关 的 则 0(G)=e(C)， 进 而 bgCKw oy.) = pé/4]. 事实 上 ， 这 是 唯 
-一 个 使 得 VCO) 达到 最 大 值 的 顶点 图 . 习题 1 将 直接 证 明 这 个 界限 . 这 里 给 出 一 个 更 强 的 结论 . 

设 下 是 一 个 图 族 . 给 定 一 个 输入 图 G，F- 分 解 问题 是 将 G 分 解 成 正中 的 一 些 图 使 得 所 用 图 的 个 
数 最 少 . 如果 下 在 起 子 图 这 个 操作 下 不 是 封闭 的 ， 则 天 分 解 问题 使 用 的 子 图 可 能 比 -覆盖 使 用 的 
FAS. 比如 ,我 们 可 以 用 两 个 完全 子 图 覆盖 风筝 图 ， 却 需要 三 个 完全 子 图 才能 分 解 它 . 

证 明 d (Gc | 2/4」 对 所 有 顶点 图 成 立 就 是 要 证 明 : 每 个 顶点 赂 均 可 以 被 | 到 /4] 个 完全 
子 图 短 闵 ， 我 们 证 明 更 强 的 结论 ， 即 (对 每 个 顶点 疼 ) 总 存在 一 个 分 解 最 多 使 用 了 这 么 多 个 完全 子 
图 . 事实 上 ， 我 们 可 以 几 贪 心算 法 找 出 这 样 一 个 分 解 . 

8.4.3 定理 (McGuinness[1994]) nn 顶点 图 G 的 任意 一 个 贪心 团 分 解 最 多 使 用 |n?/ 旬 个 困 . 

证 明 ”我 们 对 进行 归纳 . Ht n2. 论断 显然 成 立 ; 考虑 n>2. DSQ, s Qu BG 的 一 
个 贪心 分 解 ， 这 就 意味 着 任意 Q 在 G 一 Ui--;E(Qi) 中 是 一 个 极 大 完全 子 图 . 注意 ， 从 列表 Q 中 删 
RQ 将 剩 下 G 一 E(Q;) 的 一 个 贪心 分 解 . 
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如 果 每 个 EDA 3 条 边 、 则 mn /6; 所 以 ,我 们 可 以 假设 某 个 Qi 是 一 条 边 zy. RAE 
Q 一 {Qi} 中 与 关联 的 那些 完全 子 图 ，S 也 是 @ 一 {Qi) 中 与 y 关联 的 那些 完全 子 图 ， 因 此 集合 2 = 
Q 一 (RUSU1{Q)) 是 G 一 x 一 y 的 一 个 子 图 的 贪心 分 解 . 根据 归纳 假设 ，| 8 | O72? /4. 因此 ， 
只 需 证 明 [RI + | S| <n-2. 

为 了 证 明 上 述 结论 ， 我们 对 为 RUS 的 每 个 元 素 从 V(G) 一 {r+，y) 中 选取 一 个 顶点 ， 使 得 挑选 
的 顶点 各 不 相同 . 由 于 (构造 覆盖 的 过 程 中 ) 每 条 边 恰好 被 删除 一 次 ， 对 于 任意 vg on y), IR v 
EN(z)， 则 wv 在 R 中 出 现 一 次 ; 如 果 vE N(y)， 则 vv 在 S 中 出 现 一 次 . 考虑 QE R. WR Q HHT 
顶点 v€ N(y)， 则 为 Q 选 择 顶 点 v. 如 果 V(QSN(Cy)， 则 从 序列 Q 中 找到 第 一 个 完全 子 图 Q' 使 得 
它 包含 y 和 Q 中 的 某 个 顶点 w， 我 们 为 Q 选 择 的 顶点 就 是 vE Q. 注意 ，Q' 是 S 中 包含 w 的 唯一 完全 
TA. 由 于 ( 获 盖 的 构造 过 程 中 ) 选 定 Q 和 zy 时 它们 都 具有 极 大 性 ， 故 在 @ 中 ，Q 位 于 Q 和 xy 之 
前 ,对 于 S 中 完全 子 图 ， 可 以 同样 为 它们 选择 一 个 顶点 ， 这 只 需 将 上 述 过程 中 y 换 成 

我 们 已 经 证 明 ， 如 果 工 属于 某 个 QER 和 某 个 Q'E S HA 是 在 上 述 过程 中 为 这 二 者 之 一 选 定 
的 顶点 ， 则 在 序列 Q@ 中 与 v 对 应 的 那个 完全 子 图 必然 位 于 另 一 个 完全 子 图 之 后 . 因此， 任何 顶点 不 
可 能 被 选中 2 次 . 由 此 得 到 结论 ，| R | 十 | S| <n-2, 进而 m<n?/4. 


Chung[1981] 和 Gyori-Kostochka[1979] 加 强 了 分 解 的 界限 :他 们 证 明了 任意 顶点 图 均 可 以 分 
解 成 一 些 完全 子 图 ， 使 得 这 些 完全 子 图 的 阶 之 和 不 超过 | n(G)2/2 小 

现在 ， 我 们 考虑 第 二 种 编码 模型 . 

8.4.4 定 义 ”长度 为 1 的 秉 积 表示 为 顶点 分 配 长 度 为 1 的 不 同 向 量 ， 使 得 uno 当 且 仅 当 它们 的 
向 量 在 任意 位 置 都 不 相同 . RR pdim G 是 G 的 积 表 示 的 最 小 长 度 。 

令 任意 eEE(G) 对 应 一 个 坐标 位 ， 对 于 。 的 端点 ， 在 向 量 的 对 应 位 置 取 0， 在 其 他 项 点 上 将 这 
个 位 置 的 值 取 不 同 的 正 数 ， 从 而 得 到 pdim GS<e(G)( 如 果 G 不 是 完全 图 ). 

8.4.5 例 任意 完全 图 的 乘积 维 是 1. 对 于 玉 ,， 等 一 对 顶点 必须 在 某 个 坐标 位 上 取 相 同 的 值 ， 
但 我 们 却 不 能 为 两 个 顶点 分 配 同一 个 向 量 . 因此， 向 量 中 有 两 个 坐标 位 就 够 了 ,对 于 任意 j， 只 需 
将 向 量 (0， 疙 分 配给 顶点 即 可 。 

对 于 Ki 十 Ki， ， 团 的 向 量 必须 在 每 个 坐标 位 上 取 不 同 的 值 ， 孤 立 顶 点 的 向 量 与 任意 一 个 其 他 
顶点 的 向 量 必须 在 某 个 坐标 位 上 取 相 同 的 值 ， 但 是 取 相 同 值 的 坐标 位 不 能 多 于 1 个 . 因此， 至 少 需 
要 ,一 1 个 坐标 位 . 这 个 长 度 就 够 了 ,这 只 需 将 向 量 (1，2，…， 一 1) 分 配给 孤立 顶点 而 将 向 量 (i， 
ice. 站 分 配给 团 中 的 第 i 个 顶点 

我 们 再 次 用 完全 图 来 描述 此 参数 . 

8.4.6 €. G 上 的 一 个 等 价 是 G 的 一 个 生成 子 图 ， 其 所 有 连通 分 量 均 是 完全 图 . 

8.4.7 命题 G 的 来 积 维 是 满足 UE 一 G NE = DHF HE, oy E SX AE. 

ER 这 里 同样 存在 一 个 自然 双 射 . 给 定 一 个 乘积 表示 ， 由 第 i 个 坐标 产生 E;， 其 中 在 第 i 个 
坐标 位 上 使 用 的 每 个 值 均 对 应 一 个 连通 分 量 . 每 一 对 不 相 邻 的 顶点 在 坐标 的 某 个 位 上 是 一 致 的 ， 因 
此 ，G 的 每 条 边 均 被 答 盖 . 
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反之 ,给 定 -El =, En Ei 的 每 个 连通 分 量 在 表示 的 第 i 个 坐标 上 有 定 值 . APNE HS 
保证 了 乘积 表示 使 用 了 不 同 的 向 量 . a 

8.4.8 引 理 4X X (0)51, M pdim GLX (G); 如 果 G 是 三 角形 无 关 的 ， 则 等 号 成 立 . 

证 明 任意 匹配 都 是 一 些 完全 图 的 不 相交 并 ， 进 而 将 孤立 顶点 添加 进来 之 后 就 变 成 了 一 个 等 
fts 因此 ，X(G) 个 等 价 覆盖 了 G. IR X(G)>1， 则 这 些 等 价 没 有 公共 边 . 

如 果 避 是 三 角形 无 关 的 ， 则 在 GG 的 覆盖 中 所 用 的 任意 一 个 等 价 均 是 一 个 匹配 外 加 一 些 孤 立 的 
Xp; XE. X (G)<pdim G. [L1 

8.4.98 AF n23. n- YS MHRKRRRRn—1. 

证 明 Q GJE— 4 nL. 根据 引 理 8.4. 8 和 Vizing 定理 (定理 7. 1.10), pdimG<X (6) 
4(G) 十 1<n. 并 且 ， 这 个 界限 可 以 改进 为 x 一 1， 除 非 4(G) 7n—1. $ SHG 中 度 为 一 1 的 顶点 构 
成 的 集合 ， 我 们 可 以 假设 | S| =>. 

再 次 利用 引 理 8. 4. 8 和 Vizing BB. pdim(G—S)<n—k. 如 果 有 必要 就 对 坐标 进行 复制 ， 从 而 
得 到 了 GS 的 一 个 长 度 为 n 一 k 的 乘积 表示 . 令 r 是 在 这 个 表示 中 分 配给 顶点 w 的 向 量 

S 的 每 个 项 点 在 G 中 都 是 孤立 点 . 现在 为 每 个 vE S 分配 一 个 向 量 , 其 第 i 个 坐标 (1<i<n 一 k) 
是 e 的 第 i 个 坐标 . 如 果 k 一 1， 这 即 得 到 G 的 一 个 长 度 为 n 一 1 的 表示 . IR 1, RS S 中 的 所 
有 项 点 分 配 了 同一 个 向 量 ; 将 所 有 向 量 增加 一 个 坐标 位 使 得 该 坐标 位 的 取 值 各 不 相同 ， 这 样 就 得 到 
一 个 长 度 为 n 一 k 十 1 的 表示 ， 此 时 n 一 十 1 小 于 一 1. 

由 于 pdim( Ki 十 K，1) 一 nn 一 1( 例 8.4.5)， 所 以 这 个 界限 是 最 优 的 ， L] 

Lovasz-Nesetiil-Pultr[1980] 刻 画 了 乘积 维 是 "一 1 H n MAR. 他 们 还 利用 线性 代数 中 维 数论 
证 方法 证 明了 一 个 一 般 的 下 界 . 

8.4. 10 定理 (Lovisz-Nesetiil-Pultr[1980]) — 4e ui, t u fvi, =s w 是 图 G 中 的 两 个 顶点 
序列 (顶点 不 一 定 互 异 )， 如 果 uey 对 i 一 j MAH Dupo i<j RA, M pdimGZ [lg r1. 

ER ” 今 G 是 长 度 为 d 的 一 个 表示 . Srl enr Ay! er 分别 是 分 配给 wour 和 vi， 
v 的 向 量 . 向 量 2! 和 在 每 一 个 坐标 位 上 均 不 同 , 但 如 果 站 天 六 则 和 yi 在 某 个 坐标 位 上 取 值 相 


同 . But. TT Gi — o> 不 等 于 0 MAM i= j. 
利用 上 述 乘积 特性 ,在 R 中 构造 r 个 线性 无 关 的 向 量 ,这 样 就 证 明了 r < 24 进而 pdim G > 
[lg c]. XF wz € R4, 将 IT Cus — 24) 展开 得 到 和 式 > [T we [T C 25). A EI 2 关联 起 


来 ,我 们 把 上 式 看 成 是 R? 中 的 点 乘积 ,其 坐标 由 [d] 的 子 集 索引 . HFEA wE RY ,分 别 将 坐标 SS 
[d] 的 值 设置 为 fs = [ws 和 as = 工 (一 必 ), 这 样 就 定义 了 R 中 的 两 个 向 量 ;根据 这 个 定义 ,点 


Rew: FT] (ak 一 ze). 于 是 ,z 和 y 上 的 条 件 表明 x'。y’ 不 等 于 0 当 且 仅 当 i = j. 


我 们 断言 z!，…，x" 是 线性 无 关 的 . 考虑 线性 依赖 D) or 一 0. 在 等 式 两 端 分 别 与 ”进行 点 


R, MARTI r ERKAT, HA oar 六 一 0. diari AO, AA o = 0. 现在， 我 们 将 同 
样 的 论述 过 程 应 用 到 jy ! 上 ,由 于 已 知 一 0， 则 得 到 cr-,z" 1 "3y :一 0. 继续 这 个 过 程 ， 将 得 到 
c; =O 对 所 有 j 成 立 . 由 此 可 知 z! onn. ar 是 线性 无 关 的 ， 这 要 求 2 之 a 
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8.4.11 HOLA) pdim(n/2) Kz = flg n). AE k PAB HR. HE 38 ACSA 2 个 向 量 进 
行 编码 的 图 就 是 2 1 Ko. KAA ALS ER h REGE S — 1 e f BART. 如 果 n AB 2 的 
乱 ， 则 可 以 丢弃 一 些 互补 的 向 量 对 来 构造 一 个 表示 . 下 界 可 以 由 定理 8.4. 10 得 到 ， 从 每 个 序列 中 
取 一 个 顶点 (比如 可 以 令 u= vti). a 

在 第 二 个 编码 模型 中 ， 我 们 希望 再 现 更 细节 的 信息 : 顶点 之 间 的 距离 . 这 源 自 网 络 的 寻 址 问 
题 ， 每 一 条 信息 应 选择 最 短路 径 到 达 它 的 目的 地 址 . 由 于 没有 集中 控制 机 制 ， 内 此 接收 信息 的 顶点 
必须 仅 利用 日 的 地 址 的 名 字 确 定 把 信息 发 送 到 哪里 . 如 果 两 个 顶点 的 向 量 表明 了 它们 在 G 中 的 距 
离 ， 则 收 到 信息 的 顶点 可 以 把 上 且 的 顶点 的 向 量 和 该 顶点 邻 域 中 的 向 量 进 行 比较 ， 并且 把 消息 送 往 离 
最 近 的 相 邻 顶点 . 

对 于 连通 疼 G， 我 们 希望 为 顶点 分 配 向 最， 使 得 项 点 之 间 的 距离 等 于 相应 向 量 中 取 不 同 值 的 坐标 
位 的 个 数 . 这 是 G 的 一 个 到 L7 Ky, OOK, 的 等 距 或 者 * 保 距 " 嵌 入 : 一 个 映射 Fs VOD VOD. 
CWE dolu, v= dil fu), S). 然而 很 多 连通 图 没有 等 距 碟 入 . 

央 此 ， 我 们 引入 一 个 “无 所 谓 " 的 符号 * ; 令 S=40，1，* } 并 定义 一 个 对 称 丙 数 d: CO. D 
1，d(0，* )=0=d(1，* ). 4 SN 表示 元 素 取 自 S 的 N- 元 组 (向 量 ) 的 集合 ， 对 于 a. 0€ SN. e 
dsla, b) Vdlajy bi). 对 于 任意 图 G， 用 某 个 N 值得 到 一 个 编码 1: V(G) 一 SY 使 得 di(u， v) = 
ds (f(s fv) XHERE u，vEV(G) 均 成 立 . 

任意 u€ SN 对 应 于 N- 维 立方 Qx 的 一 个 子 立 方 体 ; 子 立方 体 的 维 数 是 a 中 * 的 个 数 . 对 于 4、 
b€ SV， 在 相应 的 子 立 方 体 中 ， 顶 点 间 的 最 短 距离 是 ds Cas b). 为 不 同 顶 点 分 配 的 向 基 对 应 了 不 相 
交 的 子 立方 体 ， 否则 它们 的 距离 将 会 是 0. 对 于 每 一 个 分 配给 顶点 的 子 立方 体 ， 如 果 我 们 对 其 所 有 
边 进行 缩减 ， 则 Qu 就 会 被 挤 厅 成 一 个 塌陷 立方 体 刀 ， 等 距 映 射 /: VOSS 就 是 G 到 有 H 上 的 一 
个 等 距 嵌 入 ， 

8.4.12 定义 ”长度 为 N 的 塌陷 立方 体 嵌入 是 一 个 映射 i VOSS. W dolu, v= ds). 
/(w)). 塌陷 立方 体 维 ddim G 是 G 的 这 种 嵌入 的 最 小 长 度 。 

8.4.13 例 向 量 000，001，01* 和 1* * 构成 了 Ki 的 一 个 塌陷 立方 体 找 入 ， 其 长 度 为 3. 3- 立 
方 体 中 有 两 个 相 邻 顶点 保持 不 变 ， 有 一 条 同时 与 这 两 个 顶点 相 邻 的 边 场 缩 了 。( 这 由 个 顶点 的 ) 对 立 
面 全 部 场 缩 .结果 得 到 的 图 是 Ka. 各 个 顶点 的 像 均 是 子 立方 体 ， 如 下 图 中 黑体 线 所 示 . 我 们 排 广 这 
个 构造 方法 可 以 将 Ky 嵌入 n 一 1- 维 立方 体 中 

为 Py 的 各 个 顶点 分 别 分 配 向 量 00…00，10…00，11…00，…，11…10，11…11， 可 以 将 Pa 
等 距 筑 入 到 没有 塌陷 的 Q。 ,中 . 不 存在 更 短 的 嵌入 ， 因 为 Ps 的 两 个 端点 间 的 距离 是 n 一 1， 且 每 
个 坐标 位 对 向 量 间 的 距离 最 多 贡献 1. 


8.4.14 命题 对 于 图 G, adim(G)< >) delvis vj. 
证 明 ”对 于 任意 满足 i<j 的 i,j 对 ,我 们 占用 向 量 中 的 dav. v T SER 在 vw 对 应 的 向 
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量 中 ， 将 这 些 坐 林 位 的 值 设 为 0; 在 vy RELA (sp prp AEE ARABE Ts WES (e ER SE 
坐标 位 置 * . 给 定 两 个 质点 只 有 不 含 * 的 坐标 位 才 对 计算 距离 有 用 . da Guns vi) —dsCf/Co. 
f(a). [] 

利用 特征 值 技术 (习题 8. 6. L). Graham 和 Pollak( 1971, 1973] EU] f. qdimC GO fij -- BEF 
界 ， 巾 此 得 到 qdim K,—»—1. 因此 ，K, RIP, 的 塌陷 立方 体 维 均 为 一 1; Graham 和 Pollak 19 5% 
H8. 对 于 任意 吨 项 点 连通 图 ，qdimG<w 一 1. 对 于 这 个 猜想 的 证 明 。 Graham 悬赏 S100，Winkler 找 
到 了 一 个 编码 策略 来 证 明 这 个 “塌陷 立方 体 猜想 ”. 401) 

Winkler 的 证 明 方 法 对 任意 连通 六 再 G 生成 了 … 个 明确 的 “一 1 维 塌陷 立方 体 编码 . 我 们 首 
先 为 顶点 编号 ， 任 意 选 取 w: 然后 找 出 一 棵 生成 树 T， 使 得 dr(u，m) = dev. mm) 对 所 有 VE 
V(G) 均 成 立 (了 可 以 通过 从 wo 进行 广度 优先 搜索 得 到 ); 现在 ， 通 过 对 了 进行 深度 优先 搜索 对 各 个 
顶点 进行 编号 . 换 名 话说， 假设 已 经 确定 了 编号 由， rne v WO eoa T rv; 的 还 未 被 访问 的 
1A fO (e (o s 和 理 则 向 树 根 方向 回 湖 ， 直 到 找到 一 个 具有 这 种 孩子 的 顶点 . 在 所 得 的 编导 方案 
WY, TRE T pfi Y vo 的 任何 路 从 行进 ， 顶 点 的 编号 将 递增 - 

8.4.15 例 (广度 优先 生成 树 的 深度 优先 编号 ) 在 下 图 中 ， 粗 体 线 标记 的 边 属 于 了 ， 实 线 标记 的 
边 属 于 0 一 了 我 们 要 用 这 个 例子 来 演示 证 明 过 程 的 儿 个 步骤 . 


Eun. 
3 4 5 LI 


此 后 ,我 们 将 国定 工 及 其 顶点 顺序 ， 并 几 贰 点 在 这 个 顺序 中 的 编号 来 表示 它 . 令 POE TD i 
0- 路 抬 上 的 所 有 顶点 构成 的 集合 ,是 工 中 顶点 i 的 父亲 硕 点 (从 i 到 0 的 路 径 上 经 历 的 下 一 个 顶点 )， 
EA j= maxCP VP) ERF i O 路径 和 j，0- 路 径 交 汇 处 的 顶点 ,给 定 G 的 广度 优先 树 的 深度 优先 编 
48. 4 cli, DodrG. 门 ~do(i, 万 是 i, 了 的 偏差 . 

8.4.16 例 FEIRA WPIA biit cG, K). 对 例 8.4. 15 中 的 树 Te RAIH GED Disi E nie T 
IX eG. B. 


9 0 0 0 0 0 

0 0 0 Tok 汪 13 3 

1 1 1 3 1 3 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 m 


8.4.17 8| S (Winkler 1983) 偏差 有 以 下 性 质 : 
aed, jc. DBO. 
bw RIEP,. A cG, D—0. 
ode Ri€P; 和 jED; RRMA. B eG. FIG. DG jO) 2 
证 明 oR. KERHD. H GPR i9 i JERKE T HA T BUS T 00 BE 
B: b) 各 顶点 到 w 的 距离 在 了 中 得到 了 保持 .这 表明 中 的 i， 广 路 径 是 G 中 的 最 短 i. RES 402] 


[03] 
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c) 因 为 也 属于 了 中 的 z， 产 路 径 ， 所 以 dr(i, D—drG. j=). WF jj € EG). 所 以 | deli, D 
一 do(i, j) | I. FÆ, cG, 站 一 c(i, FFF O M1 R 2. 


根据 偏差 这 个 概念 ， 可 以 大 致 看 一 下 Winkler 编码 是 如 何 工作 的 . 我 们 采用 搜索 树 是 因为 它 很 
自然 地 提供 了 一 1 个 坐标 位 ， 树 中 的 距离 是 对 图 中 的 距离 的 一 种 近似 ; 树 中 的 距离 经 过 适当 调整 
( 减 去 偏差 ) 就 是 图 中 的 距离 HFAA i je Winkler 编码 恰好 在 dr(i， 疙 个 坐标 位 中 的 每 个 位 置 
k 上 恰好 令 i 和 j 的 向 量 之 一 取 1; 我 们 希望 其 他 编码 位 上 恰好 有 doli, 让 个 坐标 位 取 0， 对 于 这 两 
个 向 量 之 一 取 1 的 所 有 坐标 位 上 ， 要 恰好 放置 c(i, 站 个 *， 这 样 就 达到 调整 的 日 的 . 问题 是 在 于 
恰当 地 设计 编码 使 得 上 述 条 件 对 所 有 顶点 对 同时 成 立 . 

8.4.18 定理 (Winkler[1983]) 任意 连通 nn- 顶点 图 G 的 塌陷 立方 体 维 至 多 为 n 一 1， 

TER 如 上 面 所 述 ， 取 树 并 将 所 有 顶点 编号 为 0，…，n 一 1. 我 们 定义 一 个 编码 SCD) = 
CNG, tms fa ODER E deli, j)=dslai, aj). 编码 是 : 

1 如 果 AE P; 
* MUR CGU — clik) 一 2 i 
Ji) = 二 < WE cGUD — cik) = 1 并 且 i 二 上 并 且 c(i,k) 是 偶数 
*— WR CER) 一 c(isk) = IFA E> EXER CR) 是 奇数 
o ”其 他 情况 
( 例 8.4. 16 中 各 个 顶点 的 编码 向 量 分 别 是 /(00 = 00000, f(1)= 10000, f(2)=110*0, f(3)= 
#0100, f(4)= 110, /(5)= 111.) 

HTM sf. (DI=deCis Ds 我 们 对 /Ci)，/( 四 中 一 个 取 值 为 1 而 另 一 个 取 值 为 0 的 
坐标 计数 . 这 种 坐标 位 上 必然 都 属于 P;UP;， 因 为 只 有 这 里 的 坐标 位 才 可 能 取 1. 根据 对 称 
性 ， 我 们 不 妨 假设 <j. We. € 已 ， 我 们 分 别 考虑 1E P; LEP; 这 两 种 情况 . 

MRIEP), Wde. P=drGs P= | PiP |. AAWM=fAG=1 MAMA KEP. fO), 
f( 让 中 恰好 有 一 个 取 1 的 坐标 位 都 位 于 P; — P; 中 . 对 于 kE Pj 一 Pi:， 有 O0. A delti, p= 
dsCfCD S SGD. 

如 果 TEP). Wt kE CP; -POUCP; PAT AA CO fu D rbd iei — FEF 1. 我 们 要 证 明 
另 一 个 向 量 恰好 在 这 些 坐 标 位 中 的 cG, DARLE EIR * . 这 样 将 得 出 

dst fO fG =| Py — P; |+] P; — Pj |- Gu) = dr Gif) — inj) 一 dti)， 
在 例 8.4.16 中 ，(Ps 一 Pa)U(Ps 一 P;) 是 所 有 5 个 坐标 ， 由 于 /(2) 和 5) 在 这 些 坐标 上 共有 3 个 
取 * ， 因 此 得 到 ds(/(2),f(5))=d6(2,5)=2. 

为 了 在 这 些 坐 标 位 上 确定 * 的 位 置 ， 考 虑 将 i j 之 一 移 到 P;，P; 交汇 处 之 后 对 偏差 造成 的 变 

化 . 考虑 两 个 序列 : 


0 = cist A D sm x eG) cup. 
0— cG A fei) S - SG" jf) x eG. 
我 们 将 对 满足 0 二 m 过 c(i, 门 的 每 个 偶数 m dE Fi 中 取 到 一 个 * ， 并 且 对 满足 0 一 msc(i， ffi 
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个 奇数 六 在 0) 中 取 到 一 个 * . 

REF HAL O<m<ci, 由 的 偶数 m， 令 jm ERE Cs jm Sm Miclis jm)<m 的 唯一 顶点 .好 
使 m 这 个 值 不 在 第 一 个 序列 中 ，jm 也 是 有 定义 的 . 由 于 < 在 每 一 步 中 最 多 变化 2， 故 jm 的 值 互 不 
相同 . 并 且 ， 深度 优 先 顺序 保证 了 <k PRAT RC Pj; 一 Pi 均 成 立 . A. f= * X R€P;— P, 
成 立 当 且 仪 当 有 某 个 偶数 wm kS js. EA 8.4.16 中 ， 对 于 (i, D=O, 5), ffi j;-4 和 
/1(2)=*. 

同样 ， 对 于 满足 O<m<ci, J) EAR m. is 是 满足 Cline D>m AM cline Jm WME Ti 
点 . 同 前 面 一 样 ，im 的 值 互 不 相同 且 有 定义 . 深度 优先 顺序 保证 了 7 > 对 所 有 RE P; P; 均 成 立 ， 
故 aj(k)=* 对 kE P; — P; 成 立 当 且 仅 当 有 某 个 奇数 m Ei kin 在 例 8.4.16 中 ， 对 于 (i, P= 
2, DRIA i=l, 5-728 fifi 5. 

这 样 ， 我们 对 Pi 一 PjU Pj 一 P; 中 * 的 个 数 进行 了 计数 . 这 个 数量 等 于 从 1 到 <(i， 刀 之 间 偶 数 
的 个 数 加 上 从 1 到 c(i， 让 之 问 奇数 的 个 数 ， 加 起 来 等 于 eG. D. a 
分 又 和 流言 

在 图 中 ， 我 们 已 经 研究 了 找 出 两 两 间 无 公共 边 的 生成 树 的 最 大 数 其 这 个 问题 ， 这 个 数 基 等 于 满 
足 如 下 条 件 的 最 大 & 值 : 对 任意 顶点 划分 P， EDAR P| 一 1) 条 边 介 于 了 的 集合 之 间 ( 椎 论 
8.2.59). 这里， 我 们 在 有 向 图 中 考虑 类 似 的 问题 ， 它 与 Menger 定理 有 关 ( 习 题 14). Menger 定理 是 
集中 讨论 顶点 对 的 最 小 -最 大 定理 . 我 们 考虑 单个 顶点 到 有 向 图 其 余部 分 的 “连通 性 ” 

8.4.19 定义 有 向 图 中 一 个 广 分 叉 是 一 棵 从 六 分 又 出 来 的 "有 根 树 ， 其 中 顶点 二 的 入 度 为 0， 
其 他 所 有 顶点 的 入 度 均 为 1， 并 且 其 他 顶点 从 出 发 均 是 可 达 的 。 Arr: G) 表 示 为 使 得 某 个 顶点 
从 了 出 发 不 可 达 至 少 需要 删除 的 边 数 . 

删除 进入 集合 XE V(G) 一 {r 的 所 有 边 将 使 得 X 的 任意 项 点 从 出 发 均 不 可 达 ,， 另 一 方面 ， 删 
除 后 使 得 某 个 顶点 不 可 达 的 极 小 集合 包括 了 离开 已 到 达 顶 点 的 所 有 边 . 因此 ，e (~; G) 就 是 在 所 有 
非 空 集合 XOVG 一 (直上 取 进 入 X 的 边 数 的 最 小 值 . 

在 由 两 两 间 无 公共 边 的 斑 分 又 构成 的 集合 中 ， 每 个 分 叉 至 少 用 到 一 条 进入 X 的 边 . 因此 ，G 中 
至 多 有 w(r; OG) 个 两 两 间 无 公共 边 的 一 分 叉 . Edmonds 证 明了 这 个 界 是 可 达 的 . 我 们 下 面 的 讨论 允 
许 重 边 . 

8.4.20 定理 (Edmond 分 又 定理 [1973]) ”对 于 有 向 图 GG 的 顶点 r， 两 两 间 无 公共 边 的 六 分 叉 的 个 
HR «Cry O. 

证 明 (Lovisz[1976]) 设 V 是 G 的 顶点 集 . 上 界 成 立 ， 因 为 V 一 ~ 的 任意 子 集 必然 由 每 个 斑 分 叉 
的 至 少 一 条 边 进 入 . 我 们 对 =x (r; G) 用 归纳 法 来 证 明 存在 Crs G) 个 两 两 间 无 公共 边 的 斑 分 又 . 
k=1 时 ,由 于 每 个 顶点 均 是 可 达 的 ， 故 一 次 广度 优先 搜索 就 可 以 生成 一 个 斑 分 叉 . F> RR 
出 一 个 记分 灵 全 使 得 x (r; G-E =k]; 所 以 由 归纳 假设 即 可 得 到 其 余人 一 1 个 记分 丸 

一 个 部 分 分 叉 是 G 的 某 诱导 子 图 的 一 个 -分 叉 . STR r GED) SR 1 的 阶 数 
达到 最 大 的 部 分 广 分 又 . 顶点 r 本 身 就 是 满足 x(r; G- ECT) ZR 1 的 部 分 分 又 ， 其 中 ED) = Ø 
(因此 ， 上 述 的 工 是 有 定义 的 ). A S=V(T)， 如 果 S 二 V， 则 已 经 完成 了 证 明 ， 故 我 们 假设 SAV. 

APT XCV—r. A ex 表示 G 一 E(T) 中 进入 X 的 边 的 数量 . 如 果 ex >k EBS V S 相交 的 
集合 XGV 一 ~ 均 成 立 ， 则 把 从 V 一 S 到 S 的 任意 一 条 边 添加 进来 就 可 以 扩展 T. 因此 ， 我 们 可 以 选 


择 一 个 最 小 集合 UGV 一 r 使 得 它 与 V 一 S 相交 并 且 恰 有 k 一 1 RIAC. FERRER N. T 
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由 实 线 边 构成 ). 

因为 x Gs CO) =k OE HBE RAE REE A U 一 S 中 的 边 . 故 eu sk 仍然 成 立 . 然而 ，eo 一人- 
1， 所 以 必然 有 -条 边 ry MSNU PJU- S. 我 们 断言 可 以 将 ry 添加 进来 扩展 工 ， 这 与 工 的 最 大 性 
AJ. FAL EMG ECD ABR ry 后 ， 至 少 还 有 4 一 1 条 边 进 入 任意 WEV 一 r. 这 是 平凡 
的 ,除非 zEYV 一 多 Hv €W. 对 于 这 样 的 W， 只 需 证 明 ew >k. 

Blit ewi eu 表示 了 进入 W 的 边 和 进入 U 的 边 的 总 数 . 除了 介 于 U 一 W WU 之 间 的 边 ， 
RXRA T WUU. HA WOU 的 那些 边 被 计算 了 两 次 . 于 是 ew teu Dewy + ewnu- 
根据 工 的 定义 .我们 有 ewuu 宇 k 一 1; 由 构造 过 程 E eo —k—1: 申 7EU 一 W 和 U 的 最 小 性 ， 有 
ewnu >k. 因此 、ew 三 4 一 1 一 (4 一 1) 十 人 一 人、 这 即 为 所 证 . 


Lovász 的 证 明 可 以 转化 为 一 个 算法 以 找 出 两 两 间 无 公共 边 的 r- 4p XC 3G Tarjan[ 1974/75] 
给 出 了 另 一 个 算法 ,我们 可 以 把 x (r; G) 称 为 局 部 -全 局 边 -连通 度 . 定理 8. 4. 20 有 几 个 等 价 形式 . 

8.4.21 推论 如 果 避 是 有 向 图 ,是 (的 顶点 ， 且 人 >>0， 则 下 列 论断 等 价 ， 

A)G 有 人 个 两 两 间 无 公共 边 的 广 分 又 

Deiri Dirks 等 价 的 说 法 是 ， | [X，X] | Sk 对 所 有 XSV(G) 一 {r} 成 立 . 

COMER Ar, 存在 人 条 两 两 间 无 公共 边 的 rs- 路 径 。 

D) 在 底 (无 向 ) 图 中 存在 人 棵 两 两 间 无 公共 边 的 生成 树 ， 使 得 对 任意 Ar, 这 些 生 成 树 中 恰好 包 
含 了 有 向 图 人 ;中 的 人 条 进入 * Hih. 

证 明 Ac 是 Edmonds 定理 ，Be3C Je Menger EH. WA ASD. 对 于 DSB, BBA FE ME. 
Aug UCV —r. AVE RAR SAT | U1 一 1 条 边 位 于 U 中 ， 内 此 ， 这 WRAY Hk BIE AT AC UI 

DAR MIF U rp. BLUR ORE RI E fi T1 IE GP OPI AH EAT 1 U | 条 边 的 头 部 位 于 

口中 ， 所 以 至 少 有 条 边 进 入 U. a 

Schrijver 发 现 Edmonds 分 又 定理 还 可 以 用 氢 阵 并 定理 和 拟 阵 交 定理 来 证 明 .丢弃 进入 根 的 
W. 设 M 是 底 (无 向 ) 图 上 环 拟 阵 的 人 个 拷贝 的 并 ;， 设 M2 是 一 个 拟 阵 ， 其 中 边 集 是 一 个 独立 集 当 
及 仪 当 该 集合 中 任意 十 1 条 边 没有 相同 的 头 部 (这 是 阶 为 的 均匀 拟 阵 的 直 和 ). 存在 个 不 相交 的 
广 分 义 当 册 仅 当 这 两 个 拟 阵 有 一个 大 小 为 k(x(03) 一 DD) 的 公共 独立 集 . 

黄岗 间 夸 公共 边 的 斑 分 又 提供 了 从 r 进行 消息 传递 的 一 个 容错 静态 协议 ;( 它 使 得 消息 传递 时 ) 
有 多 棵 可 供 选 择 的 树 ( 用 来 进行 路 由 ). 下 面 我 们 考虑 从 任意 项 点 到 其 他 所 有 项 点 进行 消息 传递 的 静 
态 传输 协议 . 传输 都 是 双向 的 但 是 它们 按 一 定 的 顺序 进行 . 

这 个 问题 就 是 流言 问题 . 考虑 个 流 每 个 流言 有 一 小 片 信息 . 作为 流言 的 传播 者 ， 每 个 人 
都 希望 知道 所 有 的 信息 ; 两 个 流言 传播 者 在 交流 时 .他 们 都 将 自己 知道 的 信息 全 部 告诉 对 方 . 要 想 
完成 所 有 有 的 信息 传输 ,流言 传播 者 之 间 至 少 需要 打 多 少 个 电话 ? 在 20 世纪 70 年 代 早期 ， 人 们 给 出 
了 这 个 问题 的 - - 些 解 - 
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打 22 一 3 个 电话 即 可 ， 这 个 结论 比较 简单 : 等 个 人 部 打 电 话 给 r+， 然后 x 义 给 每 个 人 部 打 同 电 
话 ， 将 最 后 一 个 打 人 的 电话 与 第 -个 打出 的 电话 合并 在 -- 起 ， 这 样 就 节省 了 一 次 电话 通信 .如果 
7 人 >4, 则 2n— 4 次 电话 通信 就 足够 了 : 选 4 个 人 构成 集合 S; 首先 ， 其 他 人 都 给 S 中 的 一 个 人 打 电 
Wis 然后 ，S$ 中 的 人 通过 两 个 不 同 的 配对 方式 ,用 4 次 电话 通信 即 实现 信息 共享 : 最 后 ， 其 他 人 按 
到 从 S$ 打 回 的 电话 ， 这 样 通话 次 数 的 总 和 为 (2 一 4) 二 4 十 (一 4) 一 22 一 4. 使 用 疼 模 型 我 们 证 明子 
这 个 结论 是 最 优 的 . 

8.4.22 定义 ”有 序 图 是 边 有 序 的 一 个 图 (万 许 重 边 ). 递增 路 径 是 一 条 路 径 ， 它 不 断 通过 边 顺 序 
中 集 后 的 边 ,一 个 流言 模式 是 一 个 有 其 中 每 个 顶点 均 有 达到 其 他 任意 顶点 的 递增 路 径 ， 如果 
一 个 流言 模式 没有 递增 了 ，y -路径 外 加 一 条 介 于 +，y 之 间 ( 在 边 顺序 中 较 路 径 内 其 他 边 ) 靠 后 的 边 ， 
则 称 它 满足 NOHO(* 没 有 人 能 听 到 他 自己 的 信息 ”). 

8.4.23 定理 HF Sd, 在 顶点 流言 模式 中 边 的 最 小 条 数 是 2 一 4. 

证 明 (Baker-Shostak[1972]) 我们 随意 地 使 用 "呼叫 "代替 “ 边 " 来 强 测 顺序 以 及 重 边 的 可 能 
性 ， 上 而 描述 的 模式 使 用 了 2n—4 次 呼叫 ， 面 且 对 于 各 种 情况 进行 分 析 后 可 以 知道 v=4 时 它 是 最 
优 的 . 这 为 对 进行 归纳 葛 定 了 基础 . 对 于 >4， 我 们 假设 具有 一 1 个 顶点 的 任意 流言 模 对 
使 用 2n 一 6 次 呼叫 .如果 2n 一 4 对 个 是 最 优 的 ， 则 可 以 向 最 优 模式 中 添加 若 十 个 呼叫 (如 
果 必 要 ) 来 得 到 恰好 有 2m 一 5 次 呼叫 的 六 顶点 流言 模式 G. 

论断 1: GMR NOHO. 否则 ，G 有 一 条 从 到 ve 递增 路 径 沿 着 边 e1 rne 行进 ， 后 而 紧 跟 着 
边 erti Sver. 删除 el A ersi. 将 其 他 涉及 < 的 呼叫 划分 成 上 一 2 个 集合 : Eu Ber 之 前 的 呼叫 构成 ; 
AF SISA, ES Fe; 和 e+ 之 间 的 呼叫 构成 ; Err 由 er+1 之 后 的 呼叫 构成 ,对 任意 cEE 
根据 i=0，1 志 i<k 或 i=k 十 1 这 三 种 情况 之 一 分 别 将 6 的 端点 7 替换 成 v 或 ww( 见 下 面 的 示意 
图 ). BEA ECG) — fer ex+1) 是 V(G) 一 {x} 模式 ， 央 为 每 一 条 穿越 < 的 递增 路 径 被 条 由 
相同 的 边 ( 可 能 还 要 从 te ;中 另外 选 出 一 些 边 ) 构 成 的 递增 路 径 替 换 . 这 个 模式 有 2(n 一 1) 一 5 条 边 ， 
这 与 归纳 假设 矛盾 . 


论断 2; 有 dr) 一 3 次 呼叫 对 工 是 无 用 的 ， 进 而 0060273. 令 0(z) 是 如 下 这 种 呼叫 构成 的 集 
A: 通过 这 种 呼叫 ， 从 出 发 的 递增 路 径 第 一 次 到 达 某 个 项 点， 这 些 呼 叫 形成 一 棵 树 . 将 EC 
各 边 的 顺序 颠倒 之 后 也 可 以 得 到 一 个 QGO « 我们 用 新 记号 KCz) 来 表示 ， 这 些 边 也 构成 一 棵 树 ， 它 
们 对 于 “进入 " 硕 点 + 是 有 用 的 . 我 们 证 明 OGO D IC) 是 与 工 关 联 的 所 有 边 构 成 的 集合 . WR- -条 
MM o. y MEER SIUE y E NCO EL zy( 在 过 顺序 中 ) 位 于 该 路 径 其 他 边 之 后 ， 则 工 违背 了 NOHO. 
央 此，zryE O(z); 类 伏地 可 以 证 明 ，zryE ICO. HZ. MRO AIDA T tyr XI 
边 。e， 则 始 于 x+ 并 包含 边 。 的 一 条 递增 路 径 与 到 达 + 并 包含 边 e 的 -一 条 递增 路 径 组 合 在 起 将 违背 
NOHO. 因此 ，| OWN | =d(z).“* 对 x 无 用 的 " 边 是 那些 不 在 OCz) UIC7) 之 内 的 边 . 由 此 


得 到 : 


LOG) U TG) |= 22 一 5 一 (一 1) 一 (一 1) 十 d(zr) = dlr) — 3 
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由 于 这 个 数 是 对 一 个 边 集 进行 计数 ， 故 5(G) 三 3. 

论断 3: 删除 每 个 顶点 的 第 一 个 呼叫 和 最 后 一 个 呼叫 ， 所 得 的 子 图 至 少 有 5 个 连通 分 量 并 且 没 有 
BARA. G zy 是 与 + 相关 的 第 一 个 呼叫 . 如 果 与 y 相关 的 第 一 个 呼叫 是 yz HAr, WREE 
道 它 出 现在 zy 之 前 ， 并 且 这 两 个 呼叫 均 不 会 从 + 到 < 通信 . 在 yz 和 zy 之 后 ， 一 条 递增 +，z 路 径 在 
z 上 违反 了 NOHO. 因此 ， 第 一 个 呼叫 构成 的 集合 下 是 一 个 匹配 ， 其 中 有 n2 个 第 一 次 呼叫 . 类 似 地 ， 
最 后 一 个 呼叫 构成 的 集合 也 是 一 个 大 小 为 n/2 的 匹配 . 图 G 一 F 一 上 有 "一 5 条 边 ， 因 此 至 少 有 5 个 连 
通 分 量 . 根据 命题 1. 2. 11， 它 没有 孤立 顶点 ， 央 为 AGO. 

T.H Fe —2n—5-2n, X4 BU x IHE £3. SC. C. C; 分 别 是 G 一 F 一 L 中 包含 
x、 它 的 第 一 个 相 邻 顶点 、 它 的 最 后 一 个 相 邻 顶点 的 连通 分 量 ( 它 的 中 间 那 个 相 邻 项 点 位 于 Ci 中 ). 只 
有 通过 始 于 x 关 联 的 第 一 条 或 者 中 间 那 条 边 并 且 避 开 FUL 的 路 径 ，G 一 F 一 上 的 边 才 可 能 属于 Or), 
所 以 这 样 的 边 属于 C 或 Co. 类 似 地 ，G 一 F 一 L 中 属于 I(x) 的 边 只 能 出 现在 Ci 或 者 C3. 其 他 连通 分 
量 的 边 至 少 有 两 条 ， 它 们 对 于 x 是 无 用 的 (G 一 F 一 上 没有 孤立 顶点 ), 但 是 论断 3 仅 允许 有 d(x) -3— 
0 条 边 对 工 是 无 用 的 ， a 

在 实际 应 用 中 ， 我 们 希望 最 小 化 消息 的 总 长 度 或 者 总 时 间 ( 假 定 任意 项 点 在 每 个 时 间 单 位 内 最 
多 参与 一 个 呼叫 ). 我 们 也 可 以 对 可 以 彼此 呼叫 的 点 对 进行 限制 . 流言 可 以 用 2n 一 4 次 呼叫 完成 当 且 
仅 当 由 允许 的 呼叫 确定 的 图 是 连通 的 并 且 有 一 个 4- 环 (Bumby[1981]，Kleitman-Shearer[1980]). 问 
题 的 其 他 变形 考虑 有 向 图 (习题 15 一 16) 、 容 错 、 会 议 呼叫 等 . 
序列 着 色 和 可 选择 性 

序列 着 色 是 顶点 着 色 问 题 的 一 般 形 式 . 我 们 仍 要 为 每 个 顶点 选取 一 种 颜色 ， 但 是 对 各 个 顶点 上 
可 供 选择 的 颜色 集合 有 一 定 的 限制 . 这 个 模型 由 Vizing[1976] 和 Erd6s-Rubin-Taylor[1979] 独 立地 
引入 . ， 
8.4.24 定义 ”对 图 G 的 每 个 顶点 u， 令 1L( 臣 表示 可 用 于 的 颜色 序列 . 一 个 序列 着 色 或 选择 函 
数 是 一 个 真 着 色 /， 它 使 得 /()EL(vV) 对 所 有 成 立 . 图 G 是 4- 可 选择 的 或 者 可 人- 序列 着 色 的 ， 
如 果 任意 为 各 个 顶点 指定 人 元 序列 均 存 在 一 个 真 序列 着 色 . 序列 色 数 、 选 择 数 或 者 可 选 度 X,(G) 是 
使 得 C 是 上 可 选择 的 最 小 人 值 . 

由 于 所 有 序列 可 以 是 相同 的 ， 故 Xi(G) 三 X(G). 如 果 序 列 的 长 度 至 少 是 HAG), WRAKI D 
点 进行 着 色 将 在 每 个 顶点 处 还 剩 下 一 种 可 用 的 颜色 . 这 个 方法 类 似 于 贪心 着 色 算 法 ， 并 证 明了 
Xi(G) 芝 1 十 A(G)( 其 他 与 XG) 类 似 的 结论 见习 题 22). 然而 ,不 可 能 用 XCG) 来 给 出 Xi(G) 的 一 个 上 
界 . 存在 具有 任意 大 的 序列 色 数 的 二 部 图 . 

8.4.25 命题 (Erdos-Rubin-Taylor[1979]) 如 果 m= (^ 1), m Kae RTE 


证 明 令 X,Y 是 G=Ko.m 的 二 部 前 分 . 将 [24… 吕 的 不 同 天 子 集 作为 颜色 序列 分 配给 X 中 的 
顶点 ， 并 对 Y 做 同样 的 操作 . 考虑 选择 函数 /. 如 果 / 为 X 中 的 顶点 选用 的 不 同 颜色 少 于 上 种 ， 则 
有 一 个 k- 子 集 SS[2k 一 1] 没 有 被 使 用 ， 即 /没有 为 中 以 S 作为 颜色 序列 的 顶点 选中 任何 颜色 . 
如 果 三 在 X 的 所 有 顶点 上 至 少 使 用 了 k 种 颜色 ， 则 有 一 个 颜色 的 集合 SS[2k 一 1j 在 中 被 使 用 ， 
但 将 序列 S 分 配给 Y 的 一 个 顶点 之 后 不 可 能 得 到 一 个 真 着 色 . 

序列 色 数 比 色 数 更 难 计算 ， 内 为 其 上 界 和 下 界 的 确定 都 涉及 全 局 变化 . 确定 3- 可 选 完全 二 部 图 
是 困难 的 . 对 于 8<m<ny Kon dé 3- 可 选 的 当 且 仅 当 
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m = 3 H n < 26CErdós-Rubin-Taylor( 1979) ,或 者 

m = 4 H n « 20( Mahadev-Roberts-Santhanakrishnan[ 1991) ,或 者 
m = 5 H n < I2(Shende-Tesman( 1994) ,或 者 

m = 6 Hn < 10CO'Donnell[ 1995). 

Alon 和 Tarsi[1992] 利 用 与 图 相关 的 一 个 多 项 式 得 到 了 为 (GC) 的 上 界 (参见 Alon[ 1993 ]). Fleischner 
和 Stiebitz[1992] 利 用 同样 的 技术 证 明了 向 3n- 环 中 添加 a 个 不 相交 的 三 角形 之 后 得 到 一 个 可 3- 着 色 
图 ; 他 们 还 证 明了 更 强 的 结论 : 它 是 3- 可 选 的 . 

边 -着 色 也 有 一 个 变形 : 为 所 有 边 指定 可 用 颜色 序列 并 要 求 选择 一 个 真 边 -着 色 . 

8.4.26 定 义 令 L(e) 表 示 边 e 的 可 用 颜色 序列 . 一 个 序列 边 -着 色 是 一 个 真 边 -着 色 /， 其 中 每 
条 边 。 的 颜色 /(e) 均 选 自 L(e). 边 - 可 选 度 Xi (G) 是 使 得 任意 为 所 有 边 指定 大 小 为 上 的 可 用 颜色 序列 
均 有 真 序列 边 -着 色 的 最 小 上 值 . RAB, XOU), KP LODAGHAB. 

de EX (G)<2A(G) — 1 的 过 程 也 可 以 得 到 Xi (G) 志 24A(G) 一 1( 习 题 22)， 从 而 Xi CG2 X (D. 
同 通常 的 着 色 一 样 ， 用 线 图 可 以 把 边 着 色 的 定理 表达 成 为 顶点 着 色 的 特殊 情况 ， 并 且 表 现 出 更 好 的 
性 质 . 尽管 如 此 ， 对 于 边 -可 选 度 界 限 的 猜想 也 是 令 人 吃惊 的 . 这 一 结论 由 不 同 的 研究 人 员 独 立 提 
出 ,包括 Vizing, Gupta, Albertson, Collins 和 Tucker， 并 且 它 的 第 一 次 出 现 大 概 是 在 Bollobás 
Harris[1985]( 也 可 以 参见 Bollobás( 1986 D. 

8.4.27 猜想 (序列 着 色 猜 想 ) Xi(G) 二 X'(G) 对 所 有 GRI. a 

对 于 简单 图 ， 该 猜想 和 Vizing 定理 (定理 7.1.10) 可 以 得 到 Xi (G)<A(G) +1. Bollobás 和 Harris 
[1985] WED T X (G)<cACG) TE c7» 11/6 时 对 于 足够 大 的 A(G) 是 成 立 的 . 这 个 结论 以 及 后 来 的 改进 
工作 都 使 用 了 概率 方法 . Kahn[1996] 证 明 该 猜想 渐 近 行为 : XE COA +0(1))A(G). Kaggkvist and 
Janssen[1997] 细 化 了 错误 区 间 : X (G) d--OCd??? Viogd)， 其 中 d=A(G). Molloy and Reed[2001] 
进一步 加 强 ( 并 推广 ) 了 这 个 界限 . 

Dinitz 在 1979 年 对 于 G= Kw,。 的 特殊 情况 提出 了 序列 着 色 猜 想 (Janssen[1993] 证 明 Kon 1 的 情 
BD. Dinitz 猜想 用 矩阵 形式 表 来 变 得 更 通俗 如果 on 网 格 的 每 个 位 置 包 含 了 一 个 大 小 为 n 的 
集合 ， 则 可 以 从 每 个 集合 中 选 出 一 个 元 素 ， 使 得 每 一 行 中 选 出 的 元 素 互 不 相同 并 且 每 一 列 中 选 出 的 
元 素 也 互 不 相同 . 

Galvin[1995] 对 二 部 图 证 明了 序列 着 色 猿 想 ， 这 一 结果 包含 了 Dinitz 猜想 (参见 Slivnik[1996])， 
这 里 ， 我 们 只 证 明 Diniz 猜想 ， 证 明 过 程 使 用 了 稳定 匹配 问题 (3. 2 节 ). 

8.4.08 定义 有 向 图 的 一 个 核 是 一 个 独立 集合 S， 使 得 S 之 外 的 任意 顶点 都 有 一 个 后 继 含 于 S 
中 . 如 果 有 向 图 的 任意 诱导 子 有 向 图 都 有 一 个 核 ， 则 称 该 有 向 图 是 核 -完美 的 . 给 定 函 数 f: VGO 
N， 称 图 G 是 /可 选 的 ， 如 果 只 要 | L(x) | 一 f(z) 对 任意 成 立即 可 从 顶点 的 序列 中 选择 颜色 构成 
一 个 真 着 色 . 

我 们 在 应 用 1. 4. 14 中 使 用 了 “ 核 ” 这 个 概念 (比如 不 含 奇 环 的 有 向 图 有 核 ). 一 个 f 可 选 图 对 二 
max f(z) 基 可 选 的 ， 因 为 向 序列 中 添加 颜色 不 会 使 得 (颜色 的 ) 选 择 更 加 困难 . 

8.4.29 引 理 (Bondy-Boppana-Siegel) 如 果品 是 G 的 一 个 核 -完美 定向 且 /(7) 二 1+dD GO EPI 
有 xzEV(G) 成 立 ， 则 G 是 广 可 选 的 . 

证 明 ”我们 对 n(G) 用 归纳 法 . n(G) 二 1， 结 论 是 平凡 的 . (GO 二 1 时 ， 考 虑 给 定 的 (颜色 ) 序 
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5), JEn LGOfl KO CO. 从 某 个 序列 中 取 一 种 颜色 c. 令 U= (v: c€ Lo). 邻 S 是 诱导 子 图 
D[U] 的 核 . 将 颜色 分 配给 S 的 所 有 顶点， 这 是 可 行 的 ， 内 为 S 是 独立 顶点 集 、 

HH VEUS. M LODDER c. 从 其 他 序列 中 随意 地 删除 其 他 一 些 颜色 ， 使 得 任意 € 
V(D) 一 S 的 序列 上 (的 大 小 缩减 为 (Cr. Sob /Go)tdj so). 由 于 S 之 外 的 任意 硕 点 都 有 
一 个 后 继 位 于 S di. 我们 有 六 (2 一 Cr) 对 zxEV(CD) 一 5 成 立 ， 这 恰好 反映 了 将 “ 从 序列 中 删除 这 
一 情况 . 根据 归纳 假设 ，D' 是 /“(x)- 可 选 的 . 因此 ， 在 S 上 使 用 颜色 c， 青 加 上 D 的 序列 着 色 ， 可 
以 得 到 G 的 序列 着 色 . a 

8.4.30 定理 (Galvin[1995]) X: CK, n. 

证 明 因为 六 (GO) = 为 (L(G))， 根 据 引 理 8. 4.29. F 明 L(K,.,) 有 一 个 核 -完美 定向 ， 使 
得 其 中 每 个 顶点 的 人 度 和 出 度 均 为 一 1. 图 I(K。.w) 是 第 卡 儿 积 K, 口 K,( 习 题 7.1.8); 将 它 放 到 
MXw 的 网 格 中 ， 则 顶点 是 邻接 的 当 昌 仪 当 这 上 央 个 项 点 位 于 同一 行 或 者 同一 列 中 o 

适当 分 配 标记 1，2，…， 使 得 硕 习 的 标记 为 ”十 * 一 1 mod ». 如 下 定义 K, OK, 的 一 个 
定向 D: 对 :这 一 列 ， 定义 边 的 方向 使 得 它 从 标记 为 i 的 顶点 (r，s) 指 向 该 列 中 标记 值 较 小 的 项 点 ; 
对 于 rr 这 一 行 ， 定义 边 的 方向 使 得 它 从 标记 为 ;的 顶点 (r，s) 指 向 该 行 中 标记 值 较 大 的 顶点 .由 于 
标记 i 大 于 i 一 1 个 其 他 的 标记 ， 因 此 顶点 (r，5) 在 这 一 列 中 有 i 一 1 个 后 继而 在 这 一 行 中 有 一 i 
ARE. Wit. dt Gr od Ge. =n) 

我 们 证 明 D 是 核 -完美 的 .给 定 USVCD)， 通 过 求解 一 个 稳定 匹配 问题 ， 我 们 找 出 子 疼 D[UJ 
(BE. 如果 Cr, DEUH. Dlr, WE DHR. WAR r 对 偏好 程度 高 于 对 的 偏好 程 
度 . 这 样 ， 对 于 行 r,r 对 各 个 列 的 偏好 序列 以 {s: Cr. S EU} 开 始 ， 按 照 顶点 标记 值 的 递减 顺序 ， 
iss e DE Ui 中 的 任意 顺序 . 同样， 对 于 列 x，s 列 对 各 个 行 的 偏好 序列 以 {r: Ory DEU) 
， 按 照 顶点 标记 值 的 递增 顺序 ， 后 面 是 !r: (r，sE UU) 的 任意 顺序 . 

Gale-Shapley 求婚 算法 (算法 3. 2. 17) 根 据 这 些 偏好 序列 求 得 一 个 稳定 匹配 M. 将 M 中 相互 号 本 
的 序 对 看 作 网 格 中 的 位 置 ， 令 S=MNU. 由 于 M 是 匹配 故 S 中 任意 两 个 位 园 不 位 于 同一 行 或 者 
同一 列 中 因此 ，S 是 忆 中 的 一 个 独立 顶点 集 . 我 们 证 明 xzEU 一 S 有 一 个 后 继 位 于 S 中， 

令 了 是 位 置 x=(r，9DEU 一 S 的 标记 . di S-MQU i] Mr EM. 因此 ，M 有 一 个 位 置 y=(r， 
b)， 设 其 标记 为 j， 另 有 一 个 位 置 < 二 (a，s)， 没 其 标记 为 由 于 M 是 稳定 的 ， 内 此 不 能 同时 有 : 
r+ 对 s 的 偏好 高 于 上 对 6 的 偏好 和 s 对 + 的 偏好 高 于 s 对 a 的 偏好 . 根据 这 个 命题 我 们 用 如 下 的 儿 
个 步 又 得 知 工 的 后 继 y 或 者 = 位 于 S 中 . 


b s 
é m 不 是 [Ur Re s is Fo le IE rS Fn] 
gu [peU Ri >j ME EU 或 者 i <b] 
(reU fli < fet e U Ali > k 
t ike «| Ga — ve Sp 6s a 


8.4.31 注 记 序列 着 色 猜想 与 男 一 个 猪 想 有 关 . 图 G f — E H A EA A HS AT 
配 一 种 颜色 . 使 得 两 个 对 象 有 邻接 关系 或 者 有 关联 关系 时 它们 有 不 同 的 颜色 . 全 着 色 猜 想 ( Behzad 
[1965]) 是 说 ， 任 意 简单 图 G 有 一 个 全 着 色 使 得 它 使 用 的 颜色 至 多 为 A(C) 十 2. Rosenfeld[1971] 和 
Behzad[1971] 在 一 些 特殊 赂 类 中 证 明了 上 述 猜 想 . 由 序列 着 色 猜 想 可 以 得 出 一 个 上 界 A(G) 1 3， 因 
为 任意 图 G 有 一 个 全 着 色 至 多 使 用 了 最 多 X/ (G) 十 2 种 颜色 (习题 25). 5 
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人 们 还 在 平面 图 上 人 研究 了 序列 着 色 和 猜想 . Ellingham 和 Goddyn[ 1996 iE AAT. {ER &- iE WW AT k- 
边 -着 色 的 可 平面 图 均 是 4A- 边 -可 选 的 (使 用 4 EER). 

对 于 可 平面 图 的 讨论 把 我 们 带 回 到 对 项 点 的 序列 着 色 上 . 尽管 可 平面 图 的 色 数 至 多 为 4， 但 
Vizing[1976] 和 Erd6x-Rubin-Taylor[1979] 曾 猜想 可 平面 图 的 最 大 选择 数 是 5. Voigt[1993] 构 造 了 一 
个 有 238 个 顶点 的 素面 图 ， 它 不 是 4- 可 选 的 . Mirzakhani[19961( 习 题 26) 将 这 种 图 的 项 点 数 碱 少 到 
63( 这 两 个 例子 部 可 以 推广 得 到 无 限 图 族 ). 事实 上 ， 存 在 可 3- 着 色 的 平面 图 不 是 4- 可 选 的 (Gutner 
[1996], Voigt-Wirth[ 1997 D. 

ThomassenL1994bj] 证 明了 这 个 上 界 ( 并 且 [1995] 还 证 明了 围 长 为 5 的 可 平面 图 是 3- 可 选 的 ), A 
归纳 法 证 明 可 平面 图 的 结论 时 ， 雹 边界 面 上 的 顶点 (外 部 顶点 ) 往 往 有 特殊 用 途 . 

8.4.32 定理 (Thomassen[ 1994b]) 可 平面 图 是 5- 可 选 的 . 

证 明 添加 边 不 会 使 序列 色 数 减 小 ， 因 此 我 们 集中 精力 来 讨论 外 部 面 是 一 个 环 并 且 每 个 有 界面 
均 是 三 角形 的 这 种 于 面 图 .在 n(G) 上 用 归纳 法 ， 我 们 证 明 更 强 的 结论 :即使 两 个 相 邻 的 外 部 顶点 
有 大 小 为 1 的 不 同 序列 而 其 他 外 部 项 点 有 大 小 为 3 的 序列 ， 也 可 以 选择 颜色 得 到 一 种 着 色 方 案 . 基 
本 步 又 (na= 3). 在 第 二 个 顶点 上 可 以 青 选 出 一 种 颜色 . 

现在 ， 考 虑 n3. 设 w，w 是 在 外 环 C 上 有 固定 颜色 的 顶点 . Q us e up 是 V(C) 按 顺 时 
针 硕 序 排列 得 到 的 序列 . 

情况 1; (有 一 条 弦 wo; 满足 ISSIS Tel pA BET A BB vs t ws vere 
vy 及 其 内 部 构成 的 图 中 . 这 样 就 选择 了 一 个 真 着 色 ， 其 中 w， v, 的 颜色 被 冉 定 下 来 . 接 下 来 ， 我 
们 将 归纳 假设 应 用 到 由 环 ww，w11，…， 久 及 其 内 部 构成 的 图 中 ， 这 样 就 得 到 G 的 一 个 序列 着 色 . 

情况 2; CRAB. Sure urs ee ums cs RUE ve 的 所 有 相 邻 项 点 (可 能 有 3 三 p), 由 于 有 界 
面 都 是 忆 角 形 ， 因 此 G 有 -条 硕 点 依次 为 ww，…，um，vws AE P. UT CBE w e 
un 都 是 内 部 顶点， 因此 G =G- v 的 外 部 面 的 边界 是 ,其 中 到 代 了 CC 中 vw， ww 这 二 个 
顶点 . 

Ac 为 分 配给 ui 的 颜色 . 由 于 | Le) | 三 3， 我 们 可 以 选 出 不 同 的 颜色 r y€ LCo — ich. 
我 们 将 e y 留 给 v2 使 用 ， 并 且 不 允许 us s um 使 用 这 两 种 颜色 . 由 于 | Lo) | >5, RMA 
| LGj — (are yh | 大 3. 因 此 ,我们 可 以 在 以 上 使 用 归纳 假设 ， 其 中 urs ts tm 的 可 几 颜 色 序列 
的 大 小 笃 少 足 3 而 其 他 项 点 与 G 中 该 项 点 有 同样 的 颜色 序列 . 在 所 得 的 着 色 方案 中 ，vw EE 
un 的 颜色 均 在 {.r， yj 之 外 .从 {7T，y) 选 出 一 种 未 在 ww 上 使 用 过 的 颜色 ， 将 它 用 到 v 上 ， 这 样 即 
将 的 着 色 扩展 为 G 的 着 色 . 


y 情况 1 情况 2 a 


使 用 路 径 和 环 的 划分 
我 们 已 经 考虑 了 下 分 解 问题 : 将 E(G) 划 分 为 集 族 正中 最 少数 量 的 子 图 . 人 们 对 很 多 集 族 下 都 
研究 过 这 个 问题 ， 比 如 钱 (定理 8. 4. 3) 、 二 部 图 (习题 3) 、 完 全 二 部 图 (定理 8. 6. 20)、 星 形 (顶点 覆 
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EK 03.1 BO MARR DE 推论 8. 2.57). 在 考虑 把 图 划分 成 环 和 路 径 这 个 极 值 问题 之 前 ， 我 
们 首先 讨论 一 下 早期 的 - -个 问题 : 用 最 少 的 路 径 获 盖 有 向 图 的 所 有 项 点 . 

可 比较 图 是 有 传递 定向 的 图 ; 如 果 有 向 图 中 x 一 y A ys Me, WE. 传递 
有 向 图 的 一 条 路 径 上 的 所 有 顶点 诱导 出 一 个 竞赛 图 . 可 比较 图 都 是 完美 的 (结论 5. 3. 25)， 妈 最 大 比 
赛 子 图 包含 w 个 项 点 的 有 向 图 D 可 以 被 真 w- 着 色 . 根据 完美 图 定理 (定理 8. 1. 16)， 我 们 还 知道 
V(D) 可 以 用 也 中 的 a(D) 个 比赛 子 图 来 杜 盖 ， 其 中 a(D) 是 独立 顶点 集 的 最 大 大 小 . 

把 路 径 看 成 “ 链 " 并 把 独立 顶点 集 看 成 “ 反 链 ”"， 上 述 结论 就 变 成 了 传递 无 网 图 的 Dilworth 定理 
反 链 的 最 大 大 小 等 于 划分 V(D) 所 需 链 的 最 小 条 数 . 除 使 用 完美 图 定理 可 以 得 到 Dilworth 定理 之 
Sh. TAK 'G Konig-Egervary 定理 等 价 (习题 27)， 并 且 它 的 一 般 形式 还 可 以 由 拟 阵 交 定 理 得 到 (习题 
8.2.50). 这 里 我 们 给 出 个-- 般 形式 ， 它 的 证 明 比 较 短 并 且 是 自 包含 的 . 

8.4.33 定理 (Gallai-Milgram[1960]) ”有 向 图 人 的 顶点 至 多 用 a( 中 ) 条 两 两 互 不 相交 的 路 径 就 可 
ARAK. 

证 明 eh F VCD) AT LAE n RREH O 的 不 相交 路 径 来 蓝 盖 ， 只 需 证 明 下 面 这 个 更 强 论断 ， 如 
SEM C Re PRL ae V CDO 的 两 两 不 相交 的 路 径 构成 的 ， 集 合 S 是 由 这 些 路 径 的 源 (起 始 项 点 ) 构 成 
的 ， 则 V(D) 可 以 被 源 位 于 S 中 的 至 多 ae(D) 条 两 两 不 相交 的 路 径 蓝 盖 . 证 明 过 程 是 对 xD) 用 归纳 
Mk. HEAR AGE n D= 是 平凡 的 . 附加 的 关于 源 的 条 件 将 有 助 于 完成 归纳 步骤 . 

假设 >1 且 C 是 黎 盖 VCD) 的 上 条 路 径 ， 这 些 路 径 的 源 构成 集合 S. 上 述 论 断 成 立 ， 除 非 | C1 = 
A>a(D)， 此 时 ， 可 以 用 更 少 的 路 径 来 构造 一个 怨 盖 ， 并 且 所 用 路 径 的 源 都 位 于 S 中 , h F k>a 
因此 必 存 在 一 条 边 zy 使 得 x+，yE S. 令 A RLB AIDE C 中 始 于 z 和 > 的 路 径 . 可 以 假设 A 有 一 条 
边 zx， 否则 将 z 梁 加 到 路 径 甩 上 作为 起 始 顶 点 就 可 以 节省 一 条 路 径 . 

在 路 径 A 的 开始 位 置 删除 z， 我 们 便 得 到 了 V(D 一 z) 的 一 个 由 人 条 源 位 于 S = S 一 z 十 = 中 的 路 
Ae Mg (t AEE C. 由 二 aCD— r) SaD), h JAAR VCD r) (f) — 4 BERE C"， 它 使 用 的 路 径 
Ay kA. TE ELE Be nod o S 中 . 除了 = 之 外 ，S 的 元 素 均 属 于 S. 

如 果 = 是 C" 中 某 条 路 径 的 源 ， 则 将 工 添 加 到 这 条 路 径 的 起 始 位 置 . 如果 < 不 是 源 但 是 y 是 源 ， 
则 将 z 渗 加 到 起 始 于 y 的 路 径 之 前 . 如 果 y 和 < 都 不 是 源 ， 则 最 多 使 用 了 | S | 一 2=k 一 1 条 路 径 ， 
可 以 将 x 月 身 作为 一 条 路 径 添加 进来 ， 这 样 得 到 VCD) 的 一 个 由 k 一 1 条 路 径 构成 的 往 盖 .在 所 有 的 
情况 中 ， 所 得 的 路 答 都 是 两 两 不 相交 的 且 源 都 位 于 S 中 . 

只 要 Ra, 我们 就 可 以 重复 上 述 过 程 ， 最 终 将 路 径 的 数量 减 小 到 a 
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我 们 回 到 分 解 问题 上 来 . Gallai 曾 狂想 任意 六 顶点 图 都 可 以 用 [72] 条 路 径 来 分 解 ， 等 号 对 团 
成 立 (习题 28). 其 他 图 具有 较 少 的 边 ， 但 缺乏 连通 性 可 能 需要 更 多 的 路 径 . Hajós 有 一 个 类 似 的 猜 
想 ， 六 -顶点 倘 图 可 以 分 解 成 ba/2j 个 环 . 这 两 个 猜想 仍然 在 讨论 中 ,但 是 Lovász 证 明了 在 路 径 和 环 
都 允许 使 用 时 这 个 界 是 最 优 的 . 分解 的 大 小 是 所 用 子 图 的 个 数 . 

8.4.34 定理 (Lovisz[1968b]) ”任意 n- 顶 点 图 可 以 分 解 为 [n/2| 个 路 径 和 环 . 

证 明 令 正 是 由 所 有 路 径 和 环 构成 的 集 族 ， 令 n (ORR G 中 非 孤立 顶点 的 数 重 .对 ACG) = 


其 他 主题 ET 


2e(G) 一 w(G) 用 归纳 法 ， 证 明 G 有 一 个 大 小 不 超过 wn (G)/2j 的 所 分 解 .G 中 边 数 大 寺 1 的 任意 连通 
分 量 对 A(G) 的 贡献 均 是 一 个 正 数 . 因此 AG) 0 等 号 成 立 仅 当 每 个 非 平凡 连通 分 基 都 是 一 条 边 . 
当 4(G) 二 0， 上 述 论断 成 立 并 且 等 号 成 立 . 

在 归纳 步骤 中 ，X(G) 0. 我 们 考虑 两 种 情况 . 情况 1: 如 果 G 有 一 个 顶点 y 的 度 为 正 偶数 ， 取 
TEN(y)， 令 ={zEN(z): d(z) 是 偶数 }. 这 时 ， 令 G EWH 在 得 到 (的 过 程 中 ， 
至 少 丢掉 了 一 条 边 (zy) 并 且 至 多 产生 了 一 个 孤立 顶点 (z)， 故 MG) 一 MG). 情况 2: 如 果 G 的 任意 
顶点 度 都 不 是 正 偶数 ， 则 ACG) >0 迫使 A(G) 二 1. 令 z 为 度 至 少 为 3 的 一 个 项 点， 引入 新 顶点 yK 
对 一 条 边 rx 进行 细 分 ， 将 得 到 的 图 记 为 G*. 4 Waly), GG! — ary. WIE (GIG), 但 是 
n (G)7 n (G), lO GG AQ». 

在 每 种 情况 下 ， 由 归纳 假设 得 到 G 的 一 个 F- 分 解 D， 它 满足 1D | pG. 在 他 中 添加 
Mx BW 的 所 有 边 ， 这 样 得 到 的 图 记 为 Hs 我 们 把 DD 转化 成 H 09 —P KNW | D | 的 FAR. (gl 
况 1 中, HGH n (GGOs (G), MGX BERE FOROS AE. 在 情况 d H—G* Ho GO =n GH). 
HF n (G) SEB, n C60 /2|=[n' (G* 0/2]. € G* BI F-4 RP. HUE AE HERI n COO A RR 
全 是 路 径 的 端点 ; 这 样 ， 后 来 添加 的 度 为 2 的 顶点 y 不 可 能 是 任何 路 径 的 端点 . 这 表明 zy A yar 属 
于 同一 个 子 图 ， 可 以 用 zz' 来 替换 这 两 条 边 以 得 到 所 求 的 G 的 分 解 . 

现在 ， 把 这 两 种 情况 结合 在 一 起 ; 我 们 仅 需 申 D 来 获得 H 的 一 个 分 解 . 令 U= Ny). U 的 任 
意 项 点 在 G' 中 均 有 奇数 度 ， 所 以 对 任意 wEU，D 中 有 一 条 以 4 为 端点 的 路 径 P). 对 wuEW， R 
们 要 扩展 PCu) 以 吸收 边 ux. 如 果 PCa) 到达 但 不 终止 于 x， 则 不 能 进行 这 个 操作 ， 央 为 这 样 的 话 子 
图 POGO Uur 不 在 F 中 . 这 时 ， 我 们 的 想法 是 : 如 果 POOL Id ur 这 条 边 到 达 z， 则 在 PO LANE 
u'z, 4 PD S PGO Uux— u'x 并 使 用 wx 来 扩展 已 COw) 以 此 代替 上 述 操作 这样， 对 每 个 vE 风 
就 产生 了 一 系列 变化 . 我 们 必须 证 明 这 些 变化 序列 会 终止 并 且 彼 此 不 会 冲突 . 


- daz: 


4 W-wis cows XEw € Ws RIEA uo ue ms JEP i) =w HIER uj EU. In 
ER EAI, FREE Td, RRR RA PO ARB. WREKE, W 
PBF ae ELAR PR Ea 如 果 是 ， 则 把 ae 定义 为 PCw ) 中 恰好 位 于 工 之 前 的 那个 顶点 ;这 就 是 上 
RRAHU”. HTJ KE PCu) 不 会 沿 着 边 wz 开始 ， 因 为 这 条 边 是 PCr, “) 的 内 部 边 ( 上 
HC 的 示意 图 给 出 了 3 条 连续 的 路 径 ，P(u) 用 实 线 表示 ，P(ul ) 用 虚线 表示 .PG6 ) 用 点 线 表 未) 

下 面 ， 我 们 证 明 U 中 的 任意 顶点 不 会 在 这 些 序列 中 出 现 两 次 . 由 于 j> N .rd EEG, Whi 
点 仅 作为 起 始 顶点 出 现 . ead. ul 是 重复 出 现 的 顶点 且 min(j，/) 存 这 两 个 顶点 上 达到 最 小 值 ， 我 们 已 
经 证 明了 j, C90. 根据 最 小 性 得 出 以 一 天 性 AER Pai OR Pag ) 起 始 于 不 同 的 项 点 .如果 
=u, MARRE AIH wz 进而 它们 必然 是 同一 条 路 径 . 始 于 不 同 项 点 的 两 条 路 径 发 生 上 述 情 
RAM d Rua 是 这 条 路 径 的 两 个 端点 ， 但 是 这 样 的 话 它们 不 会 都 在 工 之 前 遇 到 ww. 因此 ， 不 会 出 


REH. 
AW ad}. WR u= Hu 不 是 其 序列 的 结尾 ， 则 令 忆 一 志士 1 我 们 定义 五 的 一 个 下 分 


M, EN QED 在 这 个 分 解 中 的 对 应 体 Q' 是 一 条 路 径 或 者 一 个 环 . 如 果 QA POO AEE u€ WT 


(714) 


加 
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立 ， 则 令 Q'—Q. 如 果 Q= PGO , 则 根据 “是 不 是 其 序列 中 的 最 后 一 个 顶点 分 别 令 Q = Qt ur 或 者 
Q'=Q+ur 一 wu.Q 总 是 一 条 路 径 ， 除非 Q 终 止 于 x+(w 没有 定义 )， 此 时 Q' 是 一 个 环 . 对 应 于 
{P(w)) 的 这 些 新 路 径 之 并 与 U PCw/) 相 同 ， 除 非 边 (ziei} 被 吸收 了 . 由 于 wuEW' 仅 在 这 些 序列 中 出 
现 一 次 , 边 wr 仅 在 某 一 条 新 路 径 中 出 现 ， 进 而 !Q': QE DJ 是 互 的 分 解 、 图 

注意 .在 此 证 明 中 ,可 能 对 u, vE W" 均 选中 了 路 径 Q. 但 这 不 是 问题 ， 因 为 从 这 两 个 端点 对 Q 
的 调整 不 会 冲突 . 这 条 路 径 可 以 经 过 GRE X v Ale RAR OE BEA . 


n 


: 
vy v poc vy 


人 -< 人 > 
周 长 


当 出 现 哈密 顿 环 所 需 的 充分 条 件 只 是 轻微 地 被 违背 ， 我们 希望 这 个 图 仍然 含有 相当 长 的 一 个 
环 .G 中 最 长 环 的 长 度 称 为 周 长 <(C). 首先 ， 我 们 考虑 迫使 一 个 -顶点 疼 包 含 长 度 至 少 为 的 环 所 
需 的 边 数 . AT, Plo, cu) RRA o Mle 的 一 条 路 径 中 的 v，w- 部 分 . 如 果 路 径 了 的 最 后 一 个 
顶点 是 路 径 Q 的 第 -个 顶点 ， 则 还 用 PQ 表示 这 两 条 路 径 的 串 接 . 

8.4.35 定理 (Erd6s-Gajlai[1959]) tF m2, ib A K F mn 1/2 的 任意 简单 性 顶点 图 均 有 
长 度 大 于 im 的 环 。 

证 明 (Woodall[ 1972]) ”我 们 固定 mw 后 对 用 归纳 法 . 当 w=m+1 时 ，( 相 对 于 完全 图 而 言 ) 缺 
^p 83 CES a D/2. BO 8/2 HG RR REBEL. Mb mt He . adco 
m/2, W eG 2) Sm Cn~ 29/2. 对 G— x WITA BLUE RESI C CG oe) m. 内 此， 我 们 可 以 假设 
OG) 2n/2. 类 似 地 ， 还 可 以 假设 G 是 连通 图 . 

在 G 的 所 有 最 长 路 径 中 ,选择 Por oe v 使 得 vi 的 度 d 最 大 ; 由 于 GG 是 连通 的 ,我们 有 
Wour( 瑚 则 一 系 从 VCP) 到 VO) 一 VCP) 的 边 可 以 得 到 更 长 的 路 短 ). W m vis mtv wi W 
所 有 相 邻 WEE Pob. 故 |W| =d. FEW, MI Pes vi), viwis Powis vb 
具有 长 度 /一 1; Wit, NG CVCP), Ah PRAH d Co sd. TA, FER o € W 没有 相 
邻 顶点 满足 i 一 m， 否 则 的 话 ， 我 们 将 ov 添加 到 路 径 P(u，uw )，waw+i，PCoer1，w0) 中 就 构 
成 了 一 个 更 长 的 环 . 

由 于 限制 了 与 W 关联 的 边 ， 这 使 得 很 多 边 都 不 得 不 位 于 G-W 中 . $ Za bs ms vh JEP 
r=minil, m). 对 于 任意 w € W. 我们 已 经 证 明了 NDEZ. 因此 ,共有 | [W Z 一 W] | + 
ec(GLW]) 条 边 与 风 KIK. 对 于 W 中 国定 的 度数 和 ， 上 上述 这 个 值 在 [W， Z 一 Wj 是 完全 二 部 图 时 达到 


最 大 . 令 W 的 每 个 顶点 的 度 均 为 4， 这 使 得 这 个 值 进一步 最 大 化 . 最 后 ， wee |W | Ca d 


| Z—W |) =dr/2<dm/2. Wit, G—W fin -d 个 顶点 且 边 数 大 于 m(n 一 d 一 1)/2. 由 归纳 假设 ， 
GW) > Cil fe G— W 中 的 边 数 太 大 以 至 于 不 可 能 存在 ， 则 这 种 情况 不 会 发 生 ， 这 时 要 应 用 
前 一 种 情况 ). 


v M Usd v 


ee n 
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确保 出 现 哈密 顿 环 的 大 多 数 充分 条 件 都 有 相似 的 版 本 来 确保 出 现 * 长 环 ” Dirac 定理 的 长 环 版 本 
是 说 ，2- 连 通 图 C 有 一 个 长 度 至 少 为 minfn(G)，26(G)} 的 环 (Dirac[1952bj). 2- 连 通 性 这 个 要 求 排 
除了 反例 Ki V2Ks， 它 的 周 长 是 3 二 | 

Ore 定理 的 长 环 版 本 出 现 得 相 当晚 . 这 一 结果 暗含 于 Bondy[ 1971b]， 后 来 Bermond[1976] 和 
Linial( 1976] 明 确 给 出 了 这 个 结果 . 在 与 长 环 相关 的 很 多 结果 中 有 一 种 基本 的 论证 方法 ， 它 出 现在 
Bondy[1971b]rP . 这 种 方法 考虑 了 "间隙 "， 它 强化 了 Ore/Dirac 调换 论证 法 (定理 7. 2. 8). 

8.4.36 引 理 (Bondy[1971b]) de X Puy. c. vi 是 2- 连 通 图 (G; 的 一 条 最 长 路 径 ， 则 CO 
min(n(G) «dCi ) +d Cm). 

WEBB CA X, LinialL1976 D — 4 m—d(Gvi) dC. BE c( GO mini GO. m). h FG 是 连通 的 ， 
因此 一 个 ! 环 可 以 产生 :条 更 长 的 路 径 ; Ait. nu. WE vev Hovietv XE IL) RE. W is 
了 是 间隙 为 了 一 : 的 一 个 交叉 .如果 我 们 把 nv 和 zw RMA PO. OA PGi，1) 上 ， 则 得 到 一 个 长 
度 为 1 一 (j 一 i 一 1) 的 环 . Alt. MRE, j BHR, WGiD. 


Barmy you. DR PAESE WẸ i. j 是 最 小 的 间隙 .这样 Aly 在 PR 上 位 于 vi 和 wj 之 
间 的 位 置 上 没有 相 邻 . 并且，NCy) 不 以 己 上 工 的 任何 相 邻 顶点 作为 前 趋 ， 因 为 -个 二 环 将 得 到 
一 条 更 长 的 路 径 . 因此 ，N(y) 含 于 V(p) 一 {4y} 中 但 是 避 开 了 {u+1，…， vy Miu i: vtr). A 
Ih, dC) --0D—G-2-0—4dCGD. 由 于 (7 G—i- Dm. RITE dGO + dC) m. X SB 
Wi. Ate. PRATER. 

BE tom maxtis rero} ili u= minii: 
含 z，y 以 及 它们 的 所 有 相 邻 项 点 . 由 不 存在 交叉 可 知 | NC) NC) 
少 为 d(z) 十 d(y) 二 1 二 加 

我 们 以 迭代 的 方式 定义 路 径 Py. Pos oe 给 定 4 1， 选择 整数 s; 和 最 大 的 4 HI Sim an 
HG 有 一 条 wv, ， -路径 P; 不 与 P 在 内 部 相交 . 这 种 路 径 存在 ， 因 为 G 一 w ,是 连通 的 . 这 些 路 径 
是 彼此 不 相交 的 ;如 果 P, 和 后 来 的 一 条 路 径 P, 有 一 个 公共 顶点 ， 则 可 以 将 P; Efe sis t RTE 
这 与 4 BM CK TER E. EHE. seams P; 1 将 被 选 作 Pi. 

设 ~ 是 满足 六 >“ 的 最 小 编号 . 令 

a = min{j:rvu, Hj > s},b = max(jiye*vi Hj — 6). 

由 于 < Ft us Wa, 6 ABATE. 我 们 使 用 编号 为 偶数 的 路 径 P; 来 构造 一 条 r+，y- 路 径 ， 用 
编号 为 奇数 的 路 径 来 构造 男 -条 .r，y- 路 径 . 如 果 是 奇数 ， 则 这 两 条 路 径 按 如 下 方式 串 接 而 成 : 
rv, PG 2) P2 PG +51) +P. PG, y Duy 
POS ,PP oss) Ps PG 985) Pr PUD 
P. Pa 
dodo os te pu 
Se S —— 7 
Pi Ps P, 

如 果 是 偶数 ， 则 以 rw 开始 的 路 径 到 达 c, 并 终止 于 P(r;，/)， 而 男 一 条 路 径 到 达 w 并 终止 于 wy. 


我 们 已 经 注意 到 s>; 1 内 此 
sa La[hbo[Kse< h [s <1 Suche. 


yu) ， 我 们 已 经 证 明了 Su 现在 来 构造 一 个 环 使 之 包 
1. 这 样 一 个 环 的 长 度 至 


(417 
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这 表明 上 述 两 个 吕 接 都 是 路 径 且 它们 的 并 是 一 个 环 . 根据 的 定义 ， 有 NGISPC, sU 
Plas 00); 同样 ，N(OW)SEPGu. DUPG-« 0). 加 上 xz， y 这 两 个 顶点 本 身 ， 这 个 环 的 长 度 至 少 是 2 十 
d(x) + dé y) - lom. a 

Ore 证 明了 ， 如 果 在 uso BERE d G0 + do) >n(G), W G 是 哈密 顿 图 ,Bondy 引 理 蕴涵 了 这 个 
结论 的 长 环 版 本 ， 这 一 结果 又 加 强 了 Dirac 定理 的 长 环 版 本 - 

8.4.37 定理 (Bondy[1971b]，Bermond[1976]，Linial[1976]) 如果 GG 是 2 连通 图 且 du) + 
dO) s 对 任意 不 相 邻 的 顶点 4，uUEV(G) 都 成 立 ， 则 cCG)z mini WG), s). 

HERA 如 果 se, MI Ore 的 定理 保证 必然 会 出 现 哈密 顿 环 ; 因此 ， 我 们 可 以 假设 s<n. 假设 P 
是 G 中 的 最 长 路 径 ， 其 端点 是 + 和 y. 由 于 G 是 连通 的 ， 巾 P 的 最 大 性 可 以 得 出 zy. 现在 ， 条 件 
d(x) + dC) zs 允许 使 用 引 理 8. 4. 36 

Bermond 将 结果 扩展 为 Chvital 条 件 和 Las Vergnas 条 件 的 组 合 ， 这 也 会 确保 出 现 “ 长 环 ” 
边 调 换 技术 涉及 最 长 路 径 的 端点 ， 这 个 技术 在 定理 8.4.35 中 使 用 过 . 我 们 给 出 的 结果 弱 于 
Bermond 的 结果 ， 但 是 证 明 也 要 简单 一 些 . 

8.4.38 定理 (Bermond[1976]) it G AAA Ad Ses d, 的 2 连通 图 ， RGR RAD 
Ths yd HE RIS X dimi. djsi js i je. M cC GO) minin(G), cl. 

证 明 在 的 所 有 最 长 路 径 中 ， 选 择 路 径 P 二 ww，…，wvi HRA Co) t d(w) 达 到 最 大 值 ， 将 它 
的 端 Kraus you ME dr) dO ze. WAL Bondy 引 理 . 如 果 dC dC) es WAT LA 
断言 z，y 与 假设 矛盾 . 同 往常 一 样 ， 一 个 4 环 将 产生 一 条 更 长 的 路 径 (因为 G 是 连通 的 )， 故 zy 


je 此 外 ， 还 有 dz 六 六 AG dy je BR AR A 107400 -dOn c 这 即 得 到 蔬 盾 . 图 
G. -H. Fan[1984] 加 强 了 定理 8.4. 37， 他 把 度 的 条 件 减弱 ， 只 要 求 该 条 件 对 具有 公共 相 邻 项 点 
的 不 相 邻 成 立 . T. Feng[1988] 用 Bondy 引 理 来 简化 了 证 明 过 程 . 所 得 的 结果 包括 了 存在 哈密 顿 
环 的 一 个 条 该 条 件 不 要 求 图 的 闭 包 是 完全 图 . 
8.4.39 例 (一 个 哈密 顿 图 ) MMM GK Ga =(n/4) Ks. 在 G 和 Ga 的 不 相交 的 
拷贝 中 -个 匹配 ， 这 样 构成 图 GG 的 哈密 顿 闭 包 是 @ 自身 ， 故 前 面 给 出 的 充分 条 件 无 法 使 用 ， 
尽管 6G ,但 Fan 定理 可 以 导出 GG 是 哈密 顿 图 ， 


8.4. 40 定理 (Fan[ 1984 D 如 果 避 是 2- 连通 的 且 delu. v)=2 Hi max(d(xu)，d(u)) 三 c/2， 


则 CG) S mini AG). ch. 

证 明 (Feng[1988]) 4 U= (€ V(GO d) 26/2). 根据 Bondy 引 理 ， 只 需 找 出 一 条 端点 位 于 
U 中 的 最 长 路 径 . CEPA BEET. Pours we v y U 中 的 顶点 达到 最 多 的 一 条 最 长 路 
径 . 如 果 它 的 端点 不 全 在 U nm. 则 可 以 找到 一条 更 长 的 路 径 或 者 找到 一 条 具有 同样 长 度 但 有 更 多 
端点 位 于 口中 的 路 径 .我们 假设 w €U. 

用 于 da 一 c/2 对 所 有 vEU 成 立 。 因此 由 距离 为 2 的 顶点 对 上 的 假设 条 件 可 知 ， G-U 是 若干 
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个 完全 图 的 不 相交 并 . 设 了 是 其 中 包含 w 的 完全 图 ,XX 是 由 U 中 有 相 邻 顶点 位 于 Y 内 顶点 构成 的 
集合 . 根据 假设 ，X 的 顶点 的 相 邻 顶点 仅 位 于 YUU 中 ; 并 且 | X 022. 因为 GG 是 2- 连 通 的 . 

令 r 王 |Y | ,我们 首先 证 明了 P 在 开始 阶段 必然 要 访问 Y 的 所 有 顶点 . WR Pa T Y 的 某 个 
顶点 ， 则 可 以 在 离开 Y 之 前 将 这 个 顶点 吸收 进来 . 如 果 P 离开 之 后 又 返回 Y， 则 它 要 通过 一 条 边 
ry 返回 Y 中 .由 于 GLY] 是 完全 图 ， 因 此 可 以 用 wy fk P 中 替换 zy， 这 样 得 到 的 一 条 +，vm- 路 径 
与 有 同样 长 度 但 有 更 多 端点 位 于 U 内 . 因此 ， 可 以 假设 Y= {vi e vh 


考虑 rEX 一 w+1 首先 ， 假设 x 有 一 个 相 邻 顶点 yEY 但 它 不 同 于 P 离开 Y 时 使 用 的 项 点 .如 
JE c VOD. WI nE DU ry 开始 并 逐步 叹 收 Y 中 的 其 余 顶 点 直到 过 到 v,， 这 样 即 得 到 一 条 比 P 长 的 
c, cop BS. MUR EVP, WO ae P LUF x ZEB BUR. HP rv ues ICE x EU. 
我 们 在 PPH yr 替换 z+， 得 到 一 条 与 P 具 有 同样 长 度 但 有 更 多 端点 位 于 UU D a^. EA 


因此 ， 我 们 可 以 假 没 对 于 rEX 一 w+-1， 除 vw 之 外 没有 其 他 相 邻 顶点 位 于 Y 了 中 ,如果 |Y| 宇 
2， 这 使 得 v, 成 为 一 个 荐 点 ， 除 非 w+1 另 有 一 个 相 邻 项 点 y€ Y ^v. 现存 重新 排列 了 使 得 它 以 ws n 
ys ori iE NAE or. nme ovr. i LIEU. 这 就 同 到 了 刚刚 讨论 过 的 情况 . 

剩 下 的 情况 是 1Y | =1 且 NGoD— X. 同 前 面 一 样 ， 由 于 xzEX 一 vr+1， 可 以 把 + 浴 加 到 了 的 
起 始 位 置 或 者 用 rv 替换 r'r. " 

最 后 ， 我 们 给 出 一 个 关于 有 向 图 的 结论 ， 它 强化 了 Ghouilà-Houri 给 出 的 存在 哈密 顿 环 的 充分 
条 件 (定理 7.2.22). 我 们 只 考虑 每 个 顶 对 最 多 仅 有 一 个 拷贝 是 一 条 边 的 无 圈 上 有 向 图 ;我 们 将 
这 样 的 有 向 图 称 为 严格 有 向 图 . 对 于 有 向 图 Gs REL Eu. v 不 相 邻 "来 表示 uv, vu € ECG): 并 
H. 我们 还 定义 dw) =d* G)d- w). 

Ghouili-Houri[1960] 确 实证 明了 : 如 果 有 向 图 G 中 d(v) 三 n(G) 对 任意 都 成 立 ， 则 它 是 一 个 
哈密 顿 图 . 这 个 结果 比 定理 7.2. 22 强 . Woodall[1972] 证 明 : 只 需要 求 一 旦 u, wv 不 相 邻 就 必 有 
d* GO Ld. (OSG). 这 推广 了 无 向 图 的 Ore 定理 (习题 33). Meyniel[1973] 证 明了 ， 如 果 严 格 强 
PEMA Gd GO + dQ) S2n(G) — 1 对 任意 不 相 邻 的 顶点 u,v 都 成 立 ， 则 它 是 哈密 顿 图 . 由 
Meyniel 定理 可 以 得 到 Ghouilà-Houri 定理 和 Woodall 定理 (习题 33). 

8.4.41 例 (Meyniel 定理 是 最 优 的 ) 令 G 由 具有 一 个 公共 顶点 的 两 个 双向 财 构成 该 有 向 图 是 
强 连通 的 ， 且 不 相 邻 项 点 对 只 能 从 每 个 财 取 一 个 点 . 如 果 财 的 阶 分 别 为 和 +1 一 k， 则 任意 不 相 
邻 顶点 对 的 总 度数 分 别 是 2k 一 2 和 2% 一 2k， 它 们 之 和 为 2 一 2. 国 
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8.4.42 定理 (Meyniel[1973]) 如 果 G 是 严格 强 连通 有 向 图 且 d(u) dv) 2n — | 对 任意 不 相 
邻 的 顶点 u,v 都 成 立 ， 则 G 是 哈密 顿 图 . 

证 阴 (Bondy-Thomassen[1977]) ”我 们 首先 证 明 一 个 技术 引 理 :如果 本 二 vw，…，vt 是 一 条 不 
能 在 内 部 (在 它 的 两 个 顶点 之 间 ) 吸 收 项 点 的 路 径 ， 则 从 vv 到 芽 边 的 条 数 加 上 从 本 到 vw 的 边 的 条 数 
至 多 是 上 +1. 该 引 理 可 以 用 计数 方法 得 到 . FISK, pov 和 zwi+1 只 可 能 存在 -个 ; 但 是 
voy 和 vev 却 可 能 都 存在 ， 内 为 没有 约束 限制 在 末尾 吸收 v. 

我 们 用 这 个 引 理 来 证 明 下 面 的 论断 : 如 果 G 是 严格 强 有 向 图 但 不 是 哈密 顿 图 ， 日 S 是 G 路 有 
生成 环 的 杖 大 顶点 子 集 ， 其 生成 环 是 (ri ，…，.rm)， 则 存在 vE S 和 满足 1— HELLE 
Koa. /使 得 : DrevE EG): Do RE ISh AER ra ABs DAW) dCi) 2n 1b. 
由 于 51， 这 个 论断 的 结论 在 定理 的 假设 下 是 不 成 立 的 ， 申 此 表明 有 后 成 环 的 极 大 硕 点 子 集 只 有 
VG). 

首先 ， 假 设 任何 路 径 不 可 能 离开 S 之 后 肯 返 回 它 . 由 于 C ARMM A ST VOD. NERA 
长 度 至 少 为 2 的 环 C 与 S 恰好 有 一 个 公共 项 点. 令 这 个 顶点 为 w， 设 是 zs 在 (上 的 后 继 ， 根据 
路 径 条 件 ， 在 vv 和 S 一 (zs} 之 间 不 存在 任何 方向 的 路 径 . 特别 地 ，SU{z} 之 外 的 任意 项 点 最 多 关联 
到 两 条 与 v 或 者 ra+1 关 联 的 边 . 而 且 .v 至 多 关联 到 两 条 与 S 关联 的 边 ( 另 外 一 个 端点 必然 是 ra). 
最 后 ，S 一 {ra41) 的 任意 项 点 至 多 关联 到 两 条 与 .ro+1 关 联 的 边 . 将 所 有 可 能 的 贡献 相 加 得 到 dv d 
dr, vi) 2n—2. 因此 ， 要求 的 条 件 仅 在 5b 二] 时 成 立 。 
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现在 ， 假 设 某 条 路 径 离开 S 之 后 义 回 到 它 . 取 一 条 这 样 的 路 径 己 使 得 沿 着 S 从 P 的 起 始 项 点 
38 D 的 终止 质点 的 距离 c 达到 最 小 值 . 令 rs 是 P 起 始 顶 点 ,v 是 它 在 P 上 的 后 继 . S 的 朴 大 性 表明 
clo TÆS 中 从 rat, 到 zs 的 这 一 部 分 EA met) 个 顶点. S 的 极 大 性 表明 v 不 会 被 T 的 内 
部 吸收 . 因此 ， 我 们 的 技术 引 理 表明 v 至 多 属于 m 一 c+2 条 与 关联 的 边 . 的 最 小 性 使 得 v 不 与 
Katie Cre xus. AB. 

邻 5 为 [中 中 满足 如 下 条 件 的 最 大 整数 : G 有 一 条 从 rar PUG ra 的 路 径 且 其 顶点 集 为 5S 一 
rias rms tate ade 令 尽 是 这 样 一 条 路 径 (0 一 1 时 路 径 工 就 是 符合 上 述 条 件 的 一 条 路 径 ， 这 说 明 
RFD. 由 于 PUR 是 一 个 环 ， 央 此 由 S 的 极 大 性 得 到 4b<c. H CHE BT AL rp AE BER 的 
内 部 吸收 . 因此 ， 根 据 技术 引 理 ，z。+。 至 多 属于 m 一 c+b-H1 条 与 尺 关联 的 边 ， 

现在 ， 我们 对 d( 功 十 d(xs+4) 进 行 计数 .SU {v) 之 外 的 每 个 顶点 至 多 关联 到 两 条 与 (v，z。+4。) 关 
联 的 边 ， 因 为 的 最 小 性 不 允许 v 和 zx。+6 之 间 通过 S 之 外 的 一 个 顶点 (在 任意 方向 上 ) 内 成 长 度 为 2 
的 路 径 . 我 们 已 经 注意 到 ，v 至 多 属于 m 一 c+2 条 与 S 关联 的 边 . 我 们 还 注意 到 ，xu14 至 多 属于 
m—ctb tl 条 与 及 关联 的 边 . 最 后 ，x。+4 至 多 属于 2(c 一 b 一 1) 条 与 S 一 尺 关联 的 边 . Wit, do) + 
dlras) 2G —m—1) t+ Gn +2) + Cm e+ b 1) +206 b— 1) = an hb. 我 们 义 得 到 了 要 求 的 
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素 至 多 在 子 集中 出 现 . 换 名 话说， 任意 六 顶点 周 分 解 成 边 和 三 角形 时 这 两 种 子 图 的 总 

数 可 以 不 超过 m. 

对 没有 孤立 顶点 的 图 G， 证 明 下 列 条 件 是 等 价 的 (Choudom-Parthasarathy-Ravindra[1975]) ; 

APG) aC). 

Ba (GV G)=(0(G))?. 

OF (G) =A). 

D) 在 E(G) 的 最 小 团 覆 盖 中 ， 每 个 团 都 使 用 了 G 中 的 一 个 单纯 顶点 . 

CH). 令 AGO) 是 划分 E(G) 所 需 二 部 图 的 最 小 个 数 ( 称 为 二 分 度 ). 可 以 将 E(G) 划 分 成 若干 

个 类 使 得 G 的 任意 环 均 包 含 某 个 类 中 的 非 0 偶数 条 边 ， 令 a(C) 表 示 这 种 划分 所 需 的 最 小 类 

数 . EW, 这 两 个 参数 都 等 于 fig X(G)] (提示 : 证 明 lg XCG) <h(G) GOS [1g ACG) 1). 

(Harary-Hsu-Miller[1977]，Alon-Egawa[1985]) 

确定 乘积 维 是 "一 1 的 所 有 nn- 顶点 图 . (Loviasz-Nesetfil-Pultr[1980]) 

证 明 ，pdim GS<2 当 且 仅 当 G 是 二 部 图 的 线 图 的 补 图 . (Lovisz-Nesetril-Pultr[1980]) 

给 定 r， 对 所 有 m 宇 1 计算 pdimCK, + mK, ). (Lovisz-Nesetril-Pultr[1980]) 

(一 ) 计 算 3 维 立 方 体 的 乘积 维 . 

得 出 Petersen 图 的 乘积 维 的 上 界 和 下 界 ， 使 得 它们 之 差 为 1(1. 界 可 能 就 是 正确 值 ， 积 是 要 

证 明 这 个 上 界 不 能 肯 被 改进 却 非常 繁琐 ). 

A fO0 RAE PRAT 六 顶点 图 上 pdim G。pdim G 的 最 大 值 . HEWN? /4 | OD Q1 D. 

对 于 n24, 证明: pdim P, —[lg(n — D]. 对 于 ,过 3， 证明 pdim Co, — 1 [lg ~D] HL 1+ 

[ Ign E pdim Co, (2 gnt: Evans-Fricke-Maneri-McKee-Perkel[ 1994 ]üEW] 7 pdim 

Cosi m MF gn], Bi n i 2 (0 BERE BT AB D ae). (Lovász-Nesetril-Pultr[ 19807) 

WR A> 1s 证明， Cons 1 ASAE Be IE iit A SIFE fol HI AY FY BL EM 

确定 C; 的 塌陷 立方 体 维 . 

(十 ) 确 定 Ks. 的 塌陷 立方 体 维 (提示 利用 对 称 性 可 以 减少 对 各 种 情况 的 分 析 )。 

(Jl Edmonds 分 叉 定 理 (定理 8. 4. 20) 证 明 有 向 图 中 Menger 定理 的 边 版 本 : a'r y= 

Gr. yy (提示 : 设计 一 个 恰当 的 图 变换 以 得 到 简短 的 证 明 ). 

(0) 流 育 问 题 也 叫做 “电话 问题 "， 有 向 图 中 相应 的 问题 叫做 "电报 问题 "为 了 使 每 个 人 都 

能 找到 一 条 传递 路 径 通 往 其 余 任何 人 ， 确 定 在 个 人 中 进行 单 向 通信 的 最 少 次 数 ， 并 将 它 

表示 成 4 的 函数 . (Harary-Schwenk[1974]) 

令 DD 是 解决 电话 问题 的 有 向 图 ， 其 中 每 个 顶点 从 其 他 顶点 恰好 接收 一 次 信息 . 证 明 : (ED 

中 至 少 及 一 1 个 顶点 收 到 了 自己 的 信息 . 对 于 任意 n， 构 造 这 样 一 个 D， 使 得 只 有 一 1 

个 顶点 收 到 了 它们 自己 的 信息 ,但 是 对 任意 ry, TEC CIR RH. y 路径. (Seress 

[1987]) 

NOHO 性 质 . 

a) 令 G 是 具有 2n—4 条 边 的 一 个 连通 图 这些 边 有 一 个 线性 顺序 解决 了 流言 问题 且 满足 
NOHO( 不 存在 递增 环 ). 假设 x(G) 二 8 且 最 多 有 两 个 顶点 的 度 为 2. VEI. 删除 G 中 所 
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有 顶点 的 第 一 次 呼 咀 和 最 后 一 次 呼叫 之 后 ， 所 得 的 图 有 4 个 连通 分 量 ， 其 中 两 个 是 孤立 
顶点 而 另外 两 个 是 有 同样 大 小 的 毛虫 形 . (West[1982a]) 

b) 对 于 每 个 偶数 nx 三 4， 构 造 一 个 具有 2n— 4 条 边 的 连通 有 序 图 使 之 满足 NOHO 性 质 ( 提 
示 : 利用 (a) 中 证 得 的 结构 性 质 来 指引 对 这 种 图 的 查找 ). 

-个 NODUP 模式 ( 非 重 复 传递 ) 是 一 个 连通 有 序 图 ， 且 从 每 个 顶点 到 其 他 任意 项 点 恰好 有 一 

条 递增 路 径 . 

a)( 一 ) 证 明 ， 每 个 NODUP 模式 都 满足 NOHO 性 质 . 

DES): 当 mE16，10，14，18} 时 ， 不 存在 NODUP 模式 ( 注 : Seress[1986] 构 造 了 所 有 奇 
数值 的 NODUP 模式 ， 由 此 证 明了 : 只 有 为 偶数 时 ，NODUP 才 不 存在 .对 于 ”一 4k， 
West[1982b] 构 造 了 具有 9n/4—6 次 呼叫 的 NODUP 模式 ，Seress[1986] 证 明了 这 些 模式 
是 最 优 的 ). 

简单 图 G 中 的 一 个 顶点 希望 把 信息 广播 到 其 他 所 有 顶点 .在 每 个 时 间 单 位 中 ,已 经 收 到 信 

息 的 每 个 顶点 可 以 呼叫 它 的 一 个 仍 不 知道 该 信息 的 相 邻 顶点 .v 广播 信息 所 花 的 时 间 就 是 

所 有 项 点 都 知道 这 个 信息 所 需 时 间 单 位 的 最 小 数 . 构造 一 个 边 数 小 于 2n 的 mn- 顶点 图 G 使 

得 G 的 任意 顶点 广播 信息 所 花 的 时 间 至 多 是 1 二 lg n CGrigni-Peleg[ 19911) 

(0 证 明 ; 下 图 不 是 2- 可 选 的 、 

T] 


Lc 
WE: Kec Se k- REGE EL OU m <2. CErdós-Rubin-Taylor[ 1979 ]) 
WEH: Xi CG) C1 + maxé CHO JE ALG) Xi GG) n 1. 此 外 ,证明 : Xi (GS 2A(G) — 1. 
证 明 : 任意 弦 图 G 39 EX CCO -可 选 的 . 
证 明 ， 如 果 连 通 图 GP | LO) | 三 d(v) 且 严格 不 等 式 至 少 对 一 个 顶点 成 立 ， 则 可 以 从 项 
点 的 可 用 颜色 序列 中 选 出 一 个 真 序列 着 色 . 
(1 证明;，G 有 一 个 至 多 使 用 Xi (G) 十 2 种 颜色 的 全 着 色 ( 注 记 8. 4.31). 
S LEG 的 非 4- 可 选 的 平面 图 、 
a) 如 下 所 未 ， 为 图 的 各 个 顶点 分 配 颜 色 序列 ，S 表示 [4]，i 表示 S— (i). 证 明 : 这 个 图 没 
有 选 自 这 些 颜 色 序 列 的 真 着 色 . 


b) 如 下 所 示 ， 为 图 G 的 各 个 顶点 分 配 颜 色 序列 , ;表示 [5] 一 (让 ， 每 个 序列 的 大 小 都 是 4. 
在 G 的 这 种 画 法 中 ， 添 加 一 个 顶点 使 之 与 外 部 面 上 的 所 有 项 点 邻接 ， 为 新 添加 的 顶点 分 
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配 的 序列 是 1， 将 最 终 得 到 的 图 记 为 G'. ER. G 没有 选 自 这 些 序列 的 真 着 色 . 
(Mirzakhani[1996]) 


8.4.27 (DDilworth 定理 和 Konig-Egervary 定理 的 等 价 性 . 
a) 给 定 二 部 图 G， 将 Dilworth 定理 应 用 到 它 的 一 个 传递 定向 上 得 出 Kanig-Egervary 定理 ， 
b) 给 定 传 递 有 向 图 D. & GED 的 分 裂 ( 如 定义 1.4. 20 所 述 ). 对 G 应 用 Konig-Egervary 
定理 得 到 D 的 Dilworth 定理 . 
.28 (DEW: Kn 可 以 分 解 成 [n/2] 条 路 径 。 当 是 奇数 时 ， 证明; Ky 可 以 分 解 成 Ln/2j 个 环 . 
8.4.29 (DH K, 分 解 成 若干 个 生成 连通 子 图 . 
a) 证 明 ; 如 果 Ky 可 以 分 解 成 上 个 生成 连通 子 图 ， 则 no 24. 
lE); Kx 可 以 分 解 成 上 棵 直径 为 3 的 生成 树 (提示 : 令 这 些 树 的 中 心 边 构成 一 个 完美 匹 
配 ). (Palumbiny[1973]) 
8.4.30 证明， 每 个 2- 边 连通 3- 正 则 简单 可 平面 图 可 以 分 解 成 若 十 条 长 度 为 3 的 路 径 .对 平面 二 
角 剖 分 证 明 同 样 的 命题 . (Jinger-Reinelt-Pulleyblank[1985]) 
8.4.31 “证明; 如果 m 一 1 整除 一 1， 则 定理 8. 4. 35 是 最 优 的 . 
设 图 G 使 得 G 是 三 角形 无 关 的 且 G 不 是 非 森 林 . 证 明 : G 有 一 个 长 度 至 少 为 n(G)/2 的 环 
(提示 :使 用 定理 8. 4. 37). CN. Graham) 
8.4.33 由 Woodall 定理 证 明 Ore 定理 ， 由 Meyniel 定理 证 明 Woodall 定理 . 
8.4.34 由 Meyniel 定理 证 明 ， 如果 严格 六 顶点 有 向 图 中 d G0 + dv) S2n— 3 对 任意 不 相 邻 顶点 ue 
z 均 成 立 ， 则 它 有 一 条 生成 路 径 . 


8.5 随机 图 


在 最 简单 的 形式 中 ， 概 率 的 方法 可 以 用 来 证 明 目 标 组 合 对 象 的 存在 性 而 无 需 明确 地 将 它们 构造 
出 来 .一 个 恰当 的 概率 模型 要 定义 在 一 大 类 对 象 上 . 目标 结构 的 出 现 是 一 个 事件 . 如 果 这 个 事件 有 
正 概率 ， 则 存在 一 个 对 象 具有 要 求 的 这 个 目标 结构 . 设计 概率 模型 、 应 用 概率 论 和 渐 近 技 术 都 要 求 
很 高 的 技巧 性 . 

我 们 在 随机 图 这 个 领域 中 来 讨论 这 几 个 问题 . 对 随机 图 的 研究 本 身受 两 个 因素 的 推动 ， 一 是 对 
物理 特性 的 建 模 ， 二 是 计算 机 科学 中 对 算法 的 分 析 - 

8.5.1 例 (溶解 点 ) 随机 图 的 特性 给 出 了 溶解 点 的 一 个 数学 解释 . 将 固体 看 成 是 由 分 子 构成 的 
二 维 网 格 ， 相 邻 分 子 通过 键 连接 在 一 起 . 比如 ， 考 虑 图 PI 口 P。 口 P,， 其 中 键 相当 于 边 . 

添加 能 量 将 激发 分 子 ， 由 此 引起 键 的 断裂 . 假设 当 我 们 提高 温度 (能 量 级 别 ) 时 ， 键 的 断裂 是 随 
机 的 .与 每 个 温度 相对 应 ， 均 有 一 定 比例 的 键 会 断裂 . 只 要 这 个 图 的 连通 部 分 仍 比较 大 ， 则 材料 就 
会 保持 固态 . 脱落 的 细 片 不 会 改变 这 种 固态 ， 但 是 当 所 有 连通 分 量 都 变 得 非常 小 时 ， 材 料 的 整体 外 
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观 就 发 生 了 变化 . 此 时 ， 由 分 子 构成 的 小 连通 分 量 可 以 自由 浮动 ， 就 像 液 体 和 气体 一 样 . 

从 数学 的 角度 来 看 ， 断 裂 键 的 数量 应 该 有 一 个 阔 值 (用 网 格 的 大 小 来 表示 )， 使 得 随意 地 稍微 少 断 开 
一 些 键 则 会 剩 下 一 个 大 的 连通 分 量 ; 而 随意 地 青 多 断 开 一 些 键 则 剩 下 的 连通 分 量 都 将 会 非常 小 . 恰好 在 
阔 值 温度 之 下 ， 则 材料 几乎 肯定 是 固体 ;而 恰好 在 阔 值 温度 之 上 ， 则 材料 几乎 可 以 肯定 不 再 是 岗 体 ， 国 

8.5.2 例 (算法 分 析 ) 最 坏 复杂 性 是 一 个 算法 在 大 小 为 的 所 有 输入 上 的 最 大 运行 时 间 ( 参 见 
附录 B). 对 于 难 解 的 问题 ， 我 们 可 以 寻找 一 个 算法 使 之 在 少量 奇异 图 上 花费 很 多 (计算 ) 步 又 ， 而 在 
多 数 图 上 运行 起 来 非常 快 . 我 们 需要 一 个 方法 来 衡量 这 种 算法 的 有 用 程度 . 

解决 办 法 是 概率 分 析 . 假设 在 输入 上 存在 某 种 概率 分 布 ， 根 据 这 个 分 布 来 研究 算法 运行 时 间 的 
数学 期 望 . 选择 真实 的 分 布 比 较 困 难 . 在 实际 应 用 中 ， 可 以 选择 一 个 分 布 使 得 分 析 可 行 . 我 们 不 能 
在 无 限 多 个 图 上 定义 概率 分 布 ， 因 此 对 每 个 阶 定义 图 的 概率 分 布 . 这 与 把 运行 时 间 的 数学 期 望 看 作 
输入 大 小 的 函数 是 一 致 的 . a 

Erdós 和 Renyi[1959] 引 入 了 随机 图 . 这 个 学 科 在 20 世纪 80 年 代 迅 猛 发 展 ， 相 关 的 书籍 包括 
Bollobás(1985]. Palmer[1985], Alon and Spencer[1992]( 最 后 一 本 书 讨论 了 概率 方法 在 广义 组 合 上 
的 应 用 ). Janson-Luczak-RucinskiL2000] 强 调 了 后 来 的 进展 . 

除了 我 们 在 这 里 给 出 的 方法 之 外 ， 还 有 很 多 复杂 的 概率 方法 被 应 用 到 随机 图 中 . 我 们 只 描述 了 
一 些 基 本 技术 并 表明 了 这 个 学 科 的 风格 ， 而 并 不 是 对 它 做 详尽 的 处 理 . 


存在 性 和 期 望 值 

首先 ， 我 们 看 看 概率 技术 如 何 用 来 证 明 存在 性 命题 . 假设 要 证 明 具 有 某 种 性 质 的 对 象 存在 .我 
们 定义 概率 空间 ， 使 得 这 个 性 质 的 出 现 是 一 个 事件 A. 如 果 4 有 正 概率 ， 则 所 求 的 对 象 存在 . 

8.5.3 定 义 一 个 离散 概率 空间 或 者 概率 模型 是 一 个 有 限 集 合 或 可 数 集合 S， 它 的 元 素 均 有 非 
负 权 值 且 所 有 权 值 之 和 为 1. 一 个 事件 是 S 的 一 个 子 集 . 事件 A 的 概率 P(A) 是 A 中 所 有 元 素 的 权 
值 之 和 ， 如果 事件 A 和 月 满足 P(A 站 B) 一 P(A)P(CB)， 则 称 A de B 是 独立 的 . 

Erdos 在 1947 年 用 概率 方法 证 明了 Ramsey 数 (定义 8. 3.6) 的 下 界 ， 由 此 引起 了 概率 方法 的 广 
泛 应 用 . 我 们 在 定理 8. 3. 12 中 用 组 合 方法 证 明了 这 个 结果 ; 这 里 ， 我 们 用 概率 方法 给 出 一 个 证 明 . 
这 用 到 了 POULAD< PAD 这 个 事实 . 注意 ， 在 这 一 节 中 ， 所 有 的 图 均 是 简单 图 


8.5.4 定理 (Erdbs[1947]) 如果 NE G) <1, 8 RO» pon. 


证 明 只 需 证 明 在 (O< MEEA TAG Ei <p Ba CO) p. 令 每 条 


边 都 独立 地 以 概率 0.5 出 现 ， 这 样 就 定义 了 项 点 集 为 [中 的 所 有 图 上 的 一 个 概率 模型 RR IF 
Q= “没有 户 团 或 者 独立 户 - 集 * 的 概率 为 正 ， 即 可 得 到 所 求 的 图 . 
每 一 个 可 能 的 p- 团 以 概率 2 D 出 现 ， 因 为 得 到 完全 图 需要 得 到 它 的 所 有 边 ， 并 且 这 些 边 是 


独立 出 现 的 . 因此 ， 至 少 存在 一 个 广 团 的 概率 的 界限 是 MN (D. 同样 的 界限 对 于 独立 p- 集 也 成 
立 . 因此 ,“ 非 Qr 的 概率 的 下 界 是 ()e-€. 定理 条 件 中 给 定 的 不 等 式 保证 了 PQ>0 W 
8.5.5 注 记 ”存在 性 论证 过 程 可 以 用 作 概率 构造 算法 .一 个 随机 的 64 -顶点 图 中 存在 一 个 10- 团 
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或 独立 10- 集 的 概率 小 于 ((25))9/101)2-4. 如果 第 一 个 随机 图 不 满足 要 求 ， 则 再 生成 一 个 ! 连续 
出 错 的 概率 是 一 些 非常 小 的 数 之 积 ， 它 很 快 就 会 变 得 无 限 小 . a 

定理 8. 5.4 中 的 下 界 大 约 是 V2* ; 在 定理 8. 3. 11 中 用 归纳 法 证 得 的 上 界 是 4^. 这 两 个 值 之 间 
的 间隙 是 非常 大 的 . 使 用 更 复杂 的 概率 方法 只 能 轻微 地 改进 这 个 下 界 . 而 且 ， 用 构造 方法 得 出 的 下 
界 要 弱 得 多 . 所 以 这 就 是 成 功 应 用 概率 方法 的 范例 . 证 明 过 程 的 本 质 是 计数 论证 法 . 使 用 有 限 样本 
空间 的 很 多 概率 论证 过 程 都 可 以 改写 成 带 权 的 计数 论证 过 程 ， 但 是 用 概率 方法 可 以 使 证 明 过 程 更 加 
简单 . 

随机 变量 的 引信 极 大 地 增强 了 论证 的 能 力 ， 我 们 给 概率 空间 O 中 的 元 素 分 别 分 配 一 个 值 . 我 们 
已 经 使 用 了 通过 比较 随机 变量 的 平均 值 和 最 大 值 来 证 明 不 等 式 的 方法 

8.5.6 定义 ”随机 变量 是 一 个 函数 ， 它 为 概率 空间 中 的 每 个 元 素 分 配 一 个 实数 值 . 我 们 用 Xk 
表示 由 变量 义 具 有 尺 值 的 所 有 元 素 构成 的 事件 . 

Bü UL ht X 的 数学 期 望 E(X) 是 加 权 平 均 数 >)kP(X = k). 数学 期 望 的 鸟巢 性 质 表明 ， 概 率 空 
间 中 存在 一 个 元 素 使 得 它 对 应 的 X 值 与 E(X) 一 样 大 . 

Wing pes PEE. WEN E(X) 的 值 或 者 界限 . (数学 期 望 的 ) 计 算 过 程 通常 将 数学 期 望 的 线性 
性 质 应 用 到 X 的 一 个 由 简单 随机 变量 构成 的 表达 式 上 . 为 此 ， 我 们 通常 将 注意 力 限制 在 有 限 集合 
的 概率 模型 上 ， 并 且 只 计算 有 限 个 随机 变量 之 和 . 类 似 的 结论 在 连续 概率 空间 也 成 立 ， 

8.5.7 引 理 (线性 性 质 ) RX 和 有 限 集 {X,}) 都 是 同一 个 空间 上 的 随机 变量 且 义 二 忆 Xi;， 则 
E(X) = DEX). 并 且 ， 对 于 cER，E(cX) 二 cE(X) 也 成 立 。 

证 明 在 离散 概率 空间 中 ， 各 个 元 素 为 所 证 等 式 的 每 一 端 贡 献 同 样 大 的 值 . L] 

我 们 经 常 将 引 理 8.5. 7 应 用 到 计算 子 结构 个 数 的 随机 变量 上 . 这 种 随机 变量 是 一 些 变 基 之 和 ， 
这 些 变量 表明 要 计数 的 概率 事件 是 否 真 的 发 生 . 示 性 变量 从 (0，1) 中 取 值 (它们 也 称 做 0，1- 变 若 ). 
东 性 变量 的 数学 期 望 等 于 该 变量 取 1 的 概率 . 这 些 性 质 有 助 于 我 们 得 到 下 面 的 结果 ， 这 可 能 是 我 们 
第 一 次 真正 使 用 概率 方法 . 

8.5.8 定理 (Szele[1943]) ” 某 个 -顶点 竞赛 图 至 少 包含 了 n! /2" ! 条 哈密 顿 巾 径 . 

证 明 对 任意 顶点 对 {i， 四 ， 等 概率 地 随机 选择 ij 或 者 j 一 i， 这 样 随机 地 生成 [n] 上 的 竞赛 
图 . 令 X 为 哈密 顿 路 径 的 条 数 ，X 是 n! 个 示 性 随机 变量 之 和 ， 每 个 示 性 变量 表示 一 条 可 能 的 哈密 
顿 路 径 是 否 出 现 . 每 条 哈密 顿 路 径 出 现 的 概率 是 1/2"!， 故 E(X) =a! /2 1. 在 某 个 竞赛 图 中 ， 


X 至 少 与 数学 期 望 一 样 大 . a 
利用 期 望 得 到 了 这 个 简单 下 界 ， 它 给 出 的 n- 顶 点 竞赛 图 中 哈密 顿 路 径 最 大 数 几乎 是 正确 的 ; 
Alon[1990] 证 明了 这 个 数 至 多 是 n! /(2 一 o(1))". 如 果 几 乎 所 有 实例 都 有 一 个 接近 于 极限 值 的 值 ， 


则 概率 论证 方法 特别 有 效 . 
很 多 不 等 式 都 可 以 解释 成 关于 随机 变量 数学 期 望 的 论断 . 与 组 合 方法 相 比 ， 这 往往 可 以 得 到 更 
简单 的 证 明 . 习题 3. 1. 42 要 求 用 组 合 方法 证 明 下 面 的 结果 . 


8.5.9 定理 (Caro[ 1979], Weif1981]) a(G) > FEE 对 任意 图 CG 成 立 . 


G 〇 ”我 们 只 考虑 离散 概率 空间 ， 但 是 类 做 的 概念 在 连续 概率 空间 中 也 成 立 


426 
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S 
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证 明 (Alon-Spencer[1992，p81]) 给 定 G 的 所 有 顶点 的 一 个 顺序 ， 在 该 顺序 中 有 些 顶 点 位 于 
其 所 有 相 邻 顶点 之 前 ， 所 有 这 种 顶点 构成 的 集合 是 一 个 独立 顶点 集 .如果 这 个 顺序 是 按 均 匀 分 布 随 
机 选择 的 ， 则 "出 现在 其 所 有 相 邻 顶点 之 前 的 概率 为 1/(d(v) 十 1). 于 是 ， 在 随机 顶点 顺序 中 ， 选 
择 位 于 其 所 有 相 邻 顶点 之 前 的 顶点 构成 独立 顶点 集 ， 这 些 独立 顶点 集 的 大 小 的 数学 期 望 恰好 是 不 等 
式 的 右 端 . a 

如 果 随 机 生成 的 一 个 对 象 接近 满足 某 种 特性 ， 则 稍微 修改 它 就 可 能 使 之 满足 这 种 性 质 这 项 技 
术 称 作 删 除法 、 变 更 法 或 者 两 阶段 法 . Ramsey 数 为 这 种 方法 提供 了 一 个 经 典 的 应 用 ,我 们 给 出 另 
外 两 个 应 用 . 

前 面 讲 过 ， 如 果 S 之 外 的 任意 顶点 均 有 一 个 相 邻 顶 点 位 于 S P, RJ SSV(G) 是 G 中 的 一 个 支 
配 全 (定义 3. 1. 26). WR G 是 k- 正 则 的 ， 则 每 个 顶点 都 支配 十 1 个 顶点 (包括 它 自身 )， 所 以 任意 
支配 集 至 少 有 nC(G)/(k 十 1) 个 顶点 .对 最 小 度 为 的 任意 一 个 图 ， 变 更 法 给 出 一 个 支配 集 ， 其 大 小 
接近 上 面 的 界 . 同 很 多 涉及 这 些 技术 的 其 他 论证 过 程 一 样 ， 这 里 的 论证 使 用 了 一 个 基本 不 等 式 1 
pe POJB2). 

8.5.10 定理 (Alon[1990]) 最 小 度 为 人 >>1 HEE URBE AGI E $n d 
支配 集 . 

证 明 在 这 样 一 个 图 G 中 ， 随 机 选取 集合 SGV(G)， 每 个 顶点 是 否 被 选中 是 独立 的 且 它 被 选 
中 的 概率 等 于 p=In(k 十 1)/(k 十 1), 取 定 S 后 ， 令 工 是 由 S 之 外 没有 相 邻 顶点 位 于 S 中 的 所 有 顶点 
构成 的 集合 ; 将 工 添加 到 S 中 即 得 到 一 个 支配 集 . 我 们 找 出 SUT 中 顶点 数 的 数学 期 望 

由 于 每 个 顶点 以 概率 p 出 现 于 S 中 ， 因 此 由 线性 性 质 得 到 E( | S | np. 随机 变量 | T | 是 
个 示 性 变量 之 和 ， 每 个 示 性 变量 表明 某 个 顶点 是 否 属于 T. vET 当 且 仅 当 它 及 其 所 有 相 邻 项 点 不 在 
S 中 ; 这 个 事件 的 概率 小 于 等 于 (1 一 p)*t!1， 因 为 的 度 至 少 为 k. HEU pt e 00D, [AC 


有 EC1S1+1T1D<op+ne-outD 一 mL 二 Int 二) 由 数学 期 望 的 的 梨 性 质 可 以 完成 证 明 ， B 
k+l 


这 个 简单 的 界限 生成 了 几乎 最 小 的 st 使 得 每 个 最 小 度 为 上 的 图 G 有 大 小 不 超过 stn(G) 的 支配 
集 (Alon[1990]). 贪心 算法 用 构造 性 的 方法 证 明了 同样 的 结论 (定理 3. 1. 30). 

删除 法 的 显著 而 著名 的 应 用 是 有 大 的 周 长 和 着 色 数 的 图 的 存在 性 . 清晰 的 构造 晚 一 些 才 出 现 
(Lovdsz[1968a]、Nesetfil-Rodl[1979]、Kriz[1989]). 我 们 给 出 原始 证 明 的 一 个 简化 版 本 (Alon- 
Spencer [1992，p35]). 它 使 用 了 我 们 将 要 在 引 理 8. 5. 17 中 证 明 的 期 望 的 性 质 , 

8.5.11 定理 (Erdbs[1959]) BR m>3 和 g>3, FA-PMKEVA EREKEYAM 
的 图 . 

ER ”对 于 集合 [] 中 的 任意 顶点 对 ， 设 该 顶点 对 独立 成 为 一 条 边 的 概率 为 p， 由 此 可 以 生成 
顶点 集 为 [站 的 所 有 图 . 由 于 X(G) 宇 n(G)/a(G)， 故 不 具备 大 独立 集 的 图 必 有 大 色 数 . 因此 ， 我 们 
选择 足够 大 的 p 使 得 大 独立 集 不 可 能 出 现 . 同时 ，p 也 要 足够 小 使 得 (长 度 小 于 g 的 ) 短 环 的 长 度 的 
数学 期 望 值 较 小 .给 定 一 个 同时 满足 这 两 个 条 件 的 图 ， 则 可 以 从 每 个 短 环 上 删除 一 个 顶点 以 得 到 所 


求 的 图 . 
为 使 生成 的 短 环 不 多 于 n/2 个 ， 我 们 令 pan). Epil 在 可 能 出 现 的 长 度 为 j 的 环 中 ， 
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每 一 个 出 现 的 概率 是 pi. 将 n(n 一 1)…(n 一 十 1) 记 为 ni) ， 对 每 个 了 值 可 能 出 现 的 环 有 zc)7(27) 
^r: 因此 ， 长 度 小 于 g HRW ERX 有 数学 期 望 : 


EX) = 3] no p/GD « 3, në /(GD. 
a e 


由 于 4 一 1， 这 表明 conf EOD /n-0. 利用 Markov 不 等 式 进行 详细 讨论 ， 可 以 得 到 nott POCn/ 
2) 一 0. Yin EKE, POXEn/2) 1/2. j 

由 于 删除 顶点 时 a(G) 不 会 增 大 ， 因 此 当 我 们 从 每 个 环 中 删除 一 个 顶点 之 后 ， 至 少 需 要 (n 一 X)/ 
a(G) 个 独立 集 才 能 完成 对 剩 下 顶点 的 着 色 . 如 果 X<n/2 H a(G) 三 mn/(2k)， 则 剩 下 的 图 最 少 需 要 
种 颜色 . W r= [ln n/p), Ai: 

PG) 2D« M a= 9) < [ne or bey, 

随 着 n 的 增 大 ， 这 个 值 趋 近 于 0. 

由 于 r=『 32! 7n n] 且 k 是 固定 值 ， 所 以 可 以 选择 足够 大 的 使 得 r 二 mn/(2k)， 如 果 选 择 足 够 大 
AY n (RA PCX n/2)<1/2 和 PlalG)S>r)<1/2 都 成 立 ， 则 必然 存在 一 个 -顶点 图 G WE a CO) 
n/(2k) 并 使 得 G 中 长 度 小 于 & 的 环 少 于 n/2 个 . 从 每 个 短 环 中 删除 一 个 顶点 ， 这 将 剩 下 一 个 围 长 至 
少 为 g 且 色 数 至 少 为 的 图 . a 
几乎 所 有 图 均 具 有 的 性 质 

我 们 下 面 研究 一 些 “ 几 乎 处 处 "成 立 的 性 质 . 这 个 词 在 概率 模型 下 才 有 意义 . 

8.5.12 定 义 给 定 一 系列 概率 空间 ， 令 gu 是 性 质 Q AER n ACE LA CAL BOR ， 如果 limo g, = 
1， 则 称 性 质 Q 几 乎 处 处 成 立 , 

对 于 我 们 而 言 ， 第 个 概率 空间 是 -顶点 图 上 的 概率 分 布 ， 如 果 性 质 Q 几乎 处 处 成 立 ， 则 我 们 
称 “ 儿 乎 所 有 图 都 具有 性 质 QU. 令 为 [四 的 所 有 图 等 概率 地 出 现 就 相当 于 令 任意 顶点 成 为 一 条 
边 的 概率 均 为 1/2. 在 随机 图 中 ， 边 以 同样 概率 独立 的 出 现 这 种 模型 是 最 常用 的 ， 因 为 它们 的 计算 
最 简单 . 我 们 允许 上 述 概率 依赖 于 n 

8. 5.13 定义 ”模型 A: 给 定 久 和 记 二 p(n)， 令 [nn] 中 的 任意 点 对 以 概率 p 独立 成 为 一 条 边 ， 这 
样 可 以 生成 顶点 集 为 [n] 的 所 有 图 .每 个 具有 m 条 边 的 图 出 现 的 概率 为 pr (1 一 p) D. "随机 变量 
Gp 表示 这 个 概率 空间 中 的 一 个 图 .“ 这 种 随机 图 ” 特 指 户 二 1/2 时 的 模型 A， 它 使 得 顶点 集 为 [nj] 的 图 
等 概率 地 出 现 . 

在 具有 固定 顶点 集 的 图 ( 带 标记 的 图 ) 上 进行 计算 要 比 在 图 的 同 构 类 上 进行 计算 容易 .由 于 算法 
的 输入 是 具有 指定 项 点 集 的 图 ， 因 此 该 模型 与 应 用 是 一 致 的 

我 们 经 常用 顶点 数 和 边 数 来 衡量 算法 的 运行 时 间 ; 因此 ， 我 们 希望 控制 边 数 . 这 又 需要 一 个 模 
型 ， 其 中 具有 m 条 边 的 -顶点 标记 图 等 概率 地 出 现 (在 本 节 中 ， 我们 用 m 来 表示 边 数 ， 因为 e= 


2. 71828… 在 渐 近 论证 中 起 着 重要 的 作用 ). 
8.5.14 定 义 模型 B: SE nde m=m(n), 4A RE OB n) LA mkA ARE 


(V) "um. ee N= (2) itin 表示 由 这 种 方法 生成 的 图 
m 
在 众多 研究 的 模型 中 ， 这 两 种 模型 是 最 具 一 般 性 的 . 模型 更 适 于 实际 应 用 。 在 这 种 模型 
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中 ,我 们 常用 如 下 方式 提问 “作为 的 函数 ， 需 要 多 少 条 边 才 能 使 一 个 图 几乎 肯定 是 连通 的 ?” 在 
模型 A 中 ,我们 却 常 问 “作为 的 函数 ， 边 的 概率 是 多 少 才能 使 得 一 个 图 几乎 肯定 是 连通 的 ?" 不 
幸 的 是 ， 在 解答 这 种 问题 时 ， 在 模型 B 中 所 需 的 计算 过 程 要 比 在 模型 A 中 所 需 的 计算 过 程 显 得 更 
加 凌乱 . 


WERE. PO EEKE p=m/ (7) 时 ， 模 型 可 以 业 确 地 用 模型 A 来 描述 ， 因 为 模型 人生 


成 的 实际 边 数 几 乎 总 接近 于 数学 期 望 m 对 于 大 多 数 我 们 感 兴趣 的 性 质 而 言 ， 这 种 对 应 关系 都 是 成 
立 的 . 要 证 明 这 种 对 应 关系 需要 仔细 利用 边 数 的 二 项 分 布 . 如 果 只 要 FCEGS H HF, H 都 满足 性 
FQ. JWG 也 满足 性 质 Q， 这 时 称 图 G 的 性 质 Q 是 凸 的 . 


8.5.15 定理 (Bollobis[1985，p34-35]) 如 果 QQ 是 凸 的 且 pA p(y) == 则 几乎 每 个 GP 都 满足 


QQ 当 且 仅 当 对 任意 国定 的 REE HLA HH m=[p(")] e pa-»Q] 


定理 8. 5. 15 使 我 们 的 注意 力 集中 到 了 模型 A 上 ， 它 还 促 动 我 们 将 p 当 作 的 函数 ;为 了 研究 
边 数 满足 线性 关系 的 图 ， 我 们 必须 让 户 以 一 个 类 似 c/ 的 比例 减 小 ， 其 中 < 是 常数 . 常数 p 将 生成 
稠密 图 . 

证 明 PO 通常 比 计算 P(Q) 简 单 得 多 ; 它们 之 间 的 区 别 很 重要 . 精确 计算 概率 是 困难 的 也 没 
有 必要 ， 应 尽 可 能 避免 .作为 替代 手段 ， 我 们 采用 崭 近 分 析 ， 它 依靠 极限 方法 .我 们 将 lim ,ww 一 上 
写成 un- 上. 为 了 比较 序列 的 增长 速度 ， 采 用 “大 OMh o" 这 两 个 概念 (参见 附录 B 中 的 定义 ). 如 
果 序 列 二 a 守 和 序列 二 二 相差 一 个 增长 速度 慢 于 二 b> 的 序列 ， 则 记 为 an 二 bn(1 十 oC1)); 还 可 以 等 
价 地 记 为 wy 一 1 当 an/br 一 1 时， 我 们 说 an BEF bns BOB as bee 

使 用 渐 近 表述 法 是 为 了 去 掉 对 lim reo P(Q) = 1 不 发 生 影响 的 低 阶 项 . 先 计算 P(Q) 青 证 明 所 
得 的 公式 趋向 于 1， 这 种 做 法 非常 困难 ， 同 时 也 是 没有 必要 的 . 我 们 只 需 证 明 P(~Q) 被 某 个 趋 于 0 
WERRIET. 从 这 种 意义 上 讲 ， 很 多 渐 近 论 证 过 程 都 比较 “马虎 ”; 我 们 并 不 关心 控制 POQ H 
这 个 量 到 底 有 多 宽松 ， 只 要 它 趋 于 0 即 可 . 至 于 哪些 量 可 以 丢弃 而 不 会 造成 麻烦 ， 这 就 需要 应 用 经 
验 知识 将 直觉 细 化 . 

8.5.16 定理 (Gilbert[1959]) 如 果 户 是 常数 ， 则 几乎 每 个 G2 都 是 连通 的 。 

证 明 ”将 顶点 划分 成 两 个 集合 ,并 让 G 不 包含 介 于 这 疝 个 集合 之 间 的 边 ,这 样 6 就 不 是 连通 的 
出 现在 每 个 集合 内 的 边 与 连通 性 无 关 . 在 所 有 划分 S,S 上 对 概率 P([S,S] = gOR FI ABH G 不 是 
连通 图 的 概率 g 的 一 个 上 界 . 有 多 个 连通 分 量 的 图 在 上 述 过 程 中 被 多 次 计数 当 |S|=k 时 ,[S,S] 
包含 了 k(n 一 k) 条 可 能 会 出 现 的 边 . 每 条 边 都 独立 地 以 概率 1 一 不 出 现 , 故 P([S,S] = Ø) = 


(二 pb 由 于 任意 5 均 可 以 是 划分 中 的 任何 一 个 子 集 ,所 以 qs < 15 () a-pe». 


ca 


wad 
PASSAT A An k ERD A q 的 一 个 上 界 是 (7) a 7 nth. 我 们 放宽 界限 以 便 


ey 
对 其 进行 简化 .对 < n/2) 由 (7) <H AS pred pIE gn < Dy OQ - prs 对 
于 足够 大 的 nA nA p 一 1. 这 使 得 上 界 是 一 个 收敛 几何 级 数 的 初始 部 分 之 和 . 我 们 得 到 q < 
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X/(1 一) Efi a nO — 0772. 由 于 户 是 常数 时 有 nA p)" 一 0, 故 在 ma- co BE q 的 上 界 
BFO. " 

引入 整 值 随机 变量 及 其 期 望 的 相关 技术 ,可 以 避免 重复 地 证 明 概率 公式 . 如 果 X 是 非 负 随机 
变量 并 且 在 G^ WEER Q X=, W EC(X) 一 0 就 表明 几乎 每 个 G 都 满足 Q. 这 一 结论 是 下 面 这 
个 引 理 的 一 个 特殊 情况 . 我 们 仅 对 整 型 变量 证 明 它 成 立 ,但 是 它 对 连续 变量 也 成 立 . 

8.5.17 引 理 (Markov RER) 如 果 X 仅 取 非 负 值 ， 则 POCROSLEQO /t. 特别 地 ， 如 果 X 取 
整数 值 ， 则 EQO--0 表明 P(X 一 0) 一 1. 

证 明 EOD = Dkp > Dkp >D pi = PXD. " 

为 了 讨论 连通 性 ， 可 以 如 下 定义 XG): BUR G 不 是 连通 的 ， 则 定义 X=1;, 否则 定义 X=0. 
示 性 变量 的 数学 期 望 等 于 它 取 1 的 概率 . REH P(X 二 1) 一 0( 当 p 是 常数 时 )， 从 而 证 明了 几乎 
每 个 G^ 都 是 连通 的 . 用 不 同 的 随机 变量 ， 可 以 简化 证 明 并 增强 结论 . 我 们 仍然 希望 当 X=0 时 GG 
满足 性 质 Q( 为 了 应 用 Markov 不 等 式 )， 但 是 无 需 (X 一 0) 殷 (G 满 足 Q 成 立 ). 我 们 定义 X 是 许多 示 
性 变量 之 和 使 得 X=0 时 G 满 足 Q. 数学 期 望 的 线性 性 质 以 及 示 性 变量 中 E(X;) = PCOX; = DX BE 
利 性 ， 可 以 用 来 简化 对 E(X) 一 0 的 证 明 . 

8.5.18 定理 如 果 户 是 常数 ， 则 几乎 每 一 个 GP 的 直径 均 为 2( 从 而 是 连通 的 )， 

证 明 令 X(G2) 是 没有 公共 相 邻 项 点 的 无 序 顶点 对 的 数量 . 如 果 这 种 顶点 对 不 存在 ， 则 G^ 是 


连通 且 直 径 为 2. 根据 Markov 不 等 式 ， 仅 需 证 明 E(X) 一 0. 我 们 把 X 表示 成 G) 个 示 性 变量 Xij 


之 和 ， 每 个 示 性 变量 对 应 一 个 顶点 对 {uw, vid. XP Xi 71 当 且 仅 当 vis vy 没有 公共 的 相 邻 


TMA. 
如 果 Xiv=1， 则 其 余 "一 2 个 顶点 都 不 会 同时 与 这 两 个 项 点 相 邻 . HU, POX; =D=C 


poH Eoo ("Jap 2, 若 户 是 固定 的 ， 则 ECX)-~~0， 进 而 几乎 所 有 Ge 的 直径 均 为 2， W 


隐藏 在 上 述 推理 背后 的 直觉 是 ， 如 果 我 们 希望 几乎 没有 坏 点 对 ， 则 几乎 每 个 图 都 不 会 有 这 种 点 
对 ; Markov 不 等 式 可 以 使 该 直觉 精确 化 . 这 时 求 和 过 程 消 失 了 ; 为 了 证 明 极限 为 0， 仪 需 证 明 
(1 一 p?)" 2 趋 于 0 的 速度 快 于 的 任意 多 项 式 的 增长 速度 . 

阅 值 函数 

粗略 地 说 ， 边 概率 为 常数 的 随机 图 是 连通 的 ， 因 为 它们 的 边 比 连通 需要 的 边 多 得 多 . 为 了 改进 
定理 8. 5. 18， 我 们 希望 使 得 几乎 每 个 Ga 都 是 连通 图 的 p(x) 值 尽 可 能 地 小 . 为 此 ， 我 们 需要 阐 值 概 
率 函 数 这 个 概念 . 根据 模型 A 和 模型 B 之 间 的 关系 ， 由 边 概 率 的 一 个 阐 值 也 可 以 得 到 边 数 的 一 个 
LIE 

8.5.19 定义 ”单调 性 质 是 在 添加 边 时 能 够 被 保持 的 一 个 图 的 性 质 . 单调 性 质 的 一 个 阔 值 概率 
函数 是 一 个 函 教 Cn), ERE p(n)/1(n) 一 0 冀 涵 几乎 没有 G? HRQ, 而 pO0/1G00- 9 ih JU f 
个 G+ 都 满足 Q. 阔 值 边 函数 是 在 模型 B 上 定义 的 类 似 概 念 . 

这 是 阐 值 函数 有 一 个 比较 宽泛 的 定义 ; 它 允 许 一 个 性 质 有 多 个 阅 值 函数 . tF R) 
如 果 pCm)/4(m) 趋 近 于 非 0 常数 时 “几乎 肯定 "有 某 种 性 质 发 生 ， 则 称 该 六 值 琴 数 是 一 个 “更 优 ”的 阅 
值 . 也 可 以 认为 “更 优 的 " 闭 值 xm) 使 得 p(n) 和 (nn) 在 相差 一 个 正 、 负 的 低 阶 项 时 “几乎 肯定 ”有 某 
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种 性 质 发 生 . 

Markov 不 等 式 完成 了 阔 值 函数 的 一 半 工 作 . 如 果 X=0 荀 涵 性 质 Q， 而 我 们 证 明了 ECX) +0, 
则 PCQo— 1. 如 果 确 定 了 哪些 函数 p(n) 可 以 得 到 ECX)-~0， 即 可 得 到 阔 值 珊 数 的 一 些 候选 者 . 通 
常 ， 我 们 得 到 的 p(n) 使 得 E(X) 一 0 或 者 E(X) 一 ,具体 是 哪 种 情况 依赖 于 一 个 参数 c 的 值 . 性 质 
E(X)-~0 预示 P(X==0)->0， 但 这 种 蕴涵 关系 并 不 总 成 立 . 比如 ， 如 果 P(X 一 0) 一 0.5 H POX— m = 
0.5， 则 E(X) 一 oo0. 为 了 得 到 P(X=0)->0， 必 须 避 免 这 种 概率 发 散 现象 . 

8.5.20 定义 X thr MRR NX OMB. X 的 方差 是 EL(X 一 E(X))2]j， 记 作 Var(X). X 的 标准 
差 是 Var(X) 的 平方 根 . 

EX?) -E (X)? 


8.5.21 S/o HE) RX EAM Ed. 则 P(X 一 0) 福 一 EUX)2 os 特别 


， 则 POX —0)—0. 


证 明 ”将 Markov 不 等 式 应 用 到 变量 (X 一 E(X))? 和 值 * 上 ， 得 到 PLOXC-EOO 20] 
E[OX— EC? 71/2. 我 们 把 它 改写 成 P[ | X 一 E(X) | Zi] Var X)/1 (Chebyshev KER). 由 于 
E[CX 一 ECX))2] 一 ELX? 一 2XE(X) 十 (ECX))2] 一 ECX2) 一 (ECX))2， 
因此 Chebyshev 不 等 式 变 成 了 PL | X 一 E(X) | Se] <CE(X*) — EOO?)0/8. 由 于 X=0 只 有 在 
1X 一 ECX) | SEQOA RRE, MS :一 E(X) 即 完成 整个 证 明 . a 

从 直觉 上 看 ， 如 果 平均 值 增长 并 且 标 准 差 增 长 得 更 缓慢 一 些 ， 则 所 有 的 概率 值 将 会 远离 0 进而 
导致 P(X= 0)-~*0. 为 了 说 明 ( 阔 值 函 数 ) 这 种 方法 ， 我 们 考虑 孤立 顶点 的 消失 . 申 于 连通 了 图 没有 孤 
立 顶 点 ， 因 此 连通 阔 值 至 少 与 孤立 顶点 消失 所 需 的 阔 值 一 样 大 . 后 者 的 计算 比较 简单 ， 因 为 可 以 将 
该 条 件 表 达成 车 十 个 同 分 布 的 示 性 变量 之 和 ， 从 而 使 其 数学 期 望 易于 计算 . 事实 上 ， 这 两 个 性 质 有 
相同 的 赣 值 (函数 ) ， 因 为 在 这 个 阔 值 上 几乎 每 个 图 都 由 -- 个 大 的 连通 分 量 加 上 一 些 顶点 构成 

8.5.22 定 理 在 模型 A 中 ，In mn( 自 然 对 数 ) 是 孤立 顶点 消失 即 S(G) 三 1) 的 阁 值 概率 函数 (在 


BAB, MÈH MART nln. 


ER 令 X 是 孤立 顶点 的 个 数 ，X, 表示 顶点 i 是 否 为 孤立 顶点 .于 是 ，E(X) 一 了 已 (Xi) 一 

nQ- p 1 我 们 将 ECX) 用 /pm 表达 出 来 ， 由 此 研究 ECX) 的 渐 近 特性 . 由 于 
(01— p" = erit -P = ee PIT 

如 果 np? 一 0， 则 ECX) 的 表达 式 可 以 用 渐 近 形 式 化 简 . mp? 一 0 等 价 于 PE o(1/V) 并 且 它 还 蕴涵 了 
(1 一 "~e- 只 以 及 (1 一 p) 1 一 1， 这 就 得 到 EOO ~ne. 为 了 进一步 简化 ， 令 psc in n/n 可 以 
得 到 ne =ne, Hep e 可 能 依赖 于 n. 由 常数 c 得 到 pEol1/Wn)， 这 与 前 面 的 要 求 一 致 . 如 果 
c>1, 则 得 到 ECO 一 m-* 一 0， 这 证 明了 阐 值 函数 的 一 个 方面 . 

WR c 二 1， 有 E(X) 一 oo， 利 用 二 阶 矩 方法 . 现在 只 需 证 明 ECCO ~E. 这 要 用 到 示 性 变 
量 的 另外 一 个 有 用 的 性 质 ，X? 一 X;. 因此 ， 有 

EO = È EOD DEG, ) = E(X) + n(n— DEOGX ). 


仅 当 wi 和 vi 都 是 孤立 顶点 时 ， 示 性 变量 XX 才 取 1; 这 时 ， 这 两 个 孤立 点 使 得 2(n 一 2) 二 1 条 边 
不 会 出 现 . RUE. EOGX) 7 (— 23. PKH- p~e, MA EXX; ~e H 
ECX?) ~ ECX) +n(n— De ?? ~ ECX) + E (X)?. 
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由 于 E(X) 一 co， 这 即 得 到 ECX?) ~ECX)?. L| 

定理 8.5. 22 38 T BEL (EL OR CU XE O0. 3C EL (CHR BUE EUER «24 p(w 与 In n/n 的 比值 趋 近 于 一 
个 常数 但 该 常数 不 是 0 也 不 是 = 时 ， 我 们 同样 可 以 确保 或 者 禁止 孤立 点 的 出 现 . 

事实 上 ， 人 们 时 就 知道 有 更 优 的 孤立 点 阅 值 函数 . WR p— lg n/n/n HMEN X 表示 孤立 
顶点 的 个 数 ， 则 POX— D e nutk, Hf use “(读者 可 以 把 这 个 裤 限 分 布 看 作 Possion 分 布 ). 对 
于 k=0， 有 P(X=0)~e .了 中 的 这 个 加 项 描述 了 (孤立 顶点 的 个 数 ) 从 几乎 全 是 孤立 顶点 ( 穿 过 孤 
立 顶 点 阐 值 ) 到 几乎 没有 孤立 顶点 这 一 -变化 过 程 . 已 经 已 知 很 多 这 种 比较 好 的 冰 值 消 数 ,但 导出 渐 
近 Possion 分 布 的 技术 超出 了 我 们 的 讨论 范围 . 

下 面 ， 我 们 导出 一 个 阐 值 函数 以 确保 某 些 固定 子 图 必 现 . 对 于 一 个 图 ， 如 果 其 任意 诱导 子 
图 的 平均 度 不 超过 整个 图 的 平均 度 ， 则 称 该 图 是 平衡 的 . 所 有 的 正则 图 和 所 有 的 森林 都 是 平衡 的 ， 

8.5.23 定理 如 果 开 是 一 个 具有 k 个 顶点 和 1 条 边 的 平衡 图 ， 则 在 模型 A 中 pn RLF 
每 个 GP Hv HAARET A. 

WERE OX EH 的 各 种 拷贝 在 G? 中 出 现 的 总 次 数 ;X 可 以 表示 成 一 些 示 性 变量 之 和 ,每 个 示 性 
变量 表示 Ky 中 HH 的 一 个 拷贝 . 存在 nn 一 D…(Cn 一 上 十 1) 种 方法 将 VCH) 对 应 到 [四 中 .所 的 每 个 


拷贝 出 现 A 次 ,其 中 A 是 日 的 自 同 构 的 个 数 . atii (n= D 个 示 性 变量 Xi 由 于 Hi 


拷贝 出 现 也 就 是 它 的 所 有 边 出 现 ,所 以 P(X; = D = pl. 由 于 上 是 固定 的 , 故 E(X) ~ n*p!/A. 

ib pGD cun 好 则 得 到 ECO ~ 4 / A. 因此 ， 由 cn > 0 得 到 E(X)->0， 由 cr~ce 则 得 到 ECX) 79 o. 
剩 下 的 工作 就 是 证 明 ， 当 一 2 时 可 以 得 到 ECXO — EOO. 我 们 再 次 用 到 EOP) = EX) + 
MEOGX ). 这 时 ， 各 个 加 数 并 不 相等 ，ECXiX,) 依 赖 于 H = A OH). 我 们 选择 A'S HORE 


此 加 数 分 类 当 HH 有 7 个 顶点 和 s 条 边 时 ,构建 H 和 Hj 所 需 的 边 的 条 数 为 21 一 *s， 所 以 EXX) = 


| CHO 


为 了 确定 i,j 对 使 之 满足 HO HO Hs. 我 们 为 HH 取 r 个 顶点 ,为 HHM H; HAS kr 


个 顶点， 把 H 扩 展 到 H; 和 H; 上 得 到 HH 的 拷贝 . REPARAREA Ga lok! 
种 ， 这 个 值 趋 近 于 at- "/[r! G- D £2. 在 确定 的 两 个 元 集合 中 将 SP SI H 的 拷贝 ， 其 
方法 的 种 数 M UICE H MH; 这 个 值 与 a 和 Zp ER. 用 air 来 表示 常数 M/Lr! Ck. 满足 
HNHH Wi, j E XEOGX OI AE apn tp? os 我 们 把 这 个 值 称 为 En. 

WR r—s—0. WAT M=! /A)?. 因此 ， 当 H HAR, ay ih p! [AL SECO! 这 是 满足 
HH; SWFA i jMEEEOGXODBSUR. Xr F ECO*. 为 了 完成 整个 证 明 ， 只 需 证 明 
有 H 的 所 有 其 余 取 法 对 导 ECX;X;) 的 总 贡献 具有 较 低 的 阶 . 我 人 有 Er ~ay A EO? np *. HAY 2s/r 
是 及 的 平均 度 ， 根 据 万 的 平衡 性 得 到 2r/s>2/1, 或 者 一 2 时 pa pr (roo, 由 于 pnt 一 cc 等 价 
Fn 'p “一 0， 因 此 得 到 Ew Eo(E(X)?) 对 HAD RY. 由 于 可 能 的 子 图 HH' 的 数量 是 有 界 的 ( 界 
限 可 以 表达 成 常数 和 1 的 表达 式 )， 这 表明 了 ECX*)~E(X) + Eg ~E). a 
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这 个 结论 可 以 推广 到 所 有 的 H. 比率 CED = eC HD /n CHD e H WER, pH) = max (F) ER 
大 密度 . WRAL PSA, Wi MAS. HT p—n Ve Je WR. 任意 图 H 有 一 
个 平衡 子 图 下 l1 d CF) = pCH). 如 果 pre —0,. WILE BS G^ 都 不 包含 F MBM, 因此 ， 它 也 
不 可 能 包含 日 的 拷贝 , SE, pn Uno HR H HR AY BRE BEC) 25). 
演变 和 图 参数 

Palmer[1985] 在 他 的 书 的 副题 中 告诉 我 们 随机 图 的 研究 涉及 下 面 的 内 容 : 

“ 阔 值 函数 ， 它 促使 人 们 在 图 的 形成 过 程 中 对 图 的 结构 进行 仔细 研究 ， 并 且 它 还 详细 揭 开 了 唯 
一 巨大 连通 分 量 突然 出 现 这 种 神秘 的 现象 ， 即 唯一 的 巨大 连通 分 量 系统 地 吸收 其 相 邻 顶点 ， 它 先知 
鸣 较 大 的 连通 分 量 并 无 情 地 继续 下 去 直到 最 后 一 个 孤立 项 点 被 吸收 进来 ， 此 时 这 个 巨大 的 分 量 突然 
被 一 个 生成 环 控 制 . 

基于 图 的 演变 的 观点 来 生成 具有 m 条 边 的 随机 图 的 过 程 与 模型 B 中 的 概率 空间 生成 它 的 过 程 

- 致 ， 但 是 前 者 使 得 直觉 推理 更 加 容易 . 由 直觉 或 者 经 验 得 出 的 有 关 随 机 图 任何 结果 几乎 都 是 正确 
的 . 演变 的 观点 对 这 种 直觉 进行 了 升华 . 

同时 生成 m 条 边 或 者 逐次 生成 m 条 边 这 两 种 方法 得 到 的 概率 分 布 是 相同 的 ， 它 们 都 使 得 具有 
mm 条 边 的 图 以 相等 概率 出 现 . 通过 研究 在 当前 结构 中 新 加 入 一 条 边 之 后 可 能 造成 的 影响 ， 可 以 在 任 
何 阶段 随时 研究 对 图 的 性 质 所 作 的 直观 假设 . 演变 的 一 个 阶段 是 m G0 RA p(n) 的 一 个 取 值 区 间 ， 
在 这 个 区 间 内 典型 图 的 结构 描述 不 会 有 太 大 的 变化 . 我 们 已 经 研究 了 验证 这 些 描述 的 基本 技术 ， 但 
是 计算 还 是 很 困难 的 . 因此 ， 我 们 只 描述 用 到 了 演化 直觉 的 这 些 阶段 . 

首先 ， 我 们 注 明 ,“ 几 乎 不 发 生 "” 的 常数 倍 还 是 “几乎 不 发 生 ”, 因此 ， 如 果 A, = A 中 的 任 
何 一 个 都 是 几乎 总 会 发 生 (r 的 值 是 固定 的 )， 则 这 ~ 个 事件 几乎 总 会 同时 发 生 . 

开始 时 引信 很 多 孤立 顶点 但 不 引入 任何 边 ， 每 一 条 新 边 很 可 能 都 是 孤立 的 . 当 相当 数量 的 项 点 
都 被 关联 到 边 上 之 后 ， 所 得 的 随机 图 就 是 一 个 匹配 . 关于 特定 子 树 出 现 的 阔 值 pen H0 推广 
了 上 述 结论 . SuGd=n VA D, UR p/f p/44+1 一 0， 则 上 个 顶点 上 的 任意 一 棵 特定 的 子 
树 都 会 出 现 ， 但 是 含有 十 1 个 顶点 的 子 树 都 不 会 出 现 (关于 单独 一 棵 子 树 的 结论 变 成 了 关于 同 阶 的 
所 有 子 树 的 结论 ). 而 且 ， 这 个 户 也 低 于 特定 环 (密度 为 1， 长 度 以 上 为 上 办 ?出现 的 阔 值 ， 所 以 G 
是 阶 至 多 为 & 的 一 些 树 构成 的 森林 ， 其 中 上 个 顶点 之 上 的 一 棵 树 作为 一 个 连通 分 量 出 现 . 

直观 地 看 ， 在 演变 的 这 个 阶段 ， 随 机 图 不 包含 环 ， 因 为 在 没有 大 连通 分 量 时 随机 添加 的 一 条 边 
更 有 可 能 将 两 个 连通 分 量 连接 起 来 ， 而 不 是 位 于 某 个 连通 分 量 的 内 部 . 为 了 使 这 个 直觉 更 加 精确 ， 
令 X 是 GP 中 环 的 数量 ， 计 算 

egy a 
EOD = M (7) ie —ptp < à (np )*/2k. 


如 果 pn--0. M ECX) 0. 
演变 的 下 一 个 主要 的 阶段 是 p = c/n, 其 中 0 二 < 二 1. 用 区 对 环 进行 计数 ,这 时 不 再 有 EOD ~ 
x (ip) /2k ,因为 在 人 占 半 的 相当 比重 时 比值 站 /CD)x 不 趋 于 1. 我 们 必须 把 ECX) 分 成 两 个 和 ,此 时 


讨论 变 得 更 困难 . 当 pn 一 c 时 ,我 们 发 现 E(X) 趋 于 一 个 常数 , 且 G 中 环 的 个 数 趋 于 Possion 分 布 . 
由 于 只 有 少数 连通 分 量 有 环 且 所 有 的 连通 分 量 都 很 小 ,因此 下 一 条 边 仍 有 望 连接 两 个 连通 分 量 ,或 者 
在 一 个 没有 环 的 连通 分 量 中 产生 一 个 环 . 在 这 个 阶段 ,最 大 连通 分 量 的 大 小 约 为 log n, 有 很 多 连通 分 
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量 , 其 中 每 个 连通 分 量 中 至 多 只 有 一 个 环 . 绝 大 多 数 项 点 仍 位 于 无 环 连通 分 量 中 . 

当 c 到 达 并 超过 1 时，G? 的 结构 发 生 了 根本 变化 . 这 被 称 为 双 跳 ， 因 为 G 的 结构 在 < 王 1、 
c~1 和 c>1 上 有 重大 的 区 别 . pn—1 时 ，2 阶 矩 方法 确保 几乎 每 个 G* 都 有 环 ， 并 且 最 大 连通 分 量 的 
大 小 从 log 跃迁 为 n2/3. pn=c> 1 时 ,位 于 “巨大 连通 分 量 " 之 外 的 顶点 的 个 数 变 成 o(72. GP 也 有 极 
可 能 有 某 个 环 具有 三条 相交 的 弦 进 而 变 成 不 可 平面 图 . 

FH, 令 p 趋 于 c In n/n.c<1 时， 我们 已 经 证 明了 几乎 每 个 G 都 有 孤立 顶点 .< 时， 孤立 
顶点 消失 了 . 当 向 一 个 非 连 通 图 中 添加 边 时 ， 这 些 边 可 能 位 于 一 个 连通 分 量 之 内 ,或 者 将 两 个 连通 
分 量 连 接 起 来 . 最后， 就 产生 了 一 个 巨大 的 连通 分 量 . 这 时 ， 新 添加 的 边 几 乎 肯定 位 于 这 个 巨大 的 
连通 分 量 之 内 ， 或 者 把 它 与 某 个 小 的 连通 分 量 连接 起 来 . 在 小 连通 分 量 中 ， 最 可 能 包含 这 条 新 添加 
边 的 连通 分 量 是 那些 较 大 的 分 量 . 换 句 话说 ， 当 超过 1 时 最 后 剩 下 来 被 这 个 巨大 的 连通 分 量 知 噬 
的 小 连通 分 量 是 那些 孤立 项 点 . 这 就 直观 地 解释 了 为 什么 连通 性 的 阅 值 与 孤立 顶点 消失 的 阐 值 相 
f]. c1 时 ,几乎 每 个 Gr 都立 即 有 了 一 个 生成 环 . 最 小 度 CAT k= 2 时 哈密 顿 环 的 出 现 ) 有 一 个 阐 值 
涉及 如 下 的 低 阶 项 :In n/t Ck 1) In In n/n. 

演变 的 最 后 一 个 阶段 是 pn/In n 一 oo 但 p= 01), FRE pcs 这 回 到 了 我 们 在 开始 时 的 讨论 - 

4 p=clog n/n 且 c 一 co 时， 我 们 要 讨论 的 范围 就 是 稀疏 图 . 演化 的 观点 则 不 具有 太 大 的 意义 ， 
此 时 我 们 研究 随机 图 的 性 质 . 我 们 不 再 将 注意 力 集中 在 对 概率 阔 值 丽 数 的 研究 上 而 主要 集中 在 赂 参 
数 的 可 能 取 值 上， 尤其 当 p 是 常数 时 这 种 转变 特别 明显 . 给 定 参数 kw， 我 们 想 证 明 CG) ~ fOr) Xf 
几乎 每 个 Gr 都 成 立 ， 如 果 对 任意 ce 二 0，j(G?) 几 乎 总 介 于 (1 一 e) (Od I +e) £60 Z fa)» V di np UL 
将 上 述 /Ca) 看 成 一 个 阔 值 丽 数 . 如 果 eG) JU Ir T o0 mMM £60 Heg 60 ZI. Cr 
(nn) 二 oC 了 (mn)), 则 我 们 的 结论 就 更 强 ， 写 作 py(G?)E€ FO (1 十 o(1)). 

日 前 还 未 出 现 对 几乎 所 有 图 都 成 立 的 性 质 . 对 于 Ramsey 数 已 知 的 下 界 ， 尽 管 几乎 所 有 图 都 满足 这 
个 性 质 ， 但 人 们 仍 没有 构造 出 一 个 无 限 图 族 使 之 同时 满足 a (G2 logy (CGH WG — log ; GG. 

由 随机 图 的 性 质 可 以 得 到 快速 算法 以 便 在 几乎 所 有 输入 上 解决 某 个 难题 . 比如， 下 面 先 给 出 两 
个 关于 随机 图 中 顶点 度 的 结论 ， 然 后 展示 如 何 利用 度 序列 的 性 质 来 设计 一 个 快速 算法 使 得 该 算法 
“几乎 总 能 ”检测 出 同 构 关系 .在 随机 图 的 相关 文献 中 ，w, 表示 增长 速度 任意 缓慢 的 无 界 消 数 . 

8.5.24 定理 (Erd6s-Renyi[1966]) 如果 p 一 wn log n/n he>O 是 定 值 ， 则 几乎 所 有 GP? 均 满 足 
(1—e) pn-à( G^ ) SAG? S +e) pn. 

很 多 顶点 的 度 都 接近 平均 值 ， 但 方差 仍然 不 容 忽视 . Bollobas[1982] 证 明了 p<1/2 时 ， 具 有 最 
大 度 的 在 几乎 所 有 GP 中 是 唯一 的 当 且 仅 当 pn/log noo. 当 我 们 在 完成 演变 过 程 后 再 回 过 头 
来 讨论 边 概率 为 常数 的 情况 时 ， 就 可 以 得 出 关于 度 的 分 布 的 更 多 结论 . 几乎 总 有 某 些 顶 点 的 度 突出 出 
来 显得 很 大 ， 随后 其 他 顶点 的 度 都 比较 接近 . Bollobas 确定 了 到 底 可 以 出 现 多 少 个 互 不 相同 的 度 值 . 

8.5.25 定理 (Bollobas[1981b]) 在 模型 A 中 ,将 p 固定 并 令 1Eoln/log n), MILF BA GP 
中 度 最 大 的 ! 个 顶点 均 有 互 不 相同 的 度 . 如 果 (E oQi/log n), MLRS G HARC 满足 
di=diti. 

我 们 将 这 个 结论 应 用 到 同 构 检 测 中 . 对 于 这 个 问题 没有 已 知 的 多 项 式 时 间 算 法 ， 但 Babai- 
Erd5s-Selkow[1980] 利 用 随机 图 的 度 结论 设计 一 个 快速 算法 ， 它 几乎 总 能 得 出 正确 结果 我们 定义 
一 个 集合 吾 使 它 包含 几乎 所 有 的 图 ， 然 后 证 明 可 以 快速 检测 出 吾 中 图 的 同 构 关系 - 

测试 算法 用 规范 标记 算法 来 实现 . 如 果 输 入 的 图 属于 HH， 则 这 个 算法 用 一 种 规范 的 方式 接受 并 
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标记 它 . 我 们 希望 这 个 算法 有 如 下 性 质 : 如 果 算法 将 一 个 图 的 所 有 顶点 依次 标记 为 vo ee wne M 
将 另 一 个 图 的 所 有 项 点 依次 标记 为 wt eo ws WRAK vi 映射 成 w; 的 这 种 双 射 才 可 能 是 一 个 
Tg. 然后 就 可 以 通过 比较 这 个 标记 之 下 的 邻接 矩阵 来 检测 同 构 ( 关 系 是 否 成 立 ). 

8.5. 26 推论 (Babai-Erd6s-Selkow[1980]) 有 一 个 二 次 时 间 算 法 能 够 检测 几乎 任意 两 个 图 之 间 
的 同 构 关系 . 

TERA ”用 邻 接 和 矩阵 的 形式 给 定 个 顶点 上 的 一 个 图 G， 计 算 所 有 顶点 的 度 然后 将 它们 排序 ， 按 
降序 依次 将 各 个 顶点 标记 . 固定 r 一 3L3lg n |. WMR dvi) =d oi AHER <r Ur. WR EAE 
续 测试 G， 拒 绝 它 . 在 定理 8. 5. 25 中 令 p 二 1/2， 则 该 定理 表明 几乎 每 个 图 都 可 以 成 功 地 通过 这 个 
Wik. 

BUR. rnv). 由 于 r 一 3L3lg nj， 因 此 项 点 集 U 约 有 ni 个 不 同 的 子 集 . 由 于 UU 之 外 只 
剩 下 n 一 r 个 顶点 ,这 些 顶 点 有 可 能 通过 它们 在 U 中 的 邻 域 就 可 以 区 分 开 . 集合 日 是 所 有 到 达 这 个 
演变 阶段 的 图 中 满足 如 下 条 件 的 图 构成 的 集合 : V 一 U 的 顶点 在 U 中 的 邻 域 互 不 相同 . 为 了 在 
O62) 时 间 内 检测 出 这 些 图 并 完成 标记 ,对 每 个 -EV 一 U 把 N GO QU 编码 成 二 进 制 的 r- 元 组 .把 
这 些 元 组 看 成 是 二 进 制 整数 并 将 它们 排序 . 这 几 个 步骤 化 费 的 时 间 为 OCnlog n). 肯 将 顶点 vci fl 
vw 按照 这 些 整数 值 的 递减 顺序 重 标记 为 wrt eo wne 如 果 有 两 个 前 后 相继 的 值 相等 ， 则 不 青 继 
续 测 试 G， 拒 绝 它 . 

如 果 对 G 的 测试 进行 到 目前 这 种 程度 ， 则 G 没有 非 平凡 的 自 同 构 . 同 构 于 G 的 一 个 图 也 只 有 
一 个 同 构 映 射 将 其 映射 到 GG， 这 个 同 构 映射 由 在 该 图 上 应 用 规范 标记 算法 得 出 . 最后， 如 果 两 个 图 
都 通过 了 规范 标记 ， 则 剩 下 的 最 后 一 个 步骤 是 比较 这 两 个 图 的 关联 矩阵 的 各 行 各 列 ， 其 中 关联 矩阵 
的 各 行 各 列 均 由 规范 标记 得 出 的 编号 来 进行 索引 . 这 两 个 图 同 构 当 且 仅 当 这 两 个 矩阵 相同 . 这 个 比 
较 化 费 的 时 间 为 OG). 

我 们 必须 证 明 ， 对 几乎 每 个 C， 由 特定 的 ~ 个 项 点 构成 的 集合 与 其 余 项 点 的 邻接 向 基 互 不 相 
同 .如 果 <1/2, 则 对 任意 zx，y， 它 们 在 U 中 有 相同 邻接 关系 的 概率 近似 地 由 (1 一 ”给 出 一 个 上 
LEE 似 地 "是 因为 U 并 不 是 随机 选取 的 . 把 U 选 成 度 最 高 的 顶点 将 削弱 随机 性 ， 即 这 样 
选择 将 使 得 与 这 些 顶点 关联 的 特定 边 的 概率 增 大 . 但 是 ， 这 不 会 引起 太 大 的 改变 ,位 于 U 之 外 但 在 


的 个 数 的 数学 期 望 仍然 以 O( (”。 ) 一 已" 为 上 界 .根据 我 们 对 的 选 


U 中 却 有 相同 邻 域 的 顶点 
取 ， 可 以 将 这 个 上 界 的 (以 2 为 底 的 ) 对 数 用 21g n— 3lg b lgn 来 给 出 一 个 上 界 ， 其 中 101 一 久之 2 
(如 果 P<1/2). 这 个 值 赵 于 一 2. 所以， 对 几乎 所 有 的 图 来 说 ， 在 这 个 集合 中 的 邻接 向 量 都 是 互 不 
相同 的 . B 

对 于 足够 大 的 n， 这 个 标记 算法 中 拒绝 概率 以 nw 1 "为 上 界 后 来 的 一 些 改 进 工作 得 到 一 个 算 
法 ， 其 运行 时 间 为 0(n?)， 拒 绝 概率 为 < "(Babai-KuteraL1979]). 
连通 度 、 团 和 着 色 

研究 随机 结构 的 “典型 性 质 "经 常 要 研究 其 各 种 参数 的 概率 分 布 。 这里， 我 们 考虑 随机 图 的 连通 
度 、 团 和 着 色 . 

对 随机 图 而 言 ， 质 朴 简单 的 算法 可 能 是 一 个 好 算法 . 比如， (从 图 中 ) 找 出 最 大 团 这 个 问题 是 
NP - 难 的 .如果 我 们 知道 几乎 每 个 图 的 团 数 均 大 约 为 2lg mn， 则 可 以 对 大 小 不 超过 3lg nn 的 所 有 顶点 
子 集 进行 检测 以 找 出 独立 子 集 . 如 果 w(G) 一 3lg mn， 则 这 样 就 计算 出 了 w(G)， 因 为 大 小 为 w(C) 十 1 
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任意 集合 都 不 是 团 . MR w(C) 三 3lg nx， 则 这 个 算法 不 能 计算 出 w(G)， 但 这 种 情况 极 少 发 生 . 大 小 
为 2lg n 的 项 点子 集 太 多 了 ， 因 此 上 述 算法 不 是 一 个 多 项 式 时 间 算 法 . 但 它 接近 于 多 项 式 时 间 算 法 ， 
它 还 给 出 了 在 算法 (设计 ) 中 使 用 随机 图 性 质 的 一 种 方式 . 

- 些 NP- 难 问题 对 于 随机 图 来 说 是 平凡 的 . RF ACG) X COO SAG) +1 对 任意 简单 图 都 成 立 
(Vizing[ 1964]) ,但 是 要 确定 x CGO 到底 是 这 两 个 值 中 的 哪 一 个 却 是 NP- 难 的 (Holyer[ 1981]). Vizing 
证 明了 ， 仅 当 具有 最 大 度 的 顶点 至 少 有 3 个 时 ，X (G) =4A(G) 十 1 才 成 立 . Erd6s and Wilson[ 1977] 
注意 到 X(G) 二 A(G) 对 随机 图 成 立 ， 他 们 还 发 现 当 p— 1/2 时 具有 最 大 度 的 顶点 是 唯一 的 . 

对 于 稀 朴 图 和 常数 4， 连 通 度 上 的 阔 值 与 最 小 度 4 的 阔 值 是 相同 的 当 边 概率 是 常数 时 ， 这 个 
结论 是 否 成 立 呢 ? 定理 8. 5. 18 可 以 在 推广 和 加 强 之 后 用 来 证 明 : MIR RE o(n/log MA p 为 定 值 ， 
则 几乎 每 个 G^ 中 任意 顶点 对 均 有 k 个 公共 的 相 邻 项 点， 进而 它 是 人 连通 的 (习题 33). 改进 这 个 结 
果 需 要 用 到 其 他 方法 . Bollobas[1981b] 对 常数 户 证 明了 几乎 每 一 个 G2 的 连通 度 都 等 于 其 最 小 度 , 

有 关 团 数 的 讨论 又 是 什么 情况 呢 ? 对 周 定 的 4， 定 理 8. 5. 23 给 出 了 大 团 出 现 的 概率 阔 值 ， 但 是 
对 于 常数 p， 团 数 将 随 着 增长 .确定 团 数 是 一 个 NP -完全 问题 ， 但 是 对 随机 图 ， 可 以 猜测 团 数 使 
得 止 确 的 概率 比较 高 ， 而 且 猜 测 的 过 程 中 根本 无 需 去 研究 图 本 身 ! 令 人 惊异 的 是 ， 对 一 个 固定 的 
户 ， 几乎 每 个 G^ 的 团 数 (作为 的 函数 ) 都 从 两 个 可 能 的 值 中 选取 ; 并 且 ， 对 任意 RENS nn 有 一 个 
取 值 范围 使 得 其 中 团 数 几乎 都 等 于 k. 讨论 的 方法 就 是 找 出 r(z 的 一 个 边界 ， 使 得 几乎 每 个 Cy 都 有 

-个 广 团 ， 并 且 几乎 所 有 的 图 都 没有 二 1- 团 . 

8.5.27 定理 (Matula[1972]) ”对 固定 的 p= 1/5 和 国定 的 E 二 0， 几 乎 任意 G^ 的 团 数 都 介 于 

Ld 一 ej] 和 [d 十 6] 之 间 ， 其 中 d=2logn 一 2logslogsn + 1+ 2logs(e/2). 


证 明 概要) 如果 X er LO I 
近 )， 还 可 以 得 到 EX, ~ar) 12(enr 1p( PZ). WMP roH Cnr. |p D<, MRNA 
4E ECX -0. 为 了 确定 /使 得 上 述 结论 成 立 ， 对 不 等 式 的 两 端 取 对 数 (以 /为 底 ) REI r RN 
RA: 

r > 2logsn — 2logsr + 1 + 2logse. 
这 近似 地 等 价 于 Sdn. doo Fir fa CAL. 更 确切 地 说 ， 如 果 od Fes RULT-SEA G^ 都 


没有 大 小 为 的 团 . 
要 得 到 下 界 需 仔细 地 应 用 2 阶 矩 方法 ， 这 个 过 程 与 定理 8. 5. 23 类 似 ， 但 是 对? 的 依赖 使 得 这 
里 的 分 析 更 加 困难 . X2. 的 数学 期 望 是 将 各 个 斑 团 中 的 全 部 有 序 对 同时 出 现 的 概率 求 和 ,这 个 概率 仅 


依赖 于 公共 顶点 的 个 数 ， 故 ， 
ea -= ("S (QC Ee ©, 

RIIE RIEN 一 0 BYALA MLSE OOD H RET GE HL IEEE EQ 

EXD? =ar | Ae SEH a= (") (eu =(") NC JC pE. RIEM a~ 和 


B0. 4 r~ 2logsn 时 ， (IG 的 一 个 渐 近 表达 式 可 以 得 出 ss 一 e I0 cnl. 对 的 讨论 更 加 


复杂 ， 参 见 Palmer[1985，p75 -80]. a 
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我 们 对 图 参数 的 研究 可 以 用 来 度量 哈密 顿 环 条 件 的 强度 (Paimer[1985，p81-85])， 如 果 定 理 的 
假设 不 可 能 被 满足 ， 则 这 个 定理 不 能 证 明 任 何 结论 ; 这 就 提示 我 们 将 这 种 定理 的 强度 看 成 0 如果 
仅 当 定理 假设 被 满足 时 定理 的 结论 才 成 立 ， 则 称 该 定理 是 强 的 ; 这 说 明定 理 的 假设 不 能 被 前 弱 ， 将 
定理 的 强度 定义 为 假设 被 满足 的 概率 除 以 结论 被 满足 的 概率 - 

考虑 哈密 顿 环 的 充分 条 件 . 由 于 p log n/n 是 哈密 顿 环 的 一 个 阔 值 ， 故 当 疡 为 定 值 时 几乎 每 个 
GP 都 是 哈密 顿 图 . Dirac( 1952b] 证 明了 如 果 G 的 任意 顶点 的 度 至 少 为 2， 则 G 是 哈密 顿 图 (定理 
7.2.8). 4 p>>1/2 时 ， 上 述 条 件 对 几乎 每 个 G 都 成 立 ; 当 p<1/2 时 ， 它 几乎 不 成 立 . 因此 ， 如 
果 户 是 不 超过 1/2 的 常数 ， 则 Dirac 定理 的 渐 近 强度 为 0. 对 7.2 节 的 其 他 度 条 件 ， 也 有 同样 的 
结论 . 

同时 ，Chvatal and Erd6s[1972] 证 明了 只 要 图 G 的 连通 度 超过 了 其 独立 数 ， 则 G 是 哈密 顿 图 
CE BE 7. 2. 19). 这 两 个 参数 的 阔 值 表明 了 这 个 定理 对 任意 常数 pO 都 是 强 的 . 我 们 知道 aG) < 
2(1-- 6 login 几乎 总 成 立 ， 还 知道 (Gk 几乎 总 成 立 ( 当 上 二 o(n/log n)). Wie, xa 对 几乎 每 
个 G+ 都 成 立 ， 进 而 定理 的 渐 近 强度 是 1. 

最 后 ， 我 们 对 常数 p 考虑 色 数 . 由 于 1 一 户 也 是 常数 ， 因 此 可 以 应 用 有 关 团 数 的 结论 ; 几乎 每 
个 G 都 没有 顶点 多 于 (1 十 o(1))2logon 的 稳定 集 ， 其 中 6 二 1/(1 一 p). 因此 XCG2) 之 (172 十 oC1))n/ 
logon 几乎 总 成 立 , 要 达到 这 个 下 界 ， 需 要 找到 很 多 个 互 不 相交 且 大 小 都 接近 于 最 大 值 的 稳定 集 . 20 
年 以 来 只 有 一 个 最 好 的 结果 ， 即 一 个 产生 着 色 方 案 的 算法 ， 它 生成 的 着 色 方案 所 使 用 的 颜色 至 多 是 
色 数 下 界 的 2 售 . 

Bollobas[1988] 证 明了 这 个 下 界 是 可 达 的 ， 他 使 用 了 另外 的 概率 技术 来 确保 能 够 找到 足够 大 的 
HER. 他 证 明了 : 在 几乎 每 个 G P. EDUR n/Coge? 个 顶点 的 任意 集合 包含 了 一 个 阶 至 少 
为 login 一 5logslogon 的 团 . 这样 ， 我 们 就 可 以 不 断 地 找到 大 小 接近 于 最 大 值 的 稳定 集 ， 直 到 剩 下 
的 顶点 太 少 以 至 于 继续 寻找 时 会 过 到 麻烦 ;在 进行 着 色 时 ， 对 剩 下 的 顶点 可 以 分 配 互 不 相同 的 
颜色 . 

在 讨论 Bollobás 的 方法 之 前 ,我 们 先 给 出 一 个 较 早 的 结论 ， 这样 做 是 基于 该 结论 在 算法 方面 的 
意义 ;贪心 算法 在 几乎 每 个 G2 上 至 多 使 用 (1 十 e)n/logon 种 颜色 . 这 样 ， 与 前 面 讨论 同 构 算法 时 提 
到 “几乎 总 能 得 到 正确 结果 ”的 意义 一 样 ， 贪 心 着 色 算法 也 "几乎 总 能 得 到 正确 结果 ”. Garey and 
Johnson[1976] 证 明了 没有 快速 算法 在 每 个 图 上 所 用 颜色 的 数量 均 至 多 为 最 优 颜色 数 的 2 售 ， 除 
非 P— NP. Bollobas 的 证 明 并 没有 给 出 产生 着 色 方案 的 一 个 快速 算法 ， 使 得 它 对 几乎 任意 图 所 用 颜 
色 的 数量 浙 近 于 最 优 颜 色 数 ， 它 仅仅 证 明了 这 种 算法 的 存在 性 . 

8.5.28 定理 (Grimmett-McDiarmid[1975]) 给 定 边 概率 p, 4 6— 1/07 p). 对 于 常数 p 和 常 
He>0, LEED G HBR 

(1/2 — e)n/logsn < X(G?) < C1 + e)n/login. 

证 明 RRETHE JH ae A ATE :按照 mw,，…，*zw 这 个 顺序 
用 贪心 着 色 依次 对 各 个 顶点 着 色 , 则 对 几乎 每 个 图 至 多 使 用 SD = (1 + n/logn 种 颜色 (为 简单 起 
见 ,恰当 选择 se 使 得 /Cm) 是 一 个 整数 ). 在 由 所 用 颜色 的 数量 超过 /(n) 那些 x- 顶点 图 构成 的 集合 中 ， 
A> By, 是 满足 如 下 条 件 的 图 构成 的 集合 :在 这 种 图 中 wm 是 第 一 个 使 用 颜色 /十 1 进行 着 色 的 顶点 . 我 


ANEM n> co 时 ST POI 一 0. 
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给 定 G, 令 Go = Gf esa]. 在 颜色 六 十 1 被 使 用 之 前 ,颜色 f 必然 已 经 被 使 用 过 ;所 以 ， 
对 任意 GE By Gn 的 贪心 着 色 使 用 了 f 种 颜色 . 令 k 是 颜色 i 在 这 个 着 色 中 出 现 的 次 数 . 由 于 ons 
要 求 使 用 颜色 fn 十 1, 故 vua 至 少 存在 一 个 相 邻 顶点 被 着 色 为 1,… fo 中 任意 一 种 颜色 . 给 定 (&,}， 


上 述 条 件 发 生 的 概率 为 ii (r= ph]. 
Bollobás 和 Erd6s[1976] 观 察 到 当 k; 都 相等 时 上 面 这 个 界限 达到 最 大 值 (习题 8. 3. 37)， 由 此 简 
化 证 明定 理 中 上 界 所 需 的 后 续 计 算 步 骤 . 这 样 ， 我 们 得 到 


ne 


Il[-a-»*J«ü0-a- pe vry < 0-7 pry. 

给 定 Gs GBF Bm 的 概率 以 b, = [1 A= pyri i 为 上 界 . 由 于 这 对 于 每 个 Gw 都 成 立 , 央 
此 得 出 结论 PCBs) < by. 这 对 所 有 mm MUR AD) POLO < mhn 

由 (1 一 p) <e IIR nbn <ne /07 9/7, H f, = cn/login RAHSIA pry —n e. 这 
个 界限 的 对 数 是 log n— cn! 7 1" /logyn. 这 个 值 在 c1 时 是 趋 于 一 cc 的 ， 所 以 ， 贪 心算 法 所 用 颜色 多 
于 /oo 的 概率 以 一 个 趋 于 0 的 函数 为 上 界 . a 

X(G) 增 长 的 阶 反映 了 图 论 中 的 一 些 著名 的 问题 . Hajós 曾 猜 想 ， 每 个 MBA T K, 的 
一 个 细 分 (参见 注 记 5.2.21). 这 个 猜想 被 Catlin[1979] 证 伪 ( 习 题 5. 2.40). Erdós 和 Fajtlowicz 
[1981] 注 意 到 ，G? 的 色 数 几乎 总 是 以 B(n/log MMK. 另 一 方面 ,使 得 G^ 包含 K, 的 一 个 细 分 的 
最 大 r 值 以 BC 增长. 因此， 色 数 几乎 总 是 非常 大 ， 而 Hajós 猜想 几乎 总 是 不 成 立 的 . 

相反 ， 当 rE 8B(n/ Vlog it, JU fi G^ 都 有 一 个 可 收缩 为 K, 的 子 图 . 这样， 几乎 每 个 图 
都 满足 Hadwiger 猜想 的 较 弱 形式 ( 注 记 5. 2. 21) ， 即 任意 王 色 图 均 有 一 个 可 收缩 为 K, 的 子 图 . 


D 

BORGIG rb ti 9 BER ST DUOC ER 4L Af I f — e 0 TJ ERO: 2 Eri o ar G 
阶 的 矩 .这 样 的 理论 间 在 获得 一 些 推理 模式 使 得 它们 无 需 重复 进行 计算 即 可 直接 应 用 . 

这 些 方法 中 的 一 部 分 使 用 了 相关 随机 变量 序列 .所 得 的 随机 过 程 与 由 单个 随机 变 基 所 得 的 结果 
相 比 较 在 整体 性 质 上 表现 出 更 好 的 一 致 性 和 可 预测 性 . 

直线 上 的 经 典 随机 行走 中 ， 每 一 步 向 左 移 一 个 单位 的 概率 为 p， 向 右 移 一 个 单位 的 概率 为 p 
不 移动 的 概率 为 1 一 2p. 不论 以 前 是 怎样 移动 的 ，: 步 之 后 所 在 位 置 的 数学 期 望 等 于 :一 1 步 之 后 的 
实际 位 置 . 这 是 黄 的 定义 中 描述 的 性 质 . 

8. 5.29 定义 APE -AMME EAB Xo，…，X。， 它 使 得 在 给 定 Xos e Xi 1 的 值 之 
后 X 的 数学 期 望 等 于 X，， 

在 随机 行走 n 步 之 后 ， 所 在 位 置 的 数学 期 望 是 原点 .在 这 种 行走 中 ， 如 果 将 n 步 之 后 所 在 的 位 
和 必 表 示 成 的 函数 ， 则 它 不 太 可 能 离 原点 很 远 ， 这 一 结论 并 不 显然 . 我 们 将 会 看 到 ， 这 是 由 每 次 移 
动 不 能 超过 一 个 单位 距离 这 种 约束 造成 的 . 

在 证 明 随机 变量 的 取 值 集中 在 它 的 数学 期 望 附近 时 ， 挝 使 得 证 明 过 程 十 分 简单 如果 采用 这 种 
方法 ， 证 明 过 程 将 不 必 详 细 计算 2 ME. 这 项 艰难 的 工作 是 由 Azuma 不 等 式 完成 的 ， 这 个 不 等 式 
也 称 作 蒜 尾 不 等 式 . 这 个 不 等 式 指出 ， 如 果 鞭 中 前 后 相继 的 随机 变量 至 多 相差 1， 则 X, 一 Xo 超过 
V1 的 概率 将 以 。 * 人 2 为 上 界 .我 们 完 证 明 两 个 引 理 . 这 些 结论 对 于 连续 随机 变 基 也 成 立 ， 但 是 我 
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们 仍然 只 考虑 离散 变量 . 
8.5.30 引 理 SY ABR EQ)—0de lY | C1 的 随机 变量 . 如 果 汪 是 [1， 一 1] 上 的 一 个 凸 函 


Ac, nl EG rc jay 特别 地 ， Ec) Hete ') 对 任意 /一 0 成 立 . 


证 明 如果 Y 的 取 值 仅 为 士 1 且 每 个 取 值 的 概率 为 0.5， 则 有 EON =4LK-D+ fo). 


对 于 其 他 分 布 ， 把 概率 推 到 “边界 之 外 ”将 使 ELC) ] 变 大 . 对 于 离散 变量 ， 可 以 对 概率 不 是 0 的 随 


机 变量 的 个 数 用 数学 归纳 法 凸 性 表明 A< C 0 jo. in POY 一 a) 一 a， 则 可 以 


把 4 点 处 的 概率 减 小 为 0、 把 PCY 一 一 D) 增 大 a 54, de Por ob a 省， 这 样 得 到 一 个 随机 


变量 Y， 它 与 Y 具 有 相同 的 数学 期 望 . 由 凸 性 不 等 式 和 归纳 假设 ， 得 到 ECA/OYD KECIO)0 


1 
L/D +/(1)]. 


ER | 
-1 4 1 " 
8.5.31 定义 ”对 于 事件 A 和 BB， 在 给 定 BB 的 情况 下 A 的 条 件 概率 是 将 B 看 作 完 全 概率 空间 时 


AA 发 生 的 概率 ， 也 就 是 用 P(B) 进 行规 范 化 。 因此， 我 们 定义 PCA | Ic POLES 
如 果 Y，X 是 随机 变量 ， 则 用 Y | X 来 表示 "给 定 X 之 后 Y 发 生 的 概率 " 这 为 X 的 每 个 肥 值 定 
义 了 一 个 随机 变量 ， 这 时 ， 我 们 把 X 看 作 常数 ;， 并 把 Y 的 新 概率 分 布 用 PCX 一 站 进行 规范 化 . 
在 证 明 Azuma 不 等 式 时 ， 我 们 要 用 到 条 件 变量 的 数学 期 望 .对 于 每 个 ; 值 ， 将 样本 中 的 X 限 
制 为 X=i 之 后 青 计 算 Y 值 的 数学 期 望 . 对 的 所 有 取 值 ， 数 学 期 望 ECY | X= D BEAL BDROS 
POX= 门 ,将 这 些 数学 期 望 ECY | X= 站 的 数学 期 望 记 为 EEY | X). 所 得 的 结果 是 在 整个 样本 空 
间 上 得 到 的 一 个 数学 期 望 . 它 消除 了 条 件 造 成 的 影响 ， 因 此 得 到 EEY | X) = EOD. 


8.5.32 引 理 ECE(Y | X))=E(Y). 5r 
je 
证 明 $p = 二 P(X=i 且 Y= 站. 由 于 EY | X=) = piti 
EC | X0 = SEY IX - 0C D = 3) D jp., = EY). a 


8. 5. 33 定理 (Azuma KER) 如 果 X. ey XQ 是 一 个 满足 | Xi 一 Xi -1 | 三 1 HR. m POX,— 
XozAdiD Se P. 

证 明 ”通过 变换 ， 可 以 假定 Xo=0. 对 于 C90, 有 XA dn E ELDON eX meh Ail, PORE 
Ava) = PCeiX, ehh), 将 Markov 不 等 式 应 用 到 eX. 上 ， 得 到 PeX 二 ea ) «EC, )/ en, 这 个 
上 界 对 任意 COO 都 成 立 ; 下 面 ， 我 们 将 选择 : 来 使 得 这 个 上 界 达到 最 小 . 

首先 ， 对 nn 用 归纳 法 证 明 EC) Gre 98. 我们 引入 X. -1 来 作为 条 件 对 它 加 以 限制 . 
几 引 理 8. 5. 32 得 到 

E(eX,) = ECeX, lf XX) 一 下 (ECeX eX X, | XS). 


Rid i n -EAE 


其 他 主题 355 


当 以 XX，1 作 为 条 件 时 ，X， -1 的 值 对 内 层 数 学 期 望 来 说 是 常数 . 因此 ， 可 以 从 内 是 数 学 期 望 中 去 掉 
eX, APER EC, ) EC. | EC | X,:.000. Jp Y Xn Xs 1. 由 于 {X,} 是 一 个 观 且 假 


设 条 件 包括 LY | <1, MEO) 0. 因此 ， 应 用 引 理 8.5. 30， 得 到 EC | X, 0 p hee D. 
现在 ， 这 个 值 本 身 是 常数 ， 故 EC =F Cere OEC. ). 由 归纳 假设 即 可 完成 证 明 . 


WRAL Ce +e De 2， 我 们 还 可 以 由 此 将 这 个 界限 削弱 到 更 有 用 的 形式 . 上 式 成 立 是 因为 
HERRED, KARELA). 因此 ， 对 于 任意 :二 0， 最 初 的 那个 概率 以 ew tae 
HER. 我 们 令 4 在 表达 式 中 变化 可 以 求 出 该 表达 式 的 最 小 值 . 由 于 其 指数 是 二 次 多 项 式 ， 我 们 求 
解 方程 m 一 47 二 0， 故 4 的 取 值 为 (一 4/Vn 时 表达 式 达 到 最 小 值 . 最 后 得 到 的 上 界 为 e-* 2。 

Azuma 不 等 式 只 给 出 了 上 界 ， 它 限制 了 X, it Xo。 大 得 多 的 概率 ,由 于 各 种 条 件 在 符号 上 是 对 
称 的 ， 因 此 将 这 个 不 等 式 应 用 到 {一 Xi)} 上 得 到 另外 一 个 不 等 式 ， 它 限制 了 Xa Xo 小 得 多 的 


概率 . 
8.5.34 BI CX FE HIR) 一 个 赌 徒 可 以 下 注 mn 次，n EEM. 他 每 次 下 注 之 后 赢 1 分 或 者 输 1 


分 的 概率 相等 .他 的 目标 是 赢 \W 分 ， 所 以 当 达到 这 个 值 时 就 停止 赌博 . 设 X; 为 他 在 第 i 局 之 后 
赢得 的 分 数 ， 于是， 如 果 X; Sàn, WXX as 9 Xm X; , 士 !( 每 种 情况 发 生 的 概率 均 为 
0.5). 因此 ，{X; } 是 每 一 步 的 变化 至 多 为 1 的 一 个 炽 ， 可 以 应 用 Azuma KER. WEGE ERE A 分 的 
概率 以 “ I ER. 如 果 =1， 则 赌 徒 还 有 机 会 成 功 ， 但 如 果 4 二 10， 则 赂 徒 成 功 的 希望 就 很 小 


ET. " 

在 组 合 应 用 中， 我 们 考虑 一 种 特殊 类 型 的 鞭 . 我 们 有 一 个 底 概 率 空间 ，X 是 随机 变量 X 的 数 
学 期 望 .变量 X, 是 X 在 某 个 样本 点 上 的 值 .我们 定义 糙 X。，…，X, 来 描述 X 的 最 终 取 值 X, 一 X 
这 样 一 个 渐进 过 程 ， 


8.5.35 引 理 令 X 是 定义 在 一 个 概率 空间 上 的 一 个 随机 变量 A PDP DSF, 是 概率 空 
间 的 一 系列 子 空间 ，Fu 是 整个 空间 ，Fu 是 一 个 (计算 ) 结 果 ，Fi 是 随机 变量 并 且 它 是 下 1 的 一 个 
划分 中 的 一 个 块 . 在 下 1 内 选中 F 的 概率 是 它 在 底 概率 空间 中 所 占 的 比例 wR Xi 一 E(X | F). 
则 序列 Xos e Xr- AR. 

证 明 ”必须 证 明 ECX; | Xo，…，X;-1) 一 Xi-1. 在 这 个 过 程 的 一 个 特殊 实例 中 ， 这 一 系列 值 
是 在 特殊 序列 上 加 上 限制 之 后 计算 (条 件 概率 ) 的 结果 . 产生 给 定 值 Xo，…，Xi- 1 的 每 个 被 约束 的 
序列 总 能 达到 某 个 F;_1， 使 得 ECX | F 1) 的 值 为 给 定 的 X; o 对 于 每 一 个 这 样 的 F 1， 可 以 计 
A X; 在 Fi 的 所 有 可 能 值 上 的 数学 期 望 . 在 每 种 情况 下 ， 我 们 都 得 到 Xi: 所 以 ， 不 管 是 哪个 
Fi -1 生成 了 序列 Xos rms Xi !， 要 证 明 的 公式 总 成 立 - 

我 们 将 条 件 设置 在 选 定 的 F， ,上 来 计算 ECX; | Xo，…，Xi-1). 在 已 ,中 ,由 引 理 8. 5. 32 得 
到 ECX;) = ECECX | FO) = ECX). 这 是 在 事件 已 !( 将 它 视 为 概率 空间 ) 内 的 数学 期 望 ， 所 以 所 有 
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这 些 表达 式 都 以 -1 为 条 件 ， 而 最 后 一 个 表达 式 实际 上 就 是 EX | F DSX- a 

RHR ARR. GREAR H — TROL EM MRA, LHRRS HM. 这 里 ，F; 是 
i 步 之 后 概率 空间 的 子 集 ， 对 象 被 限制 在 其 中 (F 的 意思 是 “已 知 的 信息 ”). 在 抛 硬币 这 个 随机 实验 
中 ,样本 点 是 长 度 为 的 序列 ，F; 是 前 i 个 值 的 相关 信息 . 在 随机 图 中 ，F; 可 能 是 由 顶点 {vl ，…， 
vi 诱导 的 子 图 ， 或 者 F; 也 可 能 是 描述 最 先 出 现 的 i 条 边 的 相关 信息 . 

为 了 应 用 Azuma KER, 需要 给 出 | X, 一 X; 1! | 的 界限 . 有 关 哪 些 边关 联 到 了 某 个 固定 顶点 
vj 这 一 信息 使 得 色 数 的 变化 不 超过 1， 因 为 X(G 一 vi) 等 于 X(G) 或 者 X(G) 一 1. 由 此 ， 可 以 得 出 结论 : 
在 由 逐个 地 显露 项 点 这 种 方式 定义 的 约束 拷 中 ，| XXi | <L 

8.5.36 引 理 考虑 由 独立 步骤 S1 ，…，Sw 确定 的 一 个 随机 结构 . OF 是 关于 Sl，…，Si 的 
t, AXo, s X 是 随机 变量 义 对 应 的 约束 鞍 . 在 Si 的 信息 是 未 知 的 情况 下 ， 对 所 有 IAI, 
AS 的 信息 是 A， 如 果 对 每 个 这 样 的 A， XAA 中 各 个 点 上 的 取 值 至 多 相差 1， 则 | Xi 一 Xi |< 
对 所 有 i 成 立 (进而 得 到 P(X 一 ECX) >a Yn) <e 172). 

证 明 考虑 已 - ,的 一 个 特定 实例 ， 其 中 X = EX | F; 1) 是 给 定 的 . 我 们 将 Fi -1 的 所 有 点 
放 人 一 个 网 格 的 各 个 单元 中 . 对 所 有 这 些 点 ，Si， S,-1 的 结果 均 相 同 . 每 一 行 是 选择 Fi 的 一 
种 方法 ; 即 Fi- 1 的 划分 中 的 一 个 块 . 每 一 列 就 是 一 个 A， 其 中 Sitis eeo Sn 都 是 固定 的 ， 而 只 有 
S, 是 变化 的 . 根据 假设 ， 在 每 一 列 中 X 的 最 大 值 和 最 小 值 至 多 相差 1. ms, M, EIE X Te s iX 
一 列 中 的 最 小 值 和 最 大 值 . 


由 于 S, MSi eo Se 均 被 独立 地 指定 ， 因 此 对 于 r 行 和 s 列 这 个 位 置 上 的 结果 ， 其 概率 为 
qp. IEP g JE S; 生成 这 个 行 的 概率 ,而 p, Soa. rs S. 生成 这 列 的 概率 . 计算 Xi 就 是 在 这 
一 行 上 计算 数学 期 望 


Smp, < EX | F) € Mp. < 1+ Dmps. 
由 于 这 些 上 、 下 界 都 与 行 的 编号 无 关 ， 因 此 在 整个 网 格 上 求 数学 期 望 计算 Xi -1 时 将 得 到 同样 的 不 
等 关系 . st, X, AX, 被 限制 在 一 个 长 度 为 1 的 区 间 内 ， 它 们 至 多 相差 4, Azuma KER 
也 适用 . L] 
如 果 引 理 8.5. 36 的 条 件 成 立 ， 可 以 立刻 得 出 结论 : X 的 取 值 高 度 集中 于 其 平均 值 附近 . 
8.5.37 例 (随机 图 的 色 数 ) 间 定 n， 考 虑 边 概率 为 p 的 模型 A. 假设 一 次 只 显露 二 项 点 图 的 一 
个 顶点 . 在 阶段 i， 从 vi 到 以 前 那些 顶点 的 边 是 已 知 的 ;这 就 是 S;， 并 且 模型 A 独立 地 确定 S: 的 
结果 . 事件 A 是 随机 图 G (9 T FG — v, 加 上 从 v; 到 后 续 顶 点 的 所 有 边 的 信息 ， 它 包含 了 Si 之 外 的 
所 有 东西 . UPX(G— v) X(D «X(G—v)--1. Bit X 的 值 在 A 中 所 有 图 上 至 多 相差 1. 引 理 
8.5.36 的 假设 成 立 ， 利 用 两 个 黄 尾 不 等 式 ， 得 到 如 下 结论 : 
PO KG) — EGG) |> avn) < 2e 17. e 
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例 8. 5. 37 中 的 结论 对 ECX(G)) 的 值 未 下 任何 结论 . 为 了 近似 地 计算 出 这 个 值 ， 我 们 将 再 次 使 
用 Azuma 不 等 式 .由 边 概率 为 常数 p 可 知 ，G? 的 团 数 与 d= 二 2logsn 一 2logslogon 十 1 十 2logs(e/2) 的 
差 几 乎 总 不 超过 1， 其 中 5 二 1/p. 同样 的 结论 对 于 稳定 集 也 成 立 ， 只 是 需要 将 对 数 的 底 换 成 c= 
1/0.— p. 为 了 证 明 G^ 的 色 数 接近 于 nm/(2logn)，Bollobas 证 明了 可 以 不 断 提取 大 小 接近 于 最 大 值 
的 稳定 集 ， 直 到 剩 下 的 顶点 的 数量 少 到 不 能 再 继续 提取 为 止 . 

8.5.38 定理 (Bollobas[1988]) ”对 于 几乎 每 个 Gr( 其 中 户 一 1 一 1/c 是 常数 )， 阶 至 少 为 m= 
[n/login | 的 任意 请 导 子 图 均 有 一 个 大 小 至 少 为 r 二 2logen 一 5logclogen 的 稳定 集 . 

证 明 ( 概 要 ) 我 们 用 -稳定 集 来 表示 大 小 为 r 的 稳定 集 ， 这 类 似 于 r- 团 的 用 法 . 令 SEUA m 
个 顶点 的 集合 ， 对 于 某 个 4，e， HES 不 包含 -稳定 集 的 概率 用 e- 各 “给 出 一 个 界限 . 这 样 ， 不 包 
含 让 稳定 集 的 m- 元 集合 的 存在 概率 就 以 ME dm ORF re h OHAR. 由 于 = mit) Be 
这 个 界限 趋 于 0; 并 且 1 阶 矩 方法 表明 几乎 每 个 G^ 没有 坏 的 m- 集 . 

为 此 ， 只 需 研究 由 [zo] 诱 导 的 子 图 G. 令 X 表示 这 个 子 图 中 两 两 之 间 不 相交 于 两 点 以 上 的 六 稳 
定 集 的 最 大 个 数 ， 其 中 不 相交 于 两 点 以 上 意味 着 任意 两 个 稳定 集 至 多 有 一 个 公共 顶点 . 我 们 将 证 明 
X 宇 1 几乎 总 成 立 . 为 此 ， 只 需 证 明 : DX 的 取 值 集中 在 其 平均 值 附 近 ; 2)E(X) 比 某 个 较 大 的 (并 
且 是 不 断 增长 的 ) 值 还 要 大 . 

我 们 用 Azuma 不 等 式 来 证 明 D. 考虑 X 的 约束 鞠 ， 它 是 以 每 次 一 个 边 -位 的 方式 来 显露 G 时 得 
到 的 . 在 每 一 步 中 ， 我 们 研究 是 否 还 有 另 一 对 顶点 诱导 了 一 条 边 . 我 们 有 Xo EOO RI X my =X. 


一 个 边 -位 所 处 的 状态 对 X 的 取 值 造成 的 影响 至 多 为 1， 所 以 可 以 应 用 引 理 8. 5.36， 得 到 
r(x-Ea0«-i (7) ^ ee à tip amba (7) ,有 

2 2 

P(X = 0) = P(X — E(X) <- EOD) < e Em, 
因此 ， 只 需 证 明 ECO/m--co. 


为 了 证 明 这 一 点 ， 考 虑 另 一 个 随机 变量 XX， 它 表示 G 中 与 任何 其 他 的 ~- 稳定 集 没有 公共 点 对 的 
六 稳定 集 的 数量 . 这 样 一 个 集合 包含 了 两 两 之 间 不 相交 于 两 个 以 上 的 顶点 的 一 些 稳定 集 ， 所 以 X 


X. 我 们 之 所 以 引入 X， 是 因为 文 的 约束 鞭 不 满足 | X; Xia | <1. 例如 ， 在 下 图 绘制 的 G 中， 有 
x=4 并 且 可 以 找到 4- 团 ， 如 果 最 后 一 条 边 ( 虚 线 边 ) 出 现在 GG 中 (不 在 G bo. X05 但 是 如 果 它 


不 出 现在 局 而 出 现在 G 中 ， 则 X=3. 
YY 
Y 
计算 E(X) 比 计算 ECX) 要 容易 一 些 .将 六 表达 成 (7) 个 示 性 变 基 之 和 ， 我 们 得 到 : ECO Bf 


等 于 (”) 乘 以 [站 诱导 出 一 个 与 其 他 所 有 稳定 集 都 不 相交 于 两 个 以 上 的 顶点 的 -稳定 集 的 概率 ， 


(448) 
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这 个 概率 等 于 (1 一 p)(?) 乘 以 [ 门 不 与 其 他 ~ 稳定 集 发 生 冲 突 的 条 件 概率 ， 条 件 概率 中 给 定 的 事件 
ZER: [中 实际 上 是 一 个 独立 顶点 集 . 令 Y 是 其 他 -稳定 集中 至 少 与 [7] 有 两 个 公共 元 素 的 集合 的 
AM. 由 Markov 不 等 式 可 知 ，E(Y | Z) 一 0 蕴涵 了 P(Y=0 | 2-1. 由 于 由 Y 计数 的 每 个 集合 至 
少 与 [ 门 有 两 个 公共 顶点 ， 因 此 有 

gvi2- X ()( ^ 7)a-»G-O., 


ri 


H moont, EAM Os 这 可 以 通过 将 + 表达 成 ABSA). DEG. EGO RE 
("=a (D). i teats m RKS, ELSE EGO € 0/7. 348. EOO mns BB 


完成 了 证 明 , a 
8.5.39 HEH (Bollobas[ 1988 D 对 于 常数 边 概率 p 二 1 一 1/c， 几 乎 每 个 GP 均 满足 
A +e)n/(2logen) < X(GP) < (1+e)n/(2logen), 
JEP e— log, log.n/log.n, e = Slog: log-n/logen. 
证 明 下 界 成 立 ， 因 为 几乎 每 个 G^ 都 没有 大 小 超过 Zlogin — 2log; login 的 稳定 集 . 上 界 由 定理 
8.5.38 得 到 ， 因 为 我 们 几乎 总 可 以 选择 大 小 为 2log.n 一 5logclog 的 稳定 集 ， 直 到 只 剩 下 n/ login 个 项 
点 为 止 , 由 于 n/login € o(wWlog:n)， 因 此 可 以 对 剩 下 的 顶点 使 用 不 同 的 新 颜色 来 完成 整个 着 色 ，。 " 


习题 


85.1 (一 ) 数 学 期 望 . 
a) 在 [站 的 随机 排列 中 ， 计 算 固 定点 的 个 数 的 数学 期 望 . 
b) 在 边 概率 为 p 的 -顶点 随机 图 中 ,计算 度 为 的 顶点 个 数 的 数学 期 望 . 
(一 ) 对 于 p>0, 证 明 : 1 一 p<e ?. 
(一 ) 在 ECKs) 的 随机 2- 着色 中 ， 计 算 同 色 三 角形 个 数 的 数学 期 望 . 
(一 ) 证 明 ， 如 果 K»., 的 两 个 部 集中 分 别 存在 r，s 个 顶点 ， 则 它 的 边 的 某 个 2- 着 色 至 多 有 
m\ (n 
km (7) (moe mem. 
8.5.5. (一 ) 论 断 "1(Gy) 过 (1 二 em 意味 着 对 于 所 有 e>0， 不 等 式 对 充分 大 的 成立 . FEIT L(G + 
o(m) ”意味 着 当 n>oo 时 /(G,)/n->1. 证 明 这 两 个 论断 等 价 . 
5.6 对 顶点 集合 为 [5] 的 随机 图 ， 明 确 计算 其 哈密 顿 闭 包 是 完全 图 的 概率 . 
8.5.7 设 图 G 有 p 个 顶点 ，g 条 边 ， 自 同 构 群 的 大 小 为 5 令 mn 一 (Css ILE E(K,) 的 某 个 
-着色 不 包含 G 的 单 色 拷 贝 (Chvital- Harary[1973]). 
8.5.8 《1)a) 对 顶点 进行 随机 划分 ,证明 每 个 图 有 -个 二 部 子 图 使 得 它 至 少 包含 了 该 图 的 一 半边 
b) 在 对 顶点 进行 划分 时 使 用 大 小 相等 的 集合 ， 由 此 改进 (a) 的 结果 : WEGA m Fi An as 
BUR. W G 有 一 个 二 部 子 图 至 少 包含 mn SUE sein. 
g 计 算 机 组 织 成 一 棵 完全 元 树 ， 其 中 所 有 叶子 到 树 根 的 距离 为 L 在 指定 时 刻 ， 每 个 
节点 工作 的 概率 是 p， 并 且 各 个 节点 的 工作 情况 是 相互 独立 的 . 如 果 某 个 节点 不 工作 ， 则 
该 节点 以 下 的 整 棍子 树 均 不 能 被 访问 . 从 根 出 发 可 以 访问 的 节点 的 数量 的 数学 期 望 是 多 少 ? 


8.5.4 


其 他 主题 359 


.5 


. 10 


11 


16 


. 17 


设 G 是 一 个 大 小 为 n 的 匹配 . 随机 选取 个 顶点 构成 一 个 集合 . 计算 由 所 选项 点 诱导 的 边 
的 数量 的 数学 期 望 . 

对 于 一 个 具有 个 顶点 和 m 条 边 的 简单 图 ， 其 中 mm 二 4n， 考 虑 它 在 平面 上 的 一 个 画 法 . Bü 
机 地 独立 选择 一 些 顶点 ， 其 中 每 个 顶点 被 选中 的 概率 为 p， 设 日 是 由 所 选 顶点 诱导 得 到 的 
一 个 随机 子 图 . $ Y J& H 中 边 交叉 的 次 数 . 令 久 =Y 一 [e(H) 一 (3n(H) 一 6)]. 用 数学 期 
望 证 明 3nt pG — pm>0, IF MBI CG) >m /[64n* ]. 其 中 v(G) 是 G 的 画 法 中 边 
交叉 的 最 小 次 数 ( 注 : 这 是 定理 6.3. 16 的 另 一 个 证 明 ). 

给 定 简单 图 G 的 所 有 项 点 的 一 个 随机 排列 ， 据 此 为 G 的 每 条 边 定向 使 得 它 指向 该 排列 中 
编号 较 大 的 顶点 . 在 这 种 定向 中 ， 计 算 接收 点 (出 度 为 0 的 顶点 ) 数 量 的 数学 期 望 . 确定 这 
个 期 望 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 并 将 它们 用 n(G) 表 示 出 来 . 证 明 : 仅 有 一 个 接收 点 的 概率 最 


n(G) 


4 G)/( fi 


(1) 超 图 由 一 个 顶点 集 和 边 集 构 成 ; 如 果 顶 点 集 是 V， 则 所 有 的 边 都 是 V 的 一 个 子 集 . 对 

于 超 图 日 ， 对 其 顶点 进行 着 色 使 得 每 条 边 都 不 是 单 色 的 ， 将 这 种 着 色 所 需 颜 色 的 最 小 种 数 

称 为 日 的 色 数 x(H). 如 果 超 图 的 所 有 边 的 大 小 均 为 &， 则 称 这 个 超 图 是 均匀 的 

a) 证 明 : 边 数 少 于 24 一 1 的 任意 均匀 超 图 都 是 可 2- 着 色 的 . (Erd6s[1963]) 

b) 利 用 (a) 证 明 ， 如 果 -顶点 二 部 图 的 任意 顶点 均 有 一 个 长 度 大 于 1 十 lg n 的 可 用 颜色 序 
列 ， 则 可 以 从 这 些 序列 中 选 出 一 种 真 着 色 . 

(4) 用 删除 法 证 明 ， 如 果 一 个 图 有 n 个 顶点 并 且 顶 点 平均 度 d 宇 1， 则 该 图 有 一 个 顶点 数 至 

少 为 n/(2d) 的 独立 顶点 集 (提示 : 以 随机 独立 的 方法 来 选择 一 个 顶点 子 集 ， 其 中 每 个 项 点 

被 选中 的 概率 为 p. 计算 由 这 个 项 点子 集 诱导 的 边 的 条 数 的 数学 期 望 ), 

不 包含 杂 的 -顶点 图 的 最 大 大 小 记 为 er(Cmw H). 用 删除 法 证 明 ex (n; CO € 

AGAVE D)( 注 ,对 偶数 上，Bondy-Simonovits[1974] 证 明了 ez(a; Ce) € OQ! ** ^»). 


). geurissen[1997]) 


(0 对 nmEN， 证 明 RC, 9n (De®. 由 此 得 出 结论 : ROS o9 CH/0 1 01) 
[E 

对 于 自然 数 i n (P) 27. 证 明 ， 可 以 对 Kw.w 的 边 进行 2 着色 使 之 不 包含 
天 ，… 的 单 色 拷贝 . 

非 对 角 Ramsey 数 . 假设 O<p<l. 

DEM: 如 果 (999 +(a-p Ga, MRE, Dn. 


bb) 证 明 : RC, p»s- (1) -(D)a- » (四 对 所 有 nEN 成 立 . 


©) FE Cb) PG YEE n. p. 证明 RO. OSD. 由 (a) 可 以 得 到 RG, RW ARE 


下 界 ? (Spencer[1977]) 
设 H 是 一 个 图 . 对 于 常数 户 证 明 : 几乎 每 个 G BAGH 作为 诱导 子 图 . 
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5.26 


5.27 
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ala ke s ty p. 证 明 : 几乎 每 个 G^ 都 有 如 下 性 质 : 任意 选取 大 小 分 别 为 *，: 的 不 相 
交 的 顶点 集 S，T， 则 至 少 有 上 个 顶点 使 得 它们 与 S 中 每 个 顶点 相 邻 ， 但 不 与 了 中 任意 
一 个 顶点 相 邻 . (Blass-Harary[1979]) 

b) 证 明 ， 几乎 每 个 G? 都 是 4- 连 通 的 . 

中 将 同样 的 论证 过 程 应 用 到 随机 竞赛 图 上 . 几乎 每 一 个 竞赛 图 都 有 如 下 性 质 : 任意 选取 大 
小 分 别 为 *， :上 的 不 相交 的 顶点 集 S，T,， 至 少 有 A 个 顶点 使 得 它们 有 指向 T 中 每 个 顶点 
的 边 和 从 S 中 每 个 顶点 指向 它们 的 边 . 

随机 独立 地 为 每 条 边 定向 ， 使 得 边 vio; 的 方向 为 w 一 w 和 vj 一 vi 的 概率 均 为 1/2， 这 样 即 

可 生成 随机 竞赛 图 . 

a) 证 明 ， 几乎 每 个 竞赛 图 部 是 强 连通 的 . 

bb 在 一 个 竞赛 图 中 ,“ 王 "是 一 个 顶点 ， 从 它 出 发 通过 长 度 不 超过 2 的 路 径 可 以 到 达 其 他 任 
意 项 点 . 已 知 每 个 竞赛 图 均 包 含 一 个 王 . 如 下 结论 是 否 成 立 ， 在 几乎 每 个 竞赛 图 中 ， 每 
个 顶点 都 是 王 ? (Palmer[1985]) 

为 如 下 性 质 找 出 一 个 阔 值 概率 函数 : 至少 有 一 半 可 能 的 边 会 出 现在 图 中 . 这 个 效 值 有 多 

好 呢 ? 

对 p=1/n 和 固定 的 e>0， 证 明 : 几乎 每 个 G^ 都 没有 连通 分 量 使 之 包含 多 于 (1 十 e)n/2 个 

的 顶点 (提示 : 不 要 尝试 直接 找 出 概率 界限 ,证 明 这 个 概率 界限 以 另 一 个 事件 的 概率 为 上 

界 ， 该 事件 的 概率 趋 于 0). 

确定 非 平衡 的 最 小 连通 简单 图 . 

将 定理 8. 5. 23 的 论证 过 程 中 的 2 阶 矩 方法 进行 扩展 ， 证 明 : n "由 是 HEH G? 的 子 图 

Ui SOR BL (COR IE pC H) = max e(G) /nCG). (Bollobas( 19812], Rucifiski -Vince[ 1985) 

令 Q 是 如 下 的 图 性 质 : 任意 选择 大 小 为 clg n 的 不 相交 顶点 集 S，T， 有 一 条 边 使 得 其 端点 

位 于 SALT p. EA: UR < 之 2， 则 几乎 每 个 图 都 有 性 质 Q( 注 : 这 说 明 随 机 图 的 带宽 至 

少 为 n 一 2log n). 

证 明 ， 如 果 &A=1lg n 一 (2 十 e)lg lg n， 则 几乎 每 个 -顶点 竞赛 图 都 有 如 下 性 质 ， 每 个 顶点 

集 都 有 一 个 公共 的 后 继 

如 果 一 个 竞赛 图 有 一 个 顶点 顺序 aims un 使 得 wi->u 当 且 仅 当 i<j， 则 称 该 竞赛 图 是 

传递 的 . 证 明 ， 每 个 竞赛 图 有 一 个 包含 lg n 个 顶点 传递 子 竞 赛 图 ; 并 且 ， 如 果 “ 是 大 于 1 

的 常数 ， 则 几乎 每 个 竞赛 图 都 没有 多 于 2lg mn 十 c 个 顶点 的 传递 子 竞 赛 图 

(pA. 

4) 考虑 多 次 重复 进行 随机 实验 ,每 次 实验 成 功 的 概率 为 p 证 明 : 第 一 次 获得 成 功 的 实验 
的 编号 的 数学 期 望 为 1/p. 

bb) 设 每 一 盒 糖 果 都 有 一 张 奖 券 ， 这 些 奖券 共有 nn 种 . 每 种 奖券 出 现 的 概率 均 为 1/n. 要 想 
获得 大 奖 ， 各 种 奖券 都 必须 至 少 要 有 一 张 . 证 明 : 在 收集 全 nn 种 奖券 的 过 程 中 ， 在 收集 


到 最 后 一 种 奖券 时 打开 的 糖 盒 的 总 数 的 数学 期 望 是 D» Mi. 


OEH: mG — ln nt G— Dn 是 使 得 每 种 奖券 至 少 被 收集 到 TO HER ES 证 
明 如 下 结果 ,车 p= 二 o(1) 且 是 常数 ， 则 在 每 次 随机 实验 的 成 功 概率 为 p 的 条 件 下 m 次 
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8.5.30 


8.5.37 
8.5.38 


8.5.39 


随机 实验 中 至 多 有 上 次 实验 成 功 的 概率 渐 近 于 (m 次 随机 实验 中 ) 恰 好 有 次 实验 成 功 的 

概率 ). 

证 明 : 放置 "个 箭头 使 得 每 个 箭头 的 方向 都 随机 地 朝 上 或 朝 下 ， 则 同一 朝向 的 箭头 出 现 的 

最 大 长 度 为 (1 十 o(1))lg n. 换 而 言 之 ， 对 于 s>0， 几 乎 任何 序列 都 不 包含 (1 十 e)ljg nn 个 连 

续 相同 的 第 头 ， 且 几乎 每 个 序列 都 有 (1 一 e)lg n 个 连续 相同 的 箭头 . 

W Pp 二 (1 一 e)log n/n， 找 到 一 个 大 整数 m 使 得 几乎 每 个 图 都 至 少 有 m 个 孤立 顶点 .由 

Chebyshev 不 等 式 ， 对 m(n) 可 以 得 出 什么 样 的 结论 ? 

给 定 图 G， 如 果 G 没 有 顶点 v 满足 SSSN(v)， 我 们 说 k- 集 S 是 坏 的 . 对 于 固定 的 p,， 为 了 

使 几乎 每 个 G^ 都 没有 坏 的 k- 集 ,有 可 以 取 多 大 值 ? 为 了 使 几乎 每 个 G 都 有 一 个 环 的 - 

集 ,的 增长 速度 应 为 多 慢 ? 

通过 对 公共 的 相 邻 顶点 进行 检查 ， 证 明 ， 如 果 p 是 定 值 且 k 二 oln/log nd, MIL EF G^ 

都 是 -连通 的 . 

(DD 取 p=(1 一 e)log n/n, 为 了 使 几乎 每 个 图 都 有 m 个 孤立 顶点 ，m AREK? (HE 

示 : 利用 Chebyshev 不 等 式 ) 

-个 -区间 是 R 的 一 个 子 集 ， 并 且 它 至 多 是 1 个 区 间 的 并 集 . 图 G 可 以 表示 成 若干 个 !- 区 
间 交 图 (每 个 顶点 被 分 配给 一 个 集合 使 得 该 集合 至 多 是 :个 区 间 之 并 )， 使 得 图 C 有 这 种 表 
示 的 最 小 1 值 称 为 G 的 区 间 数 . 证 明 : 几乎 所 有 图 ( 边 概 率 为 1/2) 的 区 间 数 都 至 少 为 
(1 一 o(1))n/(4lg 10 (提示 : 将 表示 数 与 简单 图 的 个 数 进行 比较 . E: Scheinerman[ 1990 ]üE 
明了 ， 几 乎 所 有 图 的 区 间 数 均 为 (1 十 o(1))n/(2lg m. (Erd6s-West[1985]) 

(1) 随 机 二 部 图 中 完美 匹配 的 阅 值 、 设 K，." 的 部 集 分 别 为 A，B， 随 机 独立 地 选择 它 的 边 ， 

每 条 边 被 选中 的 概率 为 = (1 十 e)ln n/n, JE e 是 一 个 非 0 常数 ， 将 这 样 得 到 的 子 图 记 为 

G. 如 果 集合 S 满 足 | N(S) | 二 | S | ， 则 称 之 为 受 扰 集 . 

a) 证 明 ， 如 果 es<0， 则 几乎 每 个 G 都 没有 完美 匹配 . 

b) 令 S 是 一 个 极 小 受 扰 集 . 证 明 ， | NCS) | = 1S1 一 ! 且 GLSUN(S)] 是 连通 的 . 

OME G 没有 完美 匹配 . EH: A 或 B 包含 一 个 至 多 有 [z/21 个 元 素 的 受 扰 集 . 

ARP re sz, Kr MERR ROW rs. 利用 这 个 结论 和 (b) 、(c) 以 及 Markov 
KER, EA: 如 果 e>0， 则 G 几乎 肯定 有 一 个 完美 匹配 (提示 : 求 极 小 受 扰 集 的 个 数 
的 数学 期 望 ， 再 将 它们 的 界限 求 和 ， 这 个 值 以 一 个 几何 级 数 为 上 界 ). 

假设 0 一 户 < 1b ck 是 和 为 严 的 非 负 整数 , 证 明 TTC a ~ p< pry 
二 项 分 布 的 尾 不 等 式 . 令 XSEX, PEA 对 是 成 功 概率 为 PO = 1) = 0.5 的 示 性 变 
量 ， 故 EOO =n/2. 对 随机 变量 Z=(X— EX)? 应 用 Markov 不 等 式 得 到 PC Z| SO< 
Var OO /0. A t—a dn 88 LAE REOR G1 ERR. PX- np| za ro <1/(20"). 利用 
Azuma 不 等 式 ， 证 明 更 强 的 界限 ，P(|X 一 np| a 2e 7 (HR: $ Yi Xi 0.5. 
4 Fi 是 关于 Y. c. Yi füfS BA Yi SEY | FD. 

装 箱 问题 . 令 S= (ul ，…，an} 是 从 [0， 菇 中 依 均匀 分 布 独立 选取 的 数 . 这 些 数 必须 被 放 

入 若干 个 箱子 中 ， 每 个 箱子 的 容量 为 1. 令 X 为 所 需 箱子 的 个 数 . 利用 引 理 8. 5. 36， 证 明 

P(|X—E(X) | Sava) «2e 77. 
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8.5.40 (Azuma 不 等 式 与 旅行 商 问题 . 

a EB] Azuma 不 等 式 的 推广 形式 来 推广 次: 如 果 ECX) 一 X A] XX | Seve W 
POG — X ZA TA Se #2, 

b) FE (4c Br E Py JE HP Bl EUIS SE HR n Di REP AU TE JI EP AGE P m E Y Ae RUE 
个 点 中 距离 它 最 近 的 一 个 顶点 的 距离 . 证 明 :E(Y) 一 c/ Vn 对 某 个 常数 c 成 立 (提示 :对 于 
非 负 连续 随机 变量 了 而 言 EO) = n POY > y)dy ,这 个 公式 可 以 用 分 部 积分 进行 验证 . 
为 了 给 出 这 个 积分 的 一 个 上 界 , (在 某 个 地 方 ) 使 用 不 等 式 1 一 4 二 x。 和 定 积 分 
fe e ^ dt = Va/2). 

中 利用 (a) 和 (b) 证 明 ， 在 单位 正方 形 中 ,将 ”个 随机 点 围 起 来 的 多 边 形 的 最 小 长 度 高 度 集中 
于 它 的 数学 期 望 附近 . 特别 地 ， 对 于 某 个 合适 的 值 ， 这 个 最 小 长 度 与 它 的 期 望 值 之 间 
的 偏差 超过 Ac Vinn 的 概率 以 2e /2 为 上 界 ( 提 示 : 令 X, 是 在 前 i 个 点 已 知 的 情况 下 这 
种 多 边 形 的 长 度 的 数学 期 望 ， 由 此 定义 了 一 个 靶 ， 证明 | Xi 一 Xi d mei P. R 
能 直接 应 用 引 理 8. 5. 36). 


8.6 图 的 特征 值 


群 论 和 线性 代数 中 的 一 些 技术 有 助 于 研究 图 的 结构 和 图 的 计数 . 

我 们 已 经 从 (线性 代数 的 ) 向 量 空间 和 行列 式 中 得 到 了 一 些 启示 . 在 边 分 别 为 < rms es 的 图 G 
qp. Yee it, RE FCECGOR X BOR BÉ d bs a; — 1. MMe EF Ata 0. 设 C 是 由 所 有 个 子 
图 (所 有 顶点 的 度 均 为 偶数 ) 的 关联 向 量 构成 的 集合 ， 并 设 B 是 由 所 有 边 割 的 关联 向 量 构成 的 集合 . 
由 于 这 两 个 集合 在 向 县 的 二 元 加 法 操作 下 是 封闭 的 ， 因 此 C 和 B 都 是 向 量 空间 (习题 1 一 2)， 分 别 
称 之 为 G 的 环 空间 和 键 空间 . 由 于 一个 偶 子 图 和 一 个 边 割 有 偶数 条 公共 边 ， 故 C 和 B 是 正 交 的 . 这 
与 定理 6. 1. 14 和 推论 8. 2. 37 中 的 环 和 键 的 对 偶 性 以 及 矩阵 树 定理 (定理 2. 2. 12) 中 的 行列 式 是 密切 
相关 的 ,对 这 两 个 向 量 空间 的 进一步 讨论 请 参见 Biggs 1993. 08-885) 1. 

群 用 来 研究 图 的 同 构 、 嵌 入 和 计数 . 图 的 自 同 构 形成 了 一 个 群 ， 群 中 的 元 素 对 该 图 的 所 有 顶点 
进行 恬 换 . 群 论 的 思想 产生 了 一 些 用 来 测试 图 同 构 的 算法 和 一 些 用 来 构造 表面 说 入 的 算法 . 反之 ， 
每 个 群 也 可 以 用 图 来 表示 . Wite[1973] 介 绍 了 图 和 群 之 间 的 相互 影响 ， 这 方面 的 内 容 也 可 以 参见 
Gross-Yellen[ 1999, 第 13 一 15 章 ]. 

我 们 将 注意 力 集中 在 邻接 和 矩阵 的 特征 值 上 . 我 们 将 使 用 子 图 来 解释 特征 多 项 式 ， 将 特征 值 
与 图 的 其 他 参数 关联 起 来 ， 并 刻画 二 部 图 和 正则 图 的 特征 值 . 在 本 节 结 束 时 ， 我 们 将 特征 值 理 
论 应 用 到 扩张 图 上 ， 并 用 特征 值 理 论 得 到 * 友 谊 定理 ". 对 于 图 的 特征 值 的 全 面 介绍 参见 
Cvetkovie-Doob-Sachs[ 19797. Chung[1997] 提出 了 现代 方法 ， 他 对 邻接 矩阵 进行 了 修改 使 得 特征 
值 被 规范 化 ， 并 且 得 到 了 更 具有 -- 般 性 的 类 似 结果 . 为 了 用 简短 的 篇 幅 给 出 特征 值 理论 ， 我 们 采 
用 经 典 的 方法 . 
特征 多 项 式 

8.6.1 定义 ER A 的 特征 值 是 存在 非 0 向 量 满足 Ar = Ar 的 所 有 A 值 ,其 中 Ar = Ar 的 解 向 
量 称 为 与 A 相关 的 特征 向 量 . 图 的 特征 值 是 其 邻接 短 阵 A 的 特征 值 ,它们 恰好 是 特征 多 项 式 HOW) 一 
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deal — A) = [[ AA) HAR Ar ,vs 谱 是 指 所 有 不 同 的 特征 值 以 及 它们 (作为 多 项 式 的 根 的 ) 


的 重 部; 我 们 将 谱 记 为 Spec(C) = ( a ) 
i i 


m 
8.6. 2 注 记 (特征 值 的 基本 性 质 ) 

0) 特 征 值 4 是 使 得 方 阵 MT 一 A 是 奇异 矩阵 的 值 ， 即 det(al—A) —0. 

1) XA; — Trace A. 迹 (trace) 是 矩阵 中 对 角 线 元 素 之 和 ， 也 是 det(41 一 A) 中 a” “的 系数 的 相反 


c 由 于 det(1 一 A) = 本 (4 一 42), 故 这 个 值 也 等 于 5 对 于 简单 图 ， 迹 是 0. 


2) Ta =(— DG; 0) =detA= 3] signé) [[ wp ， 其 中 最 后 一 个 式 子 对 [四 的 所 有 排列 “ 
RM. 

3) 对 于 nX n 的 实 对 称 矩 阵 A MAER, üt ade A 的 特征 值 ， 则 它 的 重 数 为 "一 rank(AT 一 A)， 

4) 将 c 加 到 矩阵 对 角 线 上 的 每 个 元 素 上 ， 则 特征 值 也 将 是 原来 的 特征 值 加 上 es 因为 a+c 是 
det(AI— (cl + A AR HDO a 是 dea1— Ad ff . 

8.6.3 例 ( 团 和 二 部 团 的 谱 ) K， 的 邻接 矩阵 是 J 了 一 1， 其 中 了 是 所 有 元 素 均 为 1 的 矩阵 ， 所 以 ， 
K, BERE] 的 特征 值 小 1. 由 于 Spee T= (7. ), 因此 有 Spee K= ("7 T). 

1 n--1 1 nol 

Kw,w 的 邻接 矩阵 的 秩 是 2， 所 以 它 有 两 个 非 0 特征 值 1 Ace BERERE REO. PELL A 二 一 A2; 
将 这 个 常数 记 为 六 A. Kman; A= A" BPA" 2. 我 们 利用 (Gs A) = det(AT 一 A) 来 计算 b 出 于 
六 仅 在 对 角 线 上 出 现 ， 故 所 有 排列 中 对 A” ?的 系数 有 贡献 的 只 包含 那些 用 到 对 角 线 上 的 "一 2 个 位 
置 的 排列 . (这 种 排列 中 的 ) 其 余 两 个 位 置 必然 是 一 a;.; A aj ERE i D. 这 种 项 共有 mn 个 ， 所 


| vmm 0 -gan A 
1 mtn-2 1 } 


有 项 都 是 负数 . Ae. 6? = UEM = 


我 们 对 特征 多 项 式 的 系数 进行 编号 使 得 AGAD — 27 cia" INE) = detal =A) ico = 1 
和 cl = 一 Trace A = 0 总 成 立 . 我 们 在 Kien 中 计算 cz 的 过 程 可 以 推广 到 所 有 多 中 

8.6.4 定 义 方 阵 A 的 主子 阵 是 (从 A 中 ) 选 择 具 有 相同 编号 的 行 和 列 构成 的 子 短 阵 . 

由 于 col" -2 这 个 项 从 对 角 线 上 选择 了 "一 2 PAT. BRB co 是 一 A 的 一 些 2X2 的 主子 行列 
式 之 和 . 对 于 简单 图 来 说 ， 如 果 vev 则 一 ai 为 一 1， 理 则 一 ai 为 0; 所 以 eG). 

FIRE, ca 是 一 A 的 一 些 3X3 的 主子 行列 式 之 和 . 对 于 三 元 组 i，j, 人 来 说 ，( 相 应 的 主子 ) 行 列 
式 仅 依赖 于 介 于 vis y. ve 这 三 个 顶点 之 间 的 边 的 条 数 . 行列 式 的 值 为 0， 除 非 这 三 个 顶点 构成 一 
个 三 角形 ， 此 时 行列 式 的 值 是 一 2. 因此 ，cs 等 于 一 2 乘 以 G 中 3- 环 的 个 数 . 

由 于 主子 阵 是 诱导 子 图 的 邻接 矩阵 , 故 可 以 得 到 一 般 形式 “| — C- Di Jr derA GES). 

8.6.5 定 理 (Harary[1962b]) 给 定 简单 图 G, 令 瑟 是 如 下 生成 子 图 构成 的 集合 :生成 子 图 的 每 个 
连通 分 量 均 是 一 条 边 或 者 是 一 个 环 . 如 果 令 &(CH) fe CHO 分 别 表示 月 中 连通 分 量 的 个 数 和 环 这 种 连 


通 分 量 的 个 数 , 则 det AG = 9, C7 Dn aga, 


fen 


证 明 “行列 式 的 计算 公式 是 det = JDO Masos CATE HA HERR AUF, 10) 


364 get 


是 将 位 置 i. DERI SR aha BY FT PR. AEO, 158 ERE. o 对 行列 式 值 的 贡献 不 
是 0 当 且 仅 当 ( 连 乘 符号 下 与 a 对 应 的 ) 这 些 元 素 都 等 于 1. 

我 们 将 z 看 作 所 有 项 点 的 一 个 排列 ， 它 把 任意 v; 映射 到 van. 排列 o 将 V(G) 划 分 成 若干 条 轨 
道 . Pao 二 1 意味 着 vito ， 故 不 存在 只 含 1 个 顶点 的 轨道 ， 顶 点 数 为 2 的 轨道 对 应 于 边 ， 
更 长 的 轨道 对 应 于 环 . 这 样 ， 对 于 一 个 排列 所 描述 的 G 的 生成 子 图 ， 如 果 其 所 有 连通 分 量 是 一 些 边 
和 环 ， 则 该 排列 对 行列 式 的 值 的 贡献 不 是 0. 

其 贡献 的 正 负 取 决 于 将 所 有 相关 元 素 移 到 对 角 线 上 所 需 的 行 调换 的 次 数 ,每 次 行 调换 将 某 条 轨 
道 的 一 个 元 素 移 到 对 角 线 上 ， 但 是 最 后 一 次 调换 将 最 后 两 个 元 素 同时 移 到 对 角 线 上 . DRUGS (G0 = 
nCH)—RCH). 最 后 ，H 中 长 度 至 少 为 3 的 任意 一 个 环 都 可 以 以 两 种 方式 之 一 出 现在 排列 中 ， 因 为 
环 有 两 个 方向 . 因此 ， 能够 产生 H 的 排列 共有 207^. a 

8.6.6 推论 (Sachs[1967]) i H, 表示 简 单 图 G 中 由 如 下 i- 顶点 子 图 构成 的 集合 :这 种 子 图 的 所 


有 连通 分 量 均 是 边 或 环 ， 则 MEE SR OE Xa. 其 中 性 二 Y) (Hep, 


证 明 ”根据 定理 8. 6.5 和 前 面 讲 过 的 c; = (一 D$ det A4(G[S]) 这 一 结果 , 即 可 得 到 这 里 的 
推论 . a 

这 个 公式 可 以 得 出 特征 多 项 式 的 递归 表达 形式 (习题 5). 这 个 公式 还 可 以 用 来 构造 具有 相同 特 
征 多 项 式 ( 且 仅 有 8 个 项 点) 但 却 不 同 构 的 树 (习题 7). 

下 面 ， 我 们 讨论 二 部 图 的 特征 值 的 性 质 . 

8.6.7 命题 At 的 第 (i， 让) 个 元 素 计算 了 长 度 为 的 vi， -通道 的 条 数 .A 的 特征 值 是 A 的 
A AEA OS kK 

证 明 对 用 数学 归纳 法 ， 即 可 得 知 有 关 通 道 的 论断 是 成 立 的 (习题 1, 2. 30). 对 于 第 二 个 论 
断 ， 通 过 多 次 乘法 ， 由 Ar=àr 得 到 Atz 二 Xx. 特征 向 量 zx 的 任意 性 保证 了 所 有 特征 值 的 重 数 不 会 
发 生变 化 " 

8.6.8828 如果 局 是 二 部 图 且 A 是 的 m 重 特征 值 ， 则 一 A 也 是 (G 的 )m 重 特征 值 ， 

证 明 ”添加 孤立 顶点 使 得 两 个 部 集 的 大 小 相等 ， 在 邻接 矩阵 中 这 相当 于 添加 了 一 些 所 有 元 素 均 
为 0 的 行 和 列 . 这 没有 改变 邻接 矩阵 的 阶 ， 因 此， 对 谱 产生 的 影响 是 ， 新 添加 的 每 个 孤立 顶点 在 谱 
中 新 引入 了 一 个 特征 值 0. 因此 ， 可 以 假设 部 集 的 大 小 相等 . 


0 
由 于 GG 是 二 部 图 ， 因 此 可 以 交换 A 的 行 和 列 使 得 邻接 矩阵 的 形式 变 成 A 一 ( 


B 
BT | ii 


是 方 阵 . 如果》 是 与 特征 向 量 v= (”) 相 关 的 特征 值 (其 中 向 量 的 划分 是 根据 G LRE 
y 
ry (By E 
C= lar) 因此 By=àr HBT zc». 
(2); ra [BOP [Ta f LA E " 
Sx (7 ) imo (us) (o )e car. 四 此 ，v 是 4 的 一 个 与 特征 值 一 相关 
的 特征 向 量 . 而 且 , A m 个 线性 无 关 的 特征 向 量 可 以 按照 这 种 方法 得 到 一 4 的 m 个 线性 无 关 的 特 
征 向 量 . 因此 ， 一 A 是 A 的 特征 值 且 它 与 X 有 相同 的 重 数 . a 


enel 1) 
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8.6.9 定理 关于 图 G， 下 列 论断 等 价 : 
A)G 是 二 部 图 . 

B)G 的 非 0 特征 值 以 Xi 二 一 的 方式 成 对 出 现 . 
OMG: DRA AMG; DR’ 的 多 项 式 . 


D) MA 一 0 对 任意 正 整数 (成立 . 
a 


证 明 ”我们 在 引 理 中 证 明了 ASB. 

BSC: ASAD (2 一) 一 (2? 一 a) 当 且 仅 当 罗 二 一 因此， 所 有 根 以 这 种 方式 成 对 出 现 当 且 仅 
H OG; ADEM 的 一 些 线性 因子 之 积 . 

BoD: WRS- Was s -—X C. 

D-»A; 因为 Xa 计算 了 图 中 所 有 闭合 的 人 -通道 的 条 数 (包含 了 始 于 任意 项 点 的 闭合 通道 )， 条 
件 D 禁 止 了 具有 奇数 长 度 的 闭合 通道 的 出 现 . 这 也 禁止 了 奇 环 的 出 现 ， 因 为 奇 环 是 奇 闭 迹 . 因此 ， 
G 是 二 部 图 . L| 
EXE Top Acid 

为 了 将 特征 值 与 其 他 参数 关联 起 来 ， 我 们 还 需要 线性 代数 中 的 几 个 结论 ， 包 括 实 对 称 阵 的 谱 定 
理 和 Cayley -哈密 顿 定理 . 这 两 个 定理 在 表述 时 通常 采用 更 一 般 形式 ， 但 是 邻接 矩阵 是 实 对 称 阵 ， 
此 时 这 两 个 定理 有 更 简短 的 证 明 . 我 们 先 证 明 一 个 引 理 ， 如 果 谱 定理 是 用 复数 矩阵 证 明 的 ， 则 该 引 
理 可 以 由 后 者 得 到 . 读者 可 以 跳 过 这 些 结论 的 证 明 过 程 ， 尤 其 是 对 线性 代数 比较 娴熟 的 读者 . 

8.6.10 引 理 如 果 /(z)=zTAr， 其 中 A 是 实 对 称 阵 ， 则 工 取 遍 所 有 单位 向 量 时 /在 人 的 特 
征 向 量 上 达到 最 大 值 和 最 小 值 ， 且 最 大 值 和 最 小 值 等 于 相应 的 特征 值 . 

DIM MCS Ero e rn LEER. 对 于 受 限 的 优化 过 程 ， 我 们 使 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 来 
求解 . 给 定 约束 zxTr=1, 令 g(z)=zxTr 一 1. db LG 和)=/(z) 一 Ag(z)， 极 值 在 L 的 所 有 偏 导数 
均 为 0 的 点 上 取 到 . 由 此 ， 对 4 求 偏 导 数 即 得 到 xT7x=1. 

VRR ris rms ons 这 些 变量 的 偏 导数 构成 的 向 量 . 我 们 计算 VLCr, = V/GO A Vga) = 
2Azx 一 24x. 由 A 的 对 称 性 可 以 得 到 论断 VA(z) =24z. 因此 ， 当 Ar=ar iit, REA VL = 0; 而 
Azx=Xx 要 求 z 是 A 的 一 个 与 特征 值 4 相关 的 特征 向 量 . 这 表明 /(z) 一 zTAz 一 AZT7T 一 人 a 

由 于 我 们 在 优化 过 程 中 使 用 的 变量 是 实数 ， 故 至 少 已 经 找到 了 一 个 实 特征 向 量 和 实 特征 值 . 由 
此 ， 我 们 可 以 用 归纳 法 来 证 明 所 有 的 特征 向 量 都 是 实 向 量 . 

8. 6. 11 定理 ( 谱 定 理 ) nXn 实 对 称 阵 的 所 有 特征 值 都 是 实 教 ， 且 用 个 正 交 的 实 特征 向 量 . 

证 明 对 用 归纳 法 . 论断 在 n=1 时 是 平凡 的 . EIE no 的 情况 . 令 w 是 使 得 rTA7 达到 最 
大 值 的 特征 向 量 . 令 W 是 由 vs 张 成 的 空间 的 正 交 补 ; 它 的 维 数 是 n 一 1. 如果 wEW， 则 vf Aw = 
wTAvw 二 4mwTvwn —0. 因此 ，AwEW. 将 A( 与 向 量 ) 的 乘法 看 作 一 个 映射 fa WA fa: WW. 

设 S 是 一 个 矩阵 ， 它 的 列 恰好 是 R" 的 一 组 正 交 基 且 v, 对 应 于 最 后 一 列 . A IRIE SEIN, x 
S-1—ST. 在 这 组 基 之 下 ，( 线 性 映射 ) /4 的 矩阵 表示 为 STAS. 由 于 基 是 正 交 的 且 w 是 一 个 特征 向 
量 ， 故 在 STAS 的 最 后 一 列 中 除 最 后 一 个 元 素 为 l, 之 外 其 余 元 素 都 是 0. 并 且 ， 该 矩阵 也 是 对 称 阵 . 
因此 ， 它 的 前 ”一 1 行 和 前 一 1 列 构成 的 矩阵 4' 是 fa 在 W 上 的 限制 在 这 组 基 之 下 的 矩阵 表示 . 

根据 归纳 假设 ，A’ 的 所 有 特征 值 都 是 实数 且 有 正 交 的 特征 向 量 vi1，…，wv 1. 利用 S， 可 以 把 
这 些 特征 向 量 转换 成 为 A 的 实 特征 向 量 . 转换 前 后 的 特征 向 量 有 相同 的 实 特征 值 ， 并 且 转换 后 的 特 
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征 向 量 也 构成 一 个 正 交 向 量 集 - a 
Fiti. 我们 考虑 矩阵 的 多 项 式 丽 数 . #1, A, A, =, AÀ 看 作 R” 中 元 素 ， 则 它们 不 可 能 是 
线性 无 关 的 ， 因 为 它们 共有 on + 1 个 元 素 . 利用 由 线性 相关 性 得 出 的 等 式 ， 我 们 得 到 一 个 多 项 式 p 
使 得 PCA) 是 0 和 矩阵. 特征 多 项 式 本 身 就 满足 上 述 性 质 . 这 个 论断 对 所 有 的 A 都 成 立 ， 但 是 我 们 仍 
然 只 考虑 实 对 称 阵 . 
8.6.12 定理 (Cayley -哈密 上 顿 定理 ) ”如果 $(A) 是 实 对 称 阵 A 的 特征 多 项 式 ， 则 PAR OEE 
Op A* 满 足 " 它 自身 的 特征 多 项 式 ). 


证 明 令 A 的 全 部 特征 值 为 41,… An i BCA) 一 Ir A> AO. HF A (93 3z AL Se e E SEVA 


将 的 因子 换 成 A 的 因子 可 以 得 到 矩阵 多 项 式 %(A) = I CA — AD. WT EB CAD = 0, 只 需 证 明 
LE CA) 把 任意 向 量 映射 到 0. 由 谱 定 理 得 到 一 组 由 特征 向 量 构成 的 基 , 任 意向 量 都 可 以 写成 这 
组 基 的 线性 组 合 . HAA 乘 以 + 就 将 ww 的 系数 变 成 0. 用 所 有 因子 A 一 1 不断 乘 以 z 最 终 得 到 
0 向量。 " 

8.6.1358 ,— 乱 阵 A 的 最 小 多 项 式 y 是 被 A 满足 的 首 项 系数 为 1 的 阶 最 小 的 多 项 式 . 如 果 和 A 是 
G 的 邻接 矩阵 , 则 将 它 称 为 G 的 最 小 多 项 式 gG). 

最 小 多 项 式 是 唯一 的 :如 果 A 满足 两 个 同 阶 的 最 小 多 项 式 , 则 A 也 满足 它们 的 差 , 而 这 个 多 项 式 
将 具有 更 小 的 阶 . 

8.6.14 定理 ”A 的 最 小 多 项 式 是 J(A) = [[ AAD EP iem 是 A 不 同 的 特征 值 . 

证 明 最 小 多 项 式 整 除 A 满足 的 任意 多 项 式 ， 因 为 否则 的 话 余 ( 数 ) 多 项 式 将 是 A 满足 的 阶 更 
低 的 一 个 多 项 式 . MWE, Cayley -哈密 顿 定理 表明 4 整除 #， 并 且 几 必然 是 # 的 某 些 因子 之 积 ， 要 将 
特征 值 Xi 的 特征 子 空间 中 的 向 量 映 射 到 0， 需要 一 个 形 如 A 一 X11 的 因子 .这 个 因子 将 该 特征 子 空 
间 中 所 有 向 电 映 射 为 0. 所 以 ， 对 于 所 有 的 这 种 因子 ， 我 们 只 需要 它 的 一 个 拷贝 . 

8.6.15 引 理 (Sylvester 惯性 定律 ) 设 和 A 是 实 对 称 阵 . 如 果 rzTAr 可 以 写成 N 个 乘积 项 之 和 ,每 


个 乘积 项 都 是 2 个 线性 表达 式 之 积 , 即 rTAr = J) CD) aim CD) bur BIN EY A 的 正 特 


征 值 个 数 和 负 特 征 值 个 数 的 最 大 值 . 
证 明 (Tverberg[1982]) ”将 线性 表达 式 分 别 记 为 umr) 和 Um GO 对 每 个 m um (zx)vm Gr) 一 


14.00 — MBC) Jb L = co M = pco BED n unns 的 线性 组 合 . 这 样 , 二 次 型 就 


表示 成 TAr = 31 LL GO — MRC). 
另 一 方面 ， ALEKNA EERE Mons 由 此 有 xzTAz = xzTSASTx, 其 中 A 是 
由 特征 值 N 三 … 三 av 构成 的 对 角 和 矩阵 而 S 的 各 列 依次 是 zm,…，*an. 如 果 S 有 个 正 特征 值 和 g 个 负 
特征 值 , 则 上 武 变 成 TAr 一 Geet D Goa! ,其 中 每 个 y 或 者 每 个 < 都 是 1 w. 
现在 ,考虑 -个 联 立 线性 方程 组 RIER La) — 0X bpm NIHU r= ORG 
<n BOLE wir = 03b pLi <n Hr. 这 就 在 ”个 变量 上 设置 了 N 十 n 一 个 联 立 的 线性 约束 . 
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MUR N< p. 则 这 个 方程 组 有 非 0 解 x. 在 TAr 的 两 个 表达 式 中 将 x 取 为 PNIS = 


= » Mi, Gr. 由 于 与 具有 非 负 特征 值 的 所 有 特征 向 量 正 交 , 故 等 式 左 端 是 正 数 ,而 右 端 是 非 正 


数 . 由 这 个 矛盾 ,我 们 得 到 NS p. 通过 类 似 的 论证 可 以 得 到 N> q. a 
特征 值 和 图 参数 
特征 值 给 出 了 各 种 参数 的 界限 ， 或 者 反之 ， 图 参数 得 到 了 特征 值 的 界限 . 我 们 的 第 一 个 结果 只 


使 用 了 最 小 多 项 式 . 

8.6.16 定理 图 (的 直径 小 于 G 的 不 同 特征 值 的 个 数 . 

TEAR Q ARBRE: A 满足 阶 为 的 多 项 式 当 且 仅 当 AP, =, Ar 的 某 个 线性 组 合 是 0. 由 
于 不 同 特征 值 的 个 数 是 最 小 多 项 式 的 阶 ， 因 此 仅 需 证 明 当 k<diam((3) 时 A, o, At 是 线性 无 关 的 . 

只 需 证 明 在 Asdiam(C) 时 Ab 不 是 AY A ! 的 线性 组 合 . Mu, y EVOH dia, v) — 
对 通道 进行 计数 ， 我 们 发 现 A A1 4H AS, =0 对 CLE HERE. 因此 ，A4 不 是 较 低 宕 次 的 线性 组 合 

a 

由 于 谱 定理 保证 了 所 有 特征 值 都 是 实数 ， 故 可 以 对 特征 值 恰当 编号 使 得 SAn 我 们 还 分 
IJE Ai AL An OK HEAR A max (G) Al Amin (G). 

8.6.17 引 理 X GE G ik TB. N 

Amin (G) S Amin (G) S Am CG (G). 

证 明 ”出 于 A 是 实 对 称 了 泗 ， 由 引 理 8. 6.10 N Amin CAD aT Aa Aus CAD ETE REMA 8] f x R 
3p. BE G fü AERE IE A. 适当 改变 G 中 各 顶点 的 顺序 ， 可 以 把 A' 看 作 4=A(G) 中 位 于 左上 角 的 
ETIE. 令 < 是 A' 的 单位 特征 向 最 ， 且 它 满足 A'z' ASK OO. 令 = 是 向 > 中 追加 若干 个 0 之 后 
得 到 的 Re 中 的 一 个 单位 向 量 . FÆ As (GO = 21 A'z/ = eT At Aman COO. DE BUE. Amin (GO > 
Amin (G). a 

在 顶点 删除 操作 下 ， 极 限 特 征 值 表现 的 特性 是 交错 定理 "的 特殊 情况 . 交错 定理 是 说 ， 如 朵 G 


的 特征 值 为 X= n WG r WEO per mms as WA Sy Sd Se An 我 们 不 
需要 这 个 结论 因而 省 略 了 对 它 的 证 明 ， 但 它 的 证 明 仅 涉 及 线性 代数 知识 . 
8.6.18 引 理 ”对 任意 图 GC. NOS O aa DCM 


证 明 今 .+ 是 特征 值 2 的 一 个 特征 向 量 ， 并 令 r= maxr; 是 中 的 最 大 坐标 值 . 则 由 XA(G) 


可 以 得 到 下 式 ， 
= (Ar), = J) ri x dev); SAG) a. 


为 证 明 下 界 ， 我 们 在 坐标 均 相等 的 单位 向 量 上 应 用 引 理 8. 6. 10. 由 于 邻接 矩阵 中 所 有 元 素 之 和 
是 必 的 边 数 的 二 倍 ， 央 此 有 


d _ 2e) 
max > de ay a 
ma Ea = LY) ya -到 


贪心 着 色 算 法 给 出 了 一 个 平凡 的 上 界 X(GO <1 + A(G), 31 8.6.18 使 我 们 可 以 对 它 进行 改 
d. 用 平均 度 来 替换 A(G) 是 不 行 的 ， 因 为 平均 度 太 小 ; Ka Ki 的 色 数 为 但 其 平均 度 小 于 n 一 1. 
用 于 Mux 至 少 等 于 平均 度 ，1 十 hesx(G) 有 可 能 会 改进 上 上述 平凡 上 界 但 不 会 有 较 大 的 改进 . 
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8.6.19 定理 (Wilf[1967]) ”对 任意 图 GX(G)S<1 十 Xmax(G). 

WEBB ”如 果 X(G) 二 &， 则 可 以 在 不 威 少 色 数 的 前 提 下 持续 地 删除 一 些 顶 点 直到 得 到 的 子 图 HH 
对 所 有 vEV( HH) 满 足 X(H 一 =k 一 1. 我 们 在 引 理 5. 1. 18 中 曾 注意 到 3( HH) 二 一 1. HF H REG HY 
一 个 诱导 子 图 ， 肉 此 先 运 用 引 理 8. 6. 18 青 运用 引 理 8. 6. 17 即 得 到 

k<148CH) X db Asa CHO S 1 + Asa G2 图 

Sylvester 惯性 定律 得 到 了 分 解 一 个 图 所 需 二 部 团 个 数 的 一 个 下 界 . 由 于 星 形 是 二 部 团 且 星 形 的 
任意 子 图 还 是 星 形 ， 故 所 需 二 部 团 的 个 数 至 多 是 顶点 覆盖 数 ACG) 二 n(G) 一 a(G). Erdos 曾 猜想 ， 上 
述 结论 中 的 等 号 几乎 总 成 立 , 但 这 个 猜想 仍然 在 讨论 中 . 具有 特殊 结构 的 图 可 以 分 解 成 其 他 二 部 团 
使 得 上 述 结论 中 的 等 号 成 用 特征 值得 出 的 一 般 形 式 的 下 界 明确 地 出 现在 Reznick-Tiwari-West 
[1985] 中 ,但 是 它 隐 式 地 出 现在 早期 对 完全 图 进行 划分 这 项 工作 中 (Tverberg[1982]，Peck 
[1984]). 

8. 6. 20 定理 ”对 于 简单 图 G， 分 解 G 所 需 二 部 团 的 个 数 至 少 等 于 邻接 答 阵 A(G) 的 正 特 征 值 个 
数 和 负 特 征 值 个 数 的 最 大 值 . 


证 明 ”如 果 GG 可 以 分 解 成 子 图 G1,…,G,, 则 可 以 记 ACG) = De ,其 中 B; 是 G 中 边 集 为 E(G;) 


的 生成 子 图 的 邻接 矩阵 .如 果 G 是 二 部 剖 分 为 5;,T; 的 二 部 团 , 则 有 zTBir = 2 zi D r 将 这 


些 线性 表达 式 写 为 u = 2) ir; 和 ui(z)= 3) ni WA aT Ar = J) aT Bac 2 uv. 
现在 ,Sylvester 惯性 定律 ( 引 理 8. 6. 15) 得 到 了 所 求证 的 下 界 . " 

8.6.21 WCC OC 的 二 部 团 分 解 ) 有 简单 的 公式 可 以 用 来 计算 环 的 特征 值 (习题 6) ， 也 
有 简单 公式 根据 各 个 因子 的 特征 值 来 计算 笛 卡 儿 积 的 特征 值 ( 习 题 10). 如 果 m 是 n 的 奇数 倍 ， 则 由 
上 述 的 两 个 公式 可 以 得 出 一 个 简单 公式 ， 用 来 计算 Ca C 的 正 特征 值 个 数 和 负 特 征 值 个 数 . 特别 
Jb. Und n EER M Corton CIO, f OC D Go? D/24 IE TUE (CRI CIL D G* — 0/2 个 负 特 征 
值 (0 不 是 特征 值 ). 

而 且 ， 这 种 笛 卡 儿 积 可 以 分 解 成 (2( 十 1)( 吧 十 1)72 个 二 部 团 ， 该 分 解 由 (21 十 1)(n 一 1)/2 个 
4- 环 和 (24 十 1)(n 十 1)/2 个 星 形 构成 (Kratzke-West). 注意 ，4- 环 和 星 形 是 Cn 口 Cn 中 仅 有 的 两 类 二 
部 团 . Cis OCs 的 最 优 分 解 如 下 图 所 示 . 边 从 上 到 下 、 从 左 到 地 卷 起 来 (形成 一 些 环 )， 所 有 网 格 
点 代表 顶点 . 黑 点 代表 在 分 解 中 星 形 的 中 心 ， 图 代表 分 解 中 的 4- 环 . 


正则 图 的 特征 值 
同 二 部 图 一 样 ， 正 则 图 也 可 以 用 谱 来 进行 刻画 . 所 有 元 素 均 是 1 的 n 元 向 量 s 在 这 种 特征 刻 
画 过 程 中 以 及 很 多 其 他 涉及 特征 值 的 论述 过 程 中 有 着 特殊 的 作用 ， 所 有 元 素 都 为 1 的 矩阵 / 也 有 特 


殊 的 作用 
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8.6.22 定理 G 的 绝对 值 最 大 的 特征 值 是 A(G) 当 且 仅 当 G 的 茉 个 连通 分 量 是 A(CG)- 正 则 的 ， 
如 果 A(G) 是 特征 值 ， 则 其 重 数 恰 好 是 A(G)- 正 则 连通 分 量 的 个 数 、 

TEAR 设 4 是 邻接 矩阵 AL, 的 第 i 个 元 素 是 4(vi). 如 果 G 是 -正则 的 ， 则 可 以 得 到 AL, = 
kins 于 是 ,4 是 一 个 特征 值 并 且 与 之 相关 的 一 个 特征 向 量 是 1,。 对 于 一 般 情况 ， 设 z 是 特征 值 X 的 
特征 向 量 ;在 工 内 与 G 的 连通 分 量 H 的 顶点 相对 应 的 那些 坐标 中 ， 令 x 是 绝对 值 最 大 的 坐标 .对 
T Ax 的 第 j 个 坐标 ， 有: 

lal lal = (Arb 2 | D a|<aw Jay] <a@ IH. 


lt. Lal SACO. 要 使 等 号 成 立 ， 必 须要 求 div) =A(G) Al r; = x; WHAT vi © N(vj) 成 立 . 
重复 同样 的 论证 过 程 ， 即 可 为 H 中 各 个 顶点 的 相应 坐标 得 出 同样 的 结论 . 因此 ， 与 x 相关 的 特征 
值 的 绝对 值 等 于 A(G) 仅 当 HH 是 A(G)- 正 则 的 . 

因此 ， 与 特征 人 向量 x 相关 的 特征 值 的 绝对 值 等 于 A(G) 当 且 仅 当 1) 对 于 x 的 每 个 非 0 分 量 均 可 
以 找到 一 个 连通 分 量 ， 它 至 少 包含 一 个 顶点 并 且 是 AC -正则 的 ; 20a 中 对 应 于 每 个 这 种 连通 分 量 
的 所 有 坐标 均 是 常数 . 我 们 可 以 为 每 个 A(G) -正则 连通 分 量 独立 地 选择 一 个 常数 ， 因 此 , (特征 值 ) 
4(G) 的 特征 子 空间 的 维 数 就 是 ACG) -正则 连通 分 量 的 个 数 . a 

如 果 G 是 连通 的 非 正 则 图 ， 则 绝对 值 最 大 的 特征 值 的 重 数 是 1， 并 且 相 关 特征 向 量 的 所 有 坐标 
都 具有 相同 的 正 负 号 ， 这 个 结论 成 立 ， 线性 代数 中 的 Perron -Frobenius 定理 相关 ， 其 证 明 过 程 
与 上 面 的 论证 过 程 类 似 ， 在 此 我 们 省 略 了 对 它 的 证 明 . 

用 邻接 矩阵 的 赛 可 以 得 到 其 他 特征 刻 两 . 

8.6.23 定理 (Hoffman[1963]) 图 G 是 正则 连通 的 当 且 仅 当 ) RAG) M X6 HEAR A 

证 明 充分 性 . 如 果 7 可 以 表达 成 这 种 线性 组 合 ， 则 对 任意 i 均 有 某 个 之 0 HRCA), AO, 
这 样 就 存在 一 条 长 度 为 上 《的 w， -通道 . 因此 ，G 是 连通 的 . 为 证 明正 则 性 ， 考 虑 矩阵 JA 和 AJ. AJ 
的 第 i j 位 置 是 dtw)( 所 有 的 行 均 相等 )，JA 的 第 i，j 位 置 是 d(vw)( 所 有 的 列 均 相等 ). 由 于 了 是 A 
的 宕 的 线性 组 合 ， 且 其 中 的 鱼 个 宕 与 A 的 乘法 都 满足 交换 律 ， 央 此 有 JA- AJ. 央 此 在 这 个 乘积 矩阵 
IM, 了 位 置 既 等 于 diw) 又 等 于 dy) + 故 这 个 图 是 正则 的 . 

必要 性 . 由 于 G 是 -正则 的 ， 故 和 是 一 个 特征 值 ， 进 而 最 小 多 项 式 可 以 表达 成 (Gs 2) — CA 
Rg), Hh g 是 某 个 多 项 式 . 由 于 yG; A)=0, H Ag(A) =ke A). 因此 ,.g(A) 的 每 个 列 都 是 
A 的 与 特征 值 k 相关 的 特征 向 量 . 由 于 G 是 正则 连通 的 ， 每 一 个 这 种 特征 向 量 都 是 1, 的 倍数 .内 
此 ，g(A) 的 各 个 列 都 是 常数 . 然而 ，g(A) 是 一 个 对 称 矩 阵 的 等 的 线性 组 合 ， 央 此 它 自 己 也 必然 是 
对 称 的 . 因此 ， 它 的 各 个 列 均 相 等 ， 进 而 g(A) 是 了 的 倍数 . a 

Ang G 是 简单 正则 的 ， 则 G 也 是 正则 且 G 的 特征 值 可 以 由 G 的 特征 值得 到 . 这 要 用 到 补 图 的 
HERR: ACG) —7J—I—ACOD. 

8.6.24 引 理 8G; 2)=( 一 D"det[( 一 4 一 D1 一 A(G) 二 站. 

证 明 ”直接 计算 可 以 得 到 deI AG) =det(al— (J — I— A)) =det[A+ DI-J + Al= 
C- D? det —4—DI— A7 J]. " 

8.6.05 B. ”如果 简单 图 G 是 人 -正则 的 ， 则 Ge G 有 相同 的 特征 向 量 . 特征 向 量 1, ÆG 中 与 
特征 值 上 相关 而 在 中 与 特征 值 n 一 k 一 1 相关 . 如 果 工 是 与 G 的 特征 值 A 相关 的 非常 量 特征 向 量 ， 
MEAG 中 相关 的 特征 值 是 一 1 一 和 

证 明 ”由 于 避 是 n 一 k 一 1 正则 的 ， 因 此 1, 同时 是 G AG 的 特征 向 量 ， 它 在 G 中 与 特征 值 相 
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关 而 在 G 中 与 特征 值 wn 一 k 一 1 相关 . 在 由 特征 向 量 构成 的 一 组 正 交 基 中 , G a EG 的 另 一 个 特征 向 
ft, $ A=A(G). HF 1, 2=0, MDa =0. 我 们 计算 得 到 Az 一 Jz 一 zx 一 Azr 一 0 一 zx 一 Az 一 
(71-22. a 

由 这 个 结论 可 以 得 出 正则 图 的 最 小 特征 值 的 一 个 下 界 和 K, 的 谱 的 另 一 个 推导 过 程 . 

8.6.26 推论 对 于 hk- 正则 简单 图 ， Akn 

WEB] 如 果 G 是 上 正则 的 且 为 过 … 过 ji， 则 根据 定理 8. 6. 22 一 8. 6. 25 可 知 G 特征 值 是 (n 一 k 一 1， 
一 1 一 mn，…， 一 1 一 iz). SERIE. nk >à l. " 

连通 正则 简单 图 G 的 特征 值 可 以 用 来 计算 其 生成 树 的 棵 数 . 特征 值 不 一 定 是 有 理 数 ,但 是 计算 
结果 r(G) 却 是 一 个 整数 . 矩阵 树 定理 (定理 2. 2. 12) 是 说 ，r(G) 等 于 Q= D 一 A 的 每 个 子 式 ， 其 中 A 
是 邻接 和 矩阵 ， 是 由 所 有 度 构成 的 对 角 和 矩阵 . 如 果 G 是 人 -正则 的 ， 则 D= 4 Adj Q 表示 Q 的 转 
置 伴随 矩阵 ( 即 由 带 有 正 负 号 的 余子 式 构成 的 矩阵 )， 于 是 矩阵 树 定理 断言 Adj Q=r(G)J. 对 K, 的 
生成 树 用 Cayley 公式 (定理 2. 2. 23) ， 我 们 有 Adi(nI- J) =n"? J. 

8.6.27 引 理 对 于 简单 图 G， 用 其 所 有 顶点 度 构成 一 个 对 角 撼 阵 ， 将 这 个 和 纸 阵 记 为 D. A= 
ACG), Q=D—A, W G 的 生成 树 的 棵 数 是 r(G) 一 det(J 十 Q)Vm. 

证 明 HEREBY) J? —nJ, JQ=0 B. Adj(AB)=Adj(A) Adj(B). 将 这 些 结果 应 用 到 JHQ Mh Ka 
产生 的 矩阵 m1 一] 上， 有 : 

Adj(nl — J)Adj(J +Q) = Adi[ (nl — DC +Q] = Adj), 

由 于 J 二 n/ 且 JQ=0， 故 由 计算 过 程 得 到 AdiinI - D) =n"? J. 而 且 ，Adj(nQ) =n") Adj Q 对 任 
RIM QE E. 消去 公 因 子 n 得 到 JAdi(J 十 Q@ 一 nr(G)J. 在 两 端 同时 右 乘 (J 十 QT 4938) J Cdet CJ 2 
DD =nG)nJ. 两 端 都 是 的 倍数 ， 故 所 证 的 等 式 成 立 . a 

如 果 避 是 正则 的 ， 则 可 以 用 特征 值 来 计算 x(G)( 如 果 将 特征 值 系统 进行 修改 ， 则 这 里 的 分 析 可 
以 扩展 到 所 有 图 上 )， 


k Agta, 
8.6.28 X GE 正则 的 连通 简单 m- 项 点 图 且 它 的 谱 为 ( 


l meem 


) 则 (G) = 


n!$9(Gb —n? I (k= ayy. 

证 明 HF I+Q=J+kI-A, MI+QWAAREA—J MES MAR 上 的 取 值 . 由 于 GG 
是 -正则 的 连通 图 ， 因 此 L, 是 其 与 特征 值 & 相关 的 特征 向 量 ， 且 其 他 特征 向 量 均 与 lv EX. A 
每 个 这 种 特征 向 量 也 是 A 一 的 特征 向 量 ， 并 且 与 这 些 特征 向 量 相关 的 特征 值 也 相同 ， 因 为 (4 一 J) 
z=Ar—Jr=Azr=Az. 

而 且 ,1, 是 A 一 J 的 与 特征 值 — n 相关 的 特征 向 量 . 这 就 找到 了 A J 的 所 有 特征 值 计算 特 
征 多 项 式 在 上 上 的 取 值 ,得 到 det(J + Q) = aJI (一 为 ) SEPARA E Y CGUO ,因为 当 G 是 


k- 正则 连通 图 时 4 一 是 $(G;4) 的 不 重复 出 现 的 因子 . 根据 引 理 8. 6. 27 ,将 行列 式 的 值 除 以 wr 就 得 
到 «GG. LI 

在 Kelmans[1967b]( 也 可 以 参见 Kelmans-Chelnokov[ 1974 ) rf. 作者 利用 图 的 拉 普 拉 斯 矩阵 的 
特征 值 将 引 理 8. 6. 24 至 定理 8. 6. 28 中 的 结果 扩展 到 了 任意 ( 非 正 则 ) 图 上 . 图 的 拉 普 拉 斯 矩阵 就 是 
上 面 使 用 的 矩阵 Q. Kelmans[1965，1966] 中 给 出 了 另 一 种 计算 图 的 生成 树 的 棵 数 的 方法 ， 
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Hartsfield-Kelmans-Shen[1996] 中 给 出 了 矩阵 树 定理 的 另 一 种 变形 . 


特征 值 和 扩张 图 

计算 机 科学 中 的 很 多 应 用 都 需要 “扩张 图 ”. Walters[1996] 搜 集 了 这 种 图 的 很 多 种 定义 . 扩张 的 
基本 概念 是 所 有 小 集合 都 具有 较 大 的 邻 域 ， 其 目的 是 在 不 引入 很 多 边 的 情况 下 获得 较 好 的 连通 性 . 

8.6.29 定义 “一 个 (un，&，c)- 扩 张 图 是 一 个 X，Y- 二 部 图 G， 其 中 | X1= 1Y| =n, AGO) 
并 且 | N(S) | SU +e(1— | S| /n)) + | Si 对 任意 满足 | S| 入 mV2 的 SSX 均 成 立 . 一 个 (n， 
-放大 器 是 一 个 -顶点 图 ， 它 满足 A(G)<k 且 |N(S)MS|Sc+ |S| 对 满足 | S| <n/2 的 任意 
SCV(G) 都 成 立 . 一 个 - 超 级 集中 器 是 具有 个 源 顶 点 和 n 个 收 顶点 的 一 个 无 环 有 向 图 ， 它 对 任意 源 
顶点 集 A 和 大 小 为 | A | 的 任意 收 顶 点 集 晶 均 存在 | A | 条 不 相交 的 A，B- 路 径 。 

扩张 图 出 现在 Ajtai, Komlós 和 Szemerédi[1983] 的 并 行 排序 网 络 中 . 扩张 图 的 条 件 增强 了 Hall 
条 件 ; 我 们 的 匹配 不 止 一 个 而 是 很 多 个 . 这 将 非常 有 助 于 构造 超级 集中 器 . Alon[L1986a] 讨 论 了 超级 
集中 器 的 应 用 . 最 大 度 的 界限 使 得 边 数 与 n 旦 线性 关系 ， 从 而 限制 了 构建 网 络 的 代价 . 

概率 方法 (习题 22) 对 充分 大 n 和 有 界 的 平均 度 得 到 了 扩张 图 (和 超级 集中 器 ) 的 存在 性 (Pinsker 
[1973]，Pippenger[1977]，Chung[1978b]). Margulis[1973] 利 用 代数 的 思想 明确 地 构造 出 了 一 个 例 
子 (也 可 以 参见 Gabber-Galil[1981]). 

尽管 恰当 生成 的 随机 图 几乎 总 有 较 好 的 扩张 性 ， 但 很 难 对 扩张 性 给 出 一 个 度量 . Tanner[ 1984] 
和 Alon-Milman[1984，1985] 独 立地 利用 特征 值 来 弥补 了 这 一 点 .他们 证 明了 当 最 大 的 两 个 特征 值 
相差 很 远 时 ， 图 具有 较 好 的 扩张 性 . 由 于 特征 值 容易 计算 (或 者 近似 )， 我 们 可 以 随机 生成 一 个 图 ， 
然后 通过 计算 它 的 特征 值 来 检查 其 扩张 程度 . 

我 们 仅 状 虚 正则 图 这 种 特殊 情况 . 在 应 用 中 ,扩张 图 比 放大 器 更 有 用 ， 但 是 由 一 个 (Cn，A，c) 
放大 器 很 容易 得 到 一 个 (n，(k 十 1)，c) -扩张 图 (习题 21). 因此 ， 我 们 考虑 特征 值 与 放大 倍数 之 间 
的 关系 .我们 给 出 的 内 容 选 自 Alon -Spencer[1992，pl19f 倍 ， 这 本 书 还 讨论 了 正则 (和 随机 ?图 的 特 
征 值 的 其 他 性 质 . 

8.6.30 定理 ”如 果 G 是 人- 正则 的 nn- 顶点 图 且 其 第 二 大 特征 值 为 4， 且 S 是 V(G) 非 空 真子 集 ， 
M |CS, S]1IzG-»lS[ | S| /nm 

证 明 ”由 于 是 -正则 的 ， 故 Amax(G) =k. 如 果 k 一 4 二 0， 则 定理 中 的 论断 是 平凡 的 ; 所 以 ， 
可 以 假设 G 是 连通 的 . 我 们 进行 如 下 计算 : 

Tk- Ar=kD 2B) nz; 2) Gi — 2X. 
现在 , 令 *= 1 S |， 并 且 对 iC SH — — QI OL IES RB — s 上 式 右 端的 和 式 变 成 
w qs. Sjl. 

因为 | S| ==; HORT Xon —0. MUR r EZF A 的 与 特征 什 相关 的 特征 向 量 Lu. 特征 向 量 
1, ELA 的 与 最 小 特征 值 0 相关 的 特征 向 量 . 由 引 理 8.6. 10 和 定理 8.6. 11, POM 
与 1, 正 交 的 所 有 向 量 上 取 到 的 最 小 值 是 k1 一 A 的 下 一 个 最 小 的 特征 值 4 一 因此 : 

IT Ar > (E — aT = G — GO s)? + (n= 8) = (k— Dsn 2n. 
由 于 xT (RI-A) =n? |CS, $]|. 因此 有 |[S, S]| 202 5QI— 2 /n. a 

8.6.31 推 论 如 果 G 是 一 个 -正则 的 mr- 顶点 图 且 它 的 第 二 大 特征 值 为 h， 则 @G 是 一 个 (ma，A， 


c)- 放 大 器 ， 其 中 c 一 (人 一 人 ) /2 


(463) 


Hia] 
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证 明 MMR SUG 中 * 近 WwW2 个 顶点 构成 的 集合 ， 则 由 定理 8. 6.30 得 到 | [LS，S]| 三 (4 一 2) 
xs AAS 的 每 个 项 点 至 多 只 能 与 这 些 边 中 的 人 条 关联 ， 所 以 S 在 S 中 的 相 邻 顶点 至 少 有 (kt 一 人) 
sn 一 5)/nk) 个 .由 于 (x 一 5)/n 宇 1/2， 故 结论 成 立 . a 

如 果 最 大 的 两 个 特征 值 相差 更 大 ， 则 我 们 还 将 得 到 更 大 的 放大 器 . Alon 和 Milman[1984] 将 放 
大 器 中 的 下 界 改进 为 > (2k 2A) / Gk — 220. Alon[1986b] 证 明了 道 命题 的 一 部 分 : 如 果 kG 
是 一 个 (n. ky -放大 器 ， 则 差 值 4 一 人 至 少 等 于 c271(4 十 2c2). 

现在 ， 用 已 知 的 方法 可 以 明确 地 构造 出 一 些 正则 图 ， 使 得 特征 值 1 与 2 的 差 几乎 可 以 任意 大 . 
对 于 直径 为 vd 的 人 -正则 图 ， 其 第 二 大 特征 值 至 少 是 2 VETTA — OC1/d)) (参见 Nilli 1991. 
Lubotzky-Phillips-Sarnak[1986] 和 Margulis[1988] 构 造 了 一 个 无 穷 正 则 图 族 ， 其 中 度 & 比 模 4 余 上 
的 索 数 大 1， 且 第 二 大 特征 值 至 多 为 E T. 
强 正则 图 

下 面 我 们 讨论 正则 图 的 一 个 特殊 子 类 ， 并 以 该 子 类 上 的 一 个 应 用 来 结束 本 节 . 

8.6. 32 定义 ”一 个 简单 的 n- 顶 点 图 G 是 强 正 则 的 ， 如 果 存 在 参数 上 ，X4， p 使得: (? 是 上 -正则 
的 ， 每 一 对 邻接 项 点 有 A 个 公共 的 相 令 顶点， 每 一 对 不 相 邻 顶点 有 六 个 公共 的 相 邻 顶点 、 

由 强 焉 则 图 特征 值 的 性 质 可 以 给 出 一 个 简短 的 过 程 以 证 明 * 友 谊 定理 "这 一 奇妙 的 结果 . 这 个 定 
理 指出 ， 在 任意 -一 次 聚会 中 .如 果 任 意 两 个 人 恰好 有 一 个 公共 的 熟人 ， 则 必 有 一 个 人 认识 所 有 人 
(比如 ， 聚 会 的 主人 就 是 这 样 的 一 个 人 ). 巾 熟识 关系 可 以 得 到 一 个 图 ， 它 由 若干 个 具有 一 个 公共 项 
点 的 二 角形 组 成 .研究 强 正则 图 的 另 一 个 动机 是 强 正则 图 与 设计 理论 问 的 联系 满足 一/ 的 强 正 
则 图 与 对 称 平衡 不 完全 的 区 组 设计 相对 应 . Biggs[1993， 第 3 部 分 ] 中 给 出 了 其 他 一 些 具有 丰富 代数 
结构 的 正则 图 

8.6.33 定理 ”如 果 (是 一 个 强 正 则 图 ， 且 它 有 个 顶点 并 且 参 数 分 别 为 上 ，A，ji， 则 GG 也 是 一 
个 强 正则 图 其 参数 为 一 一 人 一 1 A 二 一 2 一 2k 十 je fe p =n 2k +A. 

证 明 ET Gd ERE REHAB Did venues 在 N(wDUN(Gw) 中 还 有 2(k 一 1) 一 4 个 其 他 LB 
Ib v ise dj n—2-— 20 —1)--A BASEN HIATUS . 当 vewh, No UNG hti 26— p T B 
点 ;进而 .这 两 个 顶点 有 nkt p 个 公共 的 不 相 邻 顶 点 . a 

8.6.34 定理 ”如 果 电 是 一 个 强 正则 图 ， 且 它 有 nn 个 顶点 并 且 套 数 为 RA，p， 则 kk 一 A 一 1) 一 
poc E D. 

证 明 计算 以 冉 定 顶点 v 为 -个 端点 的 诱导 子 图 Pi 的 个 数 . 中 间 顶 点 岂可 以 用 A 种 方法 取 
X c FU iT ses :个 顶点 可 以 是 过 的 任意 一 个 不 与 v 相 邻 的 相 邻 顶 点 . 由 于 wv 也 不 能 被 选 
= 个 顶点 ， 央 此 第 三 个 顶点 的 取 法 共 为 k 一 4 一 1 种 . 另 一 方面 ,第 三 个 项 点 可 以 取 为 wv 的 不 相 
， 共 有 ok] Blk: MFRS HT. CADA v hy y 个 公共 的 相 邻 顶点 部 
可 以 选 作 中 间 . L 

8.6.35 例 (退化 的 情况 ; p=0 或 者 4 一 k 一 1 或 者 k 一 na 一 1) 我们 证 明 这 种 强 正则 图 是 十 1 个 
财 的 不 相交 并 . 根据 定理 8.6.34, 4 二 k 一 1 当 且 仅 当 py=0 或 者 k=n 一 1. 内 此， 可 以 假设 X= 
EM 现在 ，v 的 每 个 相 邻 顶点 均 与 其 他 所 有 顶点 相 邻 ， 这 样 P; 不 可 能 被 诱导 出 来 进而 GG 是 一 些 团 
的 不 相交 并 . a 

HUS. 假设 p>0 HACI. 定理 8. 6. 34 给 出 了 (由 三 个 整数 构成 的 ) 集 合成 为 强 正则 赂 的 参 
数 集 的 必要 条 件 . 另 一 个 必要 条 件 是 由 特征 值得 来 的 - 
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8.6.36 定理 ( 整 性 条 件 ) 如果 G 是 一 个 强 正 则 图 RUE n AUGERE B ROS k, ào p UF 
面 的 两 个 数 都 是 非 负 整 数 : 
工 (1x (n= DGc— à) — 2k ) 
Sa FAR W 
证 明 这 两 个 数 都 是 非 负 整数 ， 因 为 它们 是 特征 值 的 重 数 . 考虑 A?. 如 果 ij. W AT 的 第 i， 
了 个 元 素 是 上 ;， 如果 vi**v;， 则 这 个 元 素 是 4; 如 果 vpu, WADER p 由 于 vi yy I ADHERE 
阵 的 相应 元 素 被 标记 为 1 而 当 v 史 vj 时 补 图 的 邻接 和 矩 阵 中 相应 的 元 素 被 标记 为 1， 因此 有 A? 一 AT 二 
AA + CJ 一 1 一 A). 对 各 项 进行 重组 得 到 A? = IHAA. 
在 A? 的 表达 式 的 两 端 同时 乘 以 1, 得 到 : 
RA, = (k— pl + A- Rls + nds 
这 即 得 到 了 k(k 一 4 一 1) 三 p(n 一 k 一 1) 的 另 一 个 证 明 . 今 7 是 与 男 一 个 特征 值 9 关 k 相关 的 特征 向 最 出 
于 x 与 1, 正 交 ， 因此 有 Jr=0,. 在 A? 的 表达 式 的 两 端 同 时 乘 以 + 得 到 侨 一 (4 一 Jj00 一 (k 一 /二 0.0 的 


二 次 方程 有 两 个 根 r，s， 它 必然 是 全 部 其 他 特征 值 的 值 . OUR T GQ pet JO 


现 作 ， 今 a 和 是 特征 值 > 和 s 的 重 数 . 例 8. 6. 35 HT p 0 时 的 所 有 情况 . 因此 ， 可 以 假设 
10. 此 时 G 是 连通 的 . 因为 G 是 连通 的 ， 故 特征 值 上 的 重 数 为 1， 进而 有 14a 6». 由 于 所 有 


特征 值 之 和 是 0， 因此 有 十 ra 十 幼 二 0. 对 a 和 的 这 两 个 线性 方程 求解 得 到 a= 一 和 2 一 ， 


AG. 


p ELO D. 这 两 个 数 就 是 定理 中 给 出 的 两 个 数 ， 因 此 它们 是 非 负 整数 . " 


rs 

上 面 的 论证 过 程 也 可 以 从 相反 的 方向 进行 . 

8.6.37 定理 ”一 个 人 -正则 连通 图 G 是 参数 为 &，h， 久 的 强 正 则 图 当 且 仅 当 它 恰 好 有 3 个 特征 
MAD rs. 并 且 这 三 个 特征 值 满足 rs AT ue rs — (OR. 

8.6.38 例 ( 强 正则 图 的 分 类 ) 我 们 考虑 两 种 情况 : (DuA) = 2k AC Dp A 24. 如 
果 不 考 虑 平凡 的 取 值 ， 则 第 一 种 情况 要 求 x 二 4 十 1， 因 为 0 二 2k<<2n 一 2. 根据 定理 8. 6.33, GAG 
是 具有 相同 参数 的 强 正则 图 . 在 这 种 情况 下 ,我 们 还 知道 一 4 十 1 An 是 两 个 完全 平方 数 之 和 . 
而 且 ， 特 征 值 As 具有 相同 的 重 数 . 

在 第 二 种 情况 下 ， 有 理性 要 求 (一 2)? + 4k pd) = d! 对 某 个 正 整 数 d 成 立 ， 并 且 d 必须 整除 
Qi— DGQ^73) —2k. 这 时 ,特征 值 必须 是 整数 . 关于 这 种 图 ， 我 们 已 经 知道 各 种 各 样 的 一 些 例子 
在 4=0 且 p=2 这 种 特殊 情况 下 ， 已 知 三 个 这 样 的 图 ， 但 是 还 不 知道 这 个 图 序列 是 否 是 有 限 的 ! 已 
知 的 例子 ， 列 出 参数 (n, k, às p, EREU. 2, 0, 2), Clebsch 图 (16，5，0，2) 和 Gewirtz 
图 (56，10，0，2)( 参 见 Cameron-van Lint[1991]，p43)). Clebsch 图 出 现在 习题 23 中 , 其 他 强 正 则 
图 出 现在 习题 24 一 26 中 . a 

最 后 ， 我 们 证 明 友 谊 定理 . Craig Huneke 有 一 个 短小 的 证 明 ， 他 对 通道 进行 计数 并 使 用 了 模 算 
术 ， 由 此 排除 了 正则 图 ; 这 个 证 明 不 比 整 性 条 件 的 证 明 长 . Hammersley[1983] 讨 论 了 其 他 一 些 证 明 
方法 ， 这 些 证 明 都 避免 使 用 特征 值 ， 但 是 却 使 用 了 复杂 的 数值 方法 来 排除 正则 图 . 

8.6.39 定理 (友谊 定理 一 -Wilf[1971]) 设 G 是 一 个 图 ， 如果 其 中 任意 两 个 不 同 的 顶点 恰 有 一 
个 公共 的 相 邻 顶点 ， 则 G 有 一 个 顶点 与 其 余 所 有 顶点 都 相 邻 . 

证 明 条 件 的 对 称 性 表明 了 G 可 以 是 正则 的 . 如 果 G 是 正则 的 ， 则 它 是 满足 1 一 “一 1 的 强 正则 


El 
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图 . 根据 定理 8. 6.36 T (r7 1447 /k—1) 必须 是 整数 . 因此 ，A/ VR 一 1 是 整数 ， 这 个 条 件 仅 当 


k=2 时 成 立 . 然而 ，Ks 是 唯一 的 满足 条 件 的 2- 正 则 图 ， 因 此 它 确 有 度 为 ”一 1 的 顶点 . 

现在 ,假设 G 不 是 正则 的 . 我 们 证 明 ww 要求 d CO — d CoD. 任意 不 相同 的 顶点 有 唯一 的 公共 
相 邻 顶点 ， 这 个 条 件 不 允许 出 现 4- 环 . 令 w 是 {(v，w} 的 公共 相 邻 顶点 . Sa iu, vi AHAB D 
点 ， 令 0 是 tw，z} 的 公共 相 邻 顶点 . 任意 XES=N(v) 一 {u，a} 与 ww 有 一 个 公共 的 相 邻 顶点 (x). 
如 果 对 于 某 个 xES 有 f(r) 二 b， 则 rz，b，u，v 是 一 个 4- 环 . 如 果 对 不 同 的 zx，z ES 有 J(z) 一 
S62) , 则 zx，v，x'，/(z) 是 一 个 4- 环 . 这样， 我 们 就 证 明了 dwd). 由 对 称 性 可 知 dC) > 
d(w). 

由 于 GRRE. AER AT BUS v. wili& dC c dCGO. 根据 上 一 段 的 讨论 ，ve*w. > 
UREN MAI BOL. 由 于 “不 能 同时 与 Aw 具有 相同 的 度 ， 因 此 可 以 假设 d GO CO. 如 
果 G 有 一 个 顶点 zg NC, MW d(z)=d(w)， 但 是 这 又 要 求 row Maru 这 即 产 生 了 一 个 4- 环 v， 
u, z, w Wi, dC) 二 n 一 1. 


习题 
8.6.1 对 环 空间 和 键 空间 的 解释 . 给 定 图 G， 证明: 
a) 两 个 偶 子 图 的 对 称 差 是 一 个 偶 子 图 . 
b) 两 个 边 割 的 对 称 差 是 一 个 边 割 . 
co 每 一 个 边 割 与 任意 偶 子 图 有 偶数 条 公共 边 . 
8.6.2 环 空间 和 键 空间 的 维 数 .根据 习题 8. 6. 1 中 的 a 和 b， 图 G 的 环 空间 C 和 键 空间 B 是 二 元 向 
量 空间 . 证 明 : 如 果 G 是 连通 图 ， 则 C 的 维 数 是 eC(G) 一 n(G) 十 1 而 8 的 维 数 是 n(G) 一 1 
(提示 : 证 明 向 一 棵 特定 的 生成 树 中 添加 一 条 边 之 后 所 得 到 的 环 构成 了 环 空间 的 一 组 基 ， 再 
证 明 能 够 产生 单个 孤立 顶点 的 n(G) 一 1 个 键 构 成 键 空间 的 一 组 基 ， 或 者 利用 正 交 性 ). 
8.6.3 ”前 面 讲 过 ， 顶 点 v 的 闲 邻 域 指 的 是 N Co) U Gl. 
a) 设 S 是 简单 图 G 中 具有 相同 邻 域 的 一 些 顶点 构成 的 集合 ， 证 明 : G 有 一 个 特征 值 使 得 其 
重 数 至 少 为 | S | 一 1， 这 个 特征 值 是 什么 ? 
bit S 是 简单 图 G 中 具有 相同 闭 邻 域 的 一 些 顶点 构成 的 集合 ， 证 明 : G 有 一 个 特征 值 使 得 
其 重 数 至 少 为 | Si 一 1， 这 个 特征 值 是 什么 ? 
8.6.4 op 是 图 G 中 - 环 这 种 子 图 的 个 数 . L= Dal BREED KZA, D, — Udi 是 顶点 度 之 
和 . 将 os 和 os 用 {Ls} 和 {Ds} 表示 出 来 . 
8.6.5 特征 多 项 式 的 删除 公式 . XTARA, RNE (Gs A) 写作 to. 设 v[zy?] 是 任意 顶点 
[ 边 ]，Z(w)[ZKzy)] 是 由 包含 了 z[zy] 的 环 构成 的 集合 . 证 明 特 征 多 项 式 满足 下 面 的 递归 表 
达 式 : 
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p 


2 > p 


.1 


a 


16 


ate = ic 一 >) tw —2 >) tevo. 


bsc = fc- — 96 ry — 2 D) tovo. 

GER: 可 以 使 用 归纳 法 或 Sach AR. 32 -删除 公式 可 以 由 顶点 -删除 公式 得 到 . 注 : WRG 

是 一 个 森林 且 v 是 相 邻 顶点 为 u 的 叶子 ， 则 公式 可 以 简化 成 $c = Adc—» $o v u A BG = 

如 -my 一 如 ->-y) 

路 径 和 环 的 特征 多 项 式 . 

a) 利 用 习题 8. 6. 5， 分 别 找 出 PPn, DA BCC, s 4) 的 递归 表达 式 . 

b) 不 求解 递归 方程 ， 证 明 : (2cos(2nj/n): OSj<n—1} 42 C, 的 所 有 特征 值 . 

ec) 给 定 Spec(C,), 计算 Spec G， 其 中 G 是 添加 一 些 边 将 C, 中 距离 为 2 的 顶点 连接 起 来 之 后 
得 到 的 图 . 

对 于 一 棵 树 ， 证 明 : 特征 多 项 式 中 an OY BOB C7 Du, (Gs JEM py CO RAR KAW k 

的 匹配 的 个 数 . 利用 上 述 结论 ， 构 造 两 棵 不 同 构 的 “ 同 谱 ”8- 顶 点 树 ， 且 它们 的 特征 多 项 式 

BIE AS — 7A + OAS CE: 随 着 no, 几乎 没有 树 可 以 被 它 的 谱 唯 一 地 确定 下 来 ) 

(十 ) 设 了 是 一 棵 树 . 证 明 : c(T) 是 工 的 非 负 特征 值 的 个 数 ( 提 示 : 参考 定理 8. 6. 20). 


(Cvetković Doob-Sachs[1979, p233]) 

图 G 有 m $A n A, BAG 的 一 个 特征 值 . 证 明 : |à) V 2mO 7n. 

BEAL ye Am Alpis rs pn 分 别 是 G M H 的 所 有 特征 值 . 证 明 : GOH 的 mn 个 特征 值 

elata). 由 此 得 出 -立方 体 的 谱 ( 提 示 : 给 定 A(G) 的 一 个 与 相关 的 特征 向 量 和 

A(H) 的 一 个 与 uj 相关 的 特征 向 量 , 构 造 A(G 口 H) 的 一 个 与 4 十 py 相关 的 特征 向 最) 

计算 完全 p- 部 图 K，.….m 的 谱 ( 提 示 : 对 于 补 图 的 邻接 矩阵 ， 利 用 表达 式 ACG) 一 J 一 1 一 

AG). 

Hug MG; D =28— 2425 — 6425 一 48z1， 确 定 G. 

(DD) 证明: 如 果 G 是 连通 图 且 Amax(G) = — Asi (G), BUG E — 47 — REIR . 

(0 给 定 图 G， 设 ROO J& — 4 3E EE FL (98 i j PTR dolvi, vj). 证 明 : 一 个 图 的 塌 

陷 立 方 体 维 至 少 是 R(G) 的 正 特征 值 个 数 和 负 特 征 值 个 数 的 最 大 值 . 得 出 结论 : Kn MIA 

立方 体 维 是 n 一 1( 提 示 : 把 二 次 型 zTRz 重 写成 一 些 线性 函数 的 平方 和 ， 然 后 应 用 

Sylvester 惯性 定律 ). 

CDR G 的 拉 普 拉 斯 矩阵 Q 指 的 是 矩阵 DD 一 A， 其 中 D 是 由 所 有 顶点 形成 的 对 角 和 矩阵 而 A 

是 邻接 矩阵 . 拉 普 拉 斯 谱 是 Q 的 特征 值 序列 . 

a) 证 明 : Q 的 最 小 特征 值 是 0. 

b) 证 明 : 如 果 G 是 连通 的 ， 则 特征 值 0 的 重 数 为 1. 

UE, 如 果 G 是 -正则 的 ， 则 一 4 是 拉 普 拉 斯 特征 值 当 且 仅 当 X 是 (通常 意义 下 )G 的 
一 个 特征 值 ， 并 且 k 一 A 和 4 具有 相同 的 重 数 . 

给 定 实 对 称 矩 阵 ， 将 它 分 块 成 MT (5 2). 其 中 P, REDE. 由 线性 代数 的 一 个 引 

理 ， 可 以 知道 4max (M) + Amin (M) Asa CP) 十 Amax(R). 

a) 如 果实 对 称 阵 A 被 划分 成 1 个 子 矩阵 Ai 使 得 对 角 线 上 的 子 矩阵 Ay 都 是 方 阵 WE: 


468] 


(469) 


a st 


Amax CA) + C — DAsi CA) < J) Amar (Ai). 


b) 证 明 ，X(G) 三 1 十 hmax(G)/( 一 hmin(G)) 对 任意 非 平凡 图 G 都 成 立 (Hoffman [1970]). 
c) 利 用 四 色 定理 ， 证 明 AL (G) 7-344 CO) CO 对 于 可 平面 图 都 成 立 . 

8.6.17. 〈! 利 用 定理 8. 6. 28， 计 算 Kw.n 的 生成 树 的 棵 数 ( 注 : 参见 习题 2. 2.13). 

8.6.18. (AEREE A, bET DU RE UL A 中 删除 第 i 行 和 第 j 列 之 后 所 得 矩阵 的 行列 
RO. Adj A EW i, j 个 元 素 为 办 ;的 矩阵 . 根据 行列 式 依 行 展 开 的 定义 ， 得 到 A(Adj4) = 
(det ADI. 利用 这 个 公式 ,证明 : 如 果 A 的 各 列 之 和 是 0 向 量 ， 则 bi.; 的 值 与 j 无 关 ( 注 : 
与 下 一 个 习题 放 在 一 起 ， 就 完成 了 对 矩阵 树 定理 的 证 明 ( 定 理 2.2.12). 

8.6.19 (十 ) 设 C=AB， 其 中 A 和 B 分 别 是 nXm 和 mXn 的 矩阵 . 给 定 SE[m], 令 As 是 由 A 中 
编号 位 于 S 内 的 列 构成 的 nXn 和 矩阵 ，Bs 是 由 B 中 编号 位 于 S 内 的 行 构成 的 nXn WE. 
证 明 Binet-Cauchy 公式 : det C= 97 det Asdet Bs， 其 中 和 式 (中 的 5) 遍 历 [mj] 的 所 有 

In 0\/—In Bj (—l. B 

JXRROUR. SIERRA (人 ral A all 0 m 

8.6.20 如 果 一 个 矩阵 的 任意 方 子 阵 的 行列 式 都 位 于 {0，1， 一 1} 中 ， 则 称 该 矩阵 是 一 个 完全 么 模 . 
证 明 : 简单 图 的 关联 矩阵 是 完全 勾 模 当 且 仅 当 这 个 图 是 二 部 图 ( 记 住 ， 简单 图 的 关联 和 矩阵 
在 每 个 列 中 都 有 两 个 十 1). 

8.6.21 (一 ) 设 G 是 一 个 顶点 分 别 为 ww，…，m 的 (an，A，c)- 放 大 器 . HBSS SI X= nns 
ne) HB YS Uis cms SR, CWE: cy, € ECD SAMS i=j SUR viv; € ECG). 
WEB]. HH 是 一 个 (n, 十 1，c)- 放 大 器 . 

8.6.22 大 小 星 线性 的 扩张 图 的 存在 性 . 
apa (E9) 中 任意 选择 [站 的 人 个 :元 子 集 ， 随 机 变量 X 表示 这 些 子 集 的 并 集 的 大 小 ， 证 


明 ， pos (ams. 
b) (十 ) 对 于 aB<1， 证明 有 一 个 常数 不 使 得 在 n 足够 大 时 总 存在 天 ,的 一 个 最 大 度 为 人 
的 子 图 使 得 只 要 | S| an 就 有 | NO) | 281 S | RER: 随机 取 一 些 完美 匹配 ， 


求 它们 的 并 ， 由 此 生成 Kn 的 二 部 子 图 ). 
MEM: 存在 使 得 足够 大 时 n,k，c- 扩 张 图 总 存在 .Cn，a，B，d) -扩张 图 是 一 个 二 部 
图 GCKas, He | Al =| Bl =n, AG<d, FARE! S| <an RA | NCS) | > 


ACS). 
8.6.23 设 G 是 n 个 顶点 上 的 一 个 三 角形 无 关 的 图 ， 其 中 每 一 对 不 相 邻 的 顶点 恰好 有 两 个 公共 的 相 


邻 顶 点 . 证 明 : G 是 正则 的 且 n=1+ (^7). JUR REG 的 顶点 度 . 证 明 ，G 是 强 正则 
的 . 整 性 条 件 蔓 涵 了 上 的 什么 性 质 ? 对 所 有 RE {1，2，5)， 分 别 构造 出 这 种 图 的 例子 ， 当 


O 原文 的 译文 是 -6 等 于 (一 1D)' 乘 以 从 A 中 删除 第 i 行 和 第 j 列 之 后 所 得 的 矩阵 ”， 但 根据 线性 代数 的 知识 ， 此 处 
应 更 正 为 “b. 等 于 (一 "7! 乘 以 欠 A 中 删除 第 i 行 和 第 j 列 之 后 所 得 矩阵 的 行列 式 ” — 译 者 注 
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8.6. 24 


8.6.25 


8.6.26 


8.6.27 


8.6. 28 


A= 10 时 ， 这 种 图 的 实现 过 程 在 组 合 设计 的 使 用 中 非常 有 名 . 

(+) 证 明 : Petersen 图 是 强 正则 的 ; 确定 它 的 谱 ( 利 用 强 正则 图 的 性 质 很 容易 得 出 谱 ， 但 

不 利用 这 些 性 质 也 不 难得 出 谱 ). 利用 这 个 谱 证 明 : 完全 图 Kio 的 所 有 边 不 可 能 被 划分 成 三 

个 不 相交 的 Petersen 图 (提示 : 利用 谱 证 明 Petersen 和 矩阵 的 两 个 拷贝 有 一 个 公共 的 特征 向 

基 且 这 个 公共 的 特征 向 量 不 是 常数 向 量 ). (Schwenk[1983]) 

令 F=G 吕 有， 其 中 G 和 古都 是 至 少 有 2 个 顶点 的 简单 图 . 证 明 : 如 果 下 中 的 任意 两 个 不 

相 邻 的 顶点 恰好 有 两 个 公共 的 相 邻 顶点 ， 则 GAH 是 完全 图 . 

图 的 子 成 分 是 指 形 为 G[U] 的 诱导 子 图 ， 其 中 vEV(G) 而 U= NGO RH U= NC). Vince 

[1989] 定 义 (为 超 正则 的 ， 如 果 G 没有 顶点， 或 者 如 果 G 是 正则 的 且 G 的 每 个 子 成 分 也 

是 超 正 则 的 . 令 S 是 一 个 类 ， 它 由 下 面 这 些 图 族 构成 ，{aK。: a，4 之 0}( 若 十 个 同 构 团 的 

不 相交 并 )、{ Km 口 Km: m 宇 0}、Cs 以 及 这 些 图 的 补 图 图 族 . 

证明， S 中 的 每 个 图 都 是 超 正 则 的 ， 并 且 任 意 不 连通 的 超 正则 图 都 位 于 S HOE: 事实 
上 ,任意 超 正 则 图 都 位 于 5S 中 ,但 是 要 用 归纳 法 完整 地 证 明 这 个 结论 却 需要 好 儿 页 的 篇 
di. (Maddox[1996]，West[1996])) 

b) 证 明 ， 每 个 超 正则 图 都 是 强 正则 的 . 

(十 ) 自 同 构 与 特征 值 . 

DEH: o Xe G 的 自 同 构 当 且 仅 当 与 相对 应 的 置换 矩阵 己 在 同 G 的 邻接 矩阵 A 做 乘法 运 
算 时 是 可 以 交换 的 ; 即 PA= AP. 

b) BE a JEG 的 一 个 特征 向 量 ， 与 之 相关 的 特征 值 的 重 数 为 1. 令 呈 是 G 的 自 同 构 对 应 的 置 
BGM. WEH: Pr= tr. 

c) 得 出 结论 ， 如果 G 的 任意 特征 值 的 重 数 都 是 1， 则 G 的 任意 自 同 构 均 是 对 合 (映射 )， 对 
合 是 指 将 映射 重复 (一 次 ) 会 得 到 恒 等 映 射 . (Mowshowitz[1969]，Petersdorf -Sachs 
[1969]) 

CHAD HE Ls ee by 由 开关 5 ，…，sn 控制 . 第 i 个 开关 改变 第 i 个 灯泡 的 开 / 关 状态 ， 它 

有 可 能 还 控制 其 他 灯泡 的 开 / 关 ， 但 是 ，s; 改变 了 4 的 状态 当 且 仅 当 sj 改变 了 4 的 状态 . 

开始 时 ， 所 有 灯 都 处 于 关 状 态 . 证 明 ; 有 可 能 把 所 有 的 灯 都 同时 点 亮 ( 提 示 : 这 将 用 到 向 

量 空间 ， 但 不 会 用 到 特征 值 ), (Peled[1992]) 


附录 A 数学 基础 


本 附录 总 结 了 书 中 用 到 的 一 些 术语 和 数学 知识 ， 这 些 内 容 本 身 并 不 是 图 论 的 一 部 分 ， 但 它们 作 
为 图 论 学 习 的 基础 是 很 有 用 的 . 我 们 将 在 恰当 的 地 方 指出 这 些 内 容 在 图 论 中 使 用 的 实例 ， 因 此 建议 
读者 在 学 习 第 1 章 时 结合 阅读 本 附录 . 本 附录 对 这 些 知识 点 的 描述 将 以 John P. D'Angelo 和 Douglas 
B. West 所 著 ( Mathematical Thinking》(Prentice-Hall 出 版 社 ， 第 2 版 ，2000 年 ) 一 书 的 前 半 部 分 为 
BUR. 
集合 

最 基础 的 数学 概念 就 是 关于 集合 的 概念 . 这 个 概念 非常 基础 ， 它 不 能 用 更 简单 的 概念 来 定义 . 
我 们 将 集合 看 成 是 收集 在 一 起 的 若干 个 不 同 的 对 象 ， 这 些 对 象 具 有 精确 的 描述 ， 原 则 上 讲 ， 这 种 精 
确 的 描述 应 该 能 提供 一 种 判断 给 定 对 象 是 否 属于 该 集合 的 方法 . 

A.1 定 义 集合 中 的 对 象 称 为 该 集合 的 元 素 或 成 员 . 如 果 工 是 A 的 一 个 元 素 ， 则 记 为 YEA 并 
iM MFA”. 如 果 工 不 在 A 中 ， 则 记 为 工作 4A. 如 果 集 合 BB 的 任意 元 素 均 属于 A， 则 日 是 A HF 
集 而 A 包含 B; 记 为 BCA X ADB. 如 果 A 包含 但 不 等 于 B， 则 记 为 BCA. 

例如 ， 可 以 由 具有 个 顶点 的 所 有 图 构成 一 个 集合 A. 如 果 青 添加 另外 的 限制 ， 比 如 要 求 这 些 
图 是 连通 的 ， 则 得 到 A 的 一 个 子 集 . 

当 明确 地 将 某 个 集合 的 所 有 元 素 列 出 来 时 ， 我 们 用 大 括号 将 所 有 元 素 括 起 来 ;“A 一 (一 1.1)” 
表示 由 元 素 一 1 和 1 构成 了 集合 A. 按 不 同 的 顺序 来 书写 所 有 元 素 不 能 改变 一 个 集合 ,我 们 用 x， 
yES 来 表示 x My 都 是 S OUR. 

A.2 例 用 字母 N，Z，Q 和 RR 来 分 别 表 示 自 然 数 集合 、 整 数 集合 、 有 理 数 集合 和 实数 集合 . 
在 这 一 系列 集合 中 ， 每 个 集合 都 包含 在 后 一 个 集合 中 ， 故 有 NEZSQSR. 

这 些 集合 及 其 元 素 都 是 我 们 熟悉 的 对 象 . 根据 约定 ,0 不 是 自然 数 , BON= (1, 2, 3, n). 整 
数 集合 即 为 Z={…， 一 2， 一 1，0，1， 2，…}. 有 理 数 集 Q 由 可 以 表达 成 a/b( 其 中 a,，bEZ 且 4b 了 
0) 的 所 有 实数 构成 . 

这 几 个 数 集 上 的 基本 算术 性 质 我 们 也 很 熟悉 . 这 些 性 质 包 含 了 表达 式 、 等 式 和 不 等 式 的 代数 操 
作法 则 ， 还 包含 整数 相 除 的 基本 性 质 ~ a 

A.3 定义 ”如 果 集 合 ARBMAHLEMA, MHA BAB, LA A=B 空 集 是 唯一 不 含 
ARARO, RAD. 集合 A 的 真子 集 是 不 同 于 A 本 身 的 子 集 . 

空 集 是 任意 集合 的 子 集 ， 并 且 任 意 集合 是 其 自己 的 子 集 . 子 图 的 定义 (定义 1. 1. 16) 与 此 类 似 ， 
任意 图 均 是 其 自己 的 子 图 ， 但 要 得 到 一 个 真子 图 必须 要 删 掉 一 些 边 或 顶点 . 

“求解 一 个 数学 问题 "通常 意味 着 要 将 一 个 集合 用 更 简单 的 形式 表述 出 来 .我们 必须 证 明 满足 新 
表述 方式 的 所 有 元 素 构成 的 集合 与 原来 的 集合 相等 . 

A.4 注 记 (集合 相等 ) 为 证 明 A=B， 需 要 证 明 A 的 任意 元 素 均 在 B 中 且 B 的 任意 元 素 均 在 A 
中 ; 即 证 明 ACB 且 BSA. 也 可 以 将 其 中 一 个 集合 的 定义 转换 成 另 一 个 集合 的 定义 ,但 要 求 这 种 
转换 操作 不 改变 元 素 与 集合 之 间 的 隶属 关系 . 

本 书 为 各 种 图 证 明了 许多 特征 刻画 定理 . 这 种 定理 都 断言 某 两 个 集合 相等 (例如 ， 所 有 二 部 图 
构成 的 集合 等 于 由 所 有 不 含 奇 环 的 图 构成 的 集合 ， 定 理 1. 2. 18D. 
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通常 ， 一 个 数学 模型 定义 了 一 个 由 解构 成 的 集 S; 这 些 解 就 是 满足 问题 条 件 的 所 有 对 象 . 我 们 
要 明确 地 列举 或 描述 这 些 解 ， 这 也 给 出 了 一 个 集合 T. 这 样 ， 问 题 就 变 成 了 证 明 S— T. 证 明 SCT 
即 证 明 任意 解 都 属于 T; WEA TOS 即 证 明 T 的 任意 成 员 均 是 一 个 解 . LJ 

A.5 注 记 (刻画 一 个 集合 ) ”给 定 一 个 集合 A， 我 们 要 刻画 由 A 中 满足 给 定 条 件 的 所 有 元 素 构成 
的 子 集 S. 为 此 ， 可 以 写成 <*S= {rE A condition(z)}”. 我 们 将 这 种 写法 读 作 *S 是 由 A 中 满足 
“condition’ 条 件 的 所 有 元 素 z 构 成 的 集合 " 例如 ， 表 达 式 {nE N: n?<25) f (1. 2, 3, 4, 5) 
的 另 一 种 表示 法 . 

在 这 种 表示 法 中 ,集合 A 是 x 的 全 域 . 如 果 上 下 文 已 经 明确 了 全 域 的 意义 ， 则 可 以 从 这 种 表示 


法 中 删除 全 域 这 个 部 分 . n. (n: n€ N} 是 所 有 正 整 数 的 平方 构成 的 集合 . " 
许多 特殊 的 集合 都 有 大 家 常用 的 名 字 或 记号 . 
A.6 定 义 如 果 4，bEZ， 则 将 {iEZ: acit b) iE (a. =, b). 如果 nEN, Mil, =s n) 


记 为 [n]; [0] Z. 由 所 有 偶数 构成 的 集合 是 {2k: RC Z). DHABMHRORSR(2+1,kE [472 
Z) 一 个 整数 的 奇偶 性 表明 这 个 整数 是 奇数 还 是 偶 教 . 

注意 ，0 是 偶数 ;我 们 只 有 在 讨论 整数 时 ， 才 有 “奇数 ”和 “偶数 ”的 提 法 . 任意 整数 只 能 是 奇数 
或 偶数 ， 不 能 既是 奇数 又 是 偶数 . 


ATEX ”集合 A 的 一 个 划分 是 A 的 一 些 子 集 A1，…，A4， 使 得 A 的 每 个 元 素 恰 好 属于 这 些 
子 集中 的 一 个 ， 
奇数 集 和 偶数 集 划分 了 乙 将 集合 A USRA = A 后 ，Ai ，…，Ak 这 些 集合 称 为 “ 块 ”、 


“类 ”、“ 部 分 "或 者 “部 集 ”. 在 组 合 论 中 通常 用 * 块 "这 种 说 法 ， 但 是 在 图 论 中 * 块 "这 个 词 还 有 其 他 定 
义 ， 因 此 我 们 常用 "类 ?或 者 “ 集 " 这 种 说 法 “部 集 " 只 用 于 将 图 的 顶点 集 划 分 成 独立 子 集 时 得 到 的 那 
ERR. 

A.8 注 记 (关于 全 域 的 约定 ) MEREM Un EXERCERE. M n 应 理解 为 一 个 非 负 整数 .如 
果 用 来 表示 某 个 图 的 顶点 数 ， 则 由 上 下 文 可 以 知道 n 是 一 个 自然 数 . 如 果 我 们 只 说 某 个 数 是 正 数 
但 没有 提 及 包含 它 的 数 集 ， 则 我 们 是 指 这 个 数 是 一 个 正 实数 . Hit, “PIE z>0" 的 意思 是 " 设 r 是 

-个 正 实数 "， 但 是 在 “对 于 n22. 9 G 是 一 个 n- 顶 点 图 ”中 我 们 约定 NEN. 

A.9 定义 ”如 果 对 某 个 nENU10}， 集合 A 和 [n] 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 ， 则 称 A 是 有 限 的 . 
这 个 nn 值 称 为 A HAM, A | Al. 

前 面 给 出 的 几 个 数 集 的 另 一 个 基本 的 性 质 是 ， 只 要 mAn, WEERA A 不 可 能 与 [m] 和 [nm] 都 
有 一 一 对 应 . 故 有 限 集合 的 大 小 是 良 定义 的 . 对 一 个 集合 进行 计数 就 是 确定 其 大 小 . 

A. 10 注 记 (定义 中 的 “如 果 ”) 定义 数学 性 质 时 有 一 个 约定 俗 成 的 说 法 ， 即 ， 如 果 一 个 对 象 满 
足 某 个 条 件 则 称 该 对 象 具有 某 种 性 质 . 这 样 ， 条 件 就 可 以 用 性 质 来 替换 ， 反 之 亦 然 ! 故 这 种 “如果 ” 
实际 上 相当 于 “ 当 且 仅 当 ”. 定义 中 的 这 种 约定 俗 成 反映 了 这 样 一 种 观念 ， 即 : 只 有 定义 是 完备 的 ， 
被 定义 的 概念 才 会 存在 . Lj] 


存在 几 种 自然 的 方法 用 来 从 集合 得 到 新 集合 . 
AMEN 设 A 和 BB 是 集合 ,它们 的 并 集 AUB 由 位 于 A 或 B( 或 同时 位 于 二 者 ) 中 的 所 有 元 


素 构 成 ; 它们 的 交集 A 门 B 由 同时 位 于 和 A 和 B 中 的 所 有 元 素 构成 ; 它们 的 差 集 A 一 B 由 位 于 A 但 不 
位 于 BB 中 的 所 有 元 素 构成 ; 它们 的 对 称 差 AAB HEATA 和 日 之 一 的 所 有 元 素 构成 . 
如 果 两 个 集合 的 交 为 空 集 Z ， 则 称 这 两 个 集合 不 相交 . 如 果 集 合 A 含 于 所 讨论 的 某 全 域 U 中 ， [73] 
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则 A 的 补 集 A 是 U 中 不 含 于 A 的 所 有 元 素 构成 的 集合 . 

当 我 们 提 及 对 某 个 简单 图 取 “ 补 "时 ,我们 保持 顶点 集 不 变 而 对 边 集 (看 成 是 车 十 个 顶点 对 ) 取 补 
集 ， 此 时 全 域 是 所 有 的 顶点 对 . 另 有 一 些 时 候 ， 我 们 还 说 G 中 S 是 顶点 集 S 的 补 集 ， 此 时 我 们 是 指 
S=V(G)—S. 

A. 12 注 记 在 Venn 图 中 ， 外 层 的 矩形 框 表 示 所 考虑 的 全 域 ， 矩 形 框 中 的 区 域 对 应 于 各 个 集 
fr. 不 重合 的 区 域 对 应 于 不 相交 的 集合 . 在 两 个 集合 A 和 B 的 Venn 图 中 ，4 个 区 域 分 别 表示 AN 
B. AUB, A 一 B 和 8B 一 A. 注意 , AAB=(A 一 B)U(B 一 A). 

由 于 A 一 8B 由 位 于 A 中 但 不 位 于 中 的 所 有 元 素 构成 ， 故 A 一 B= 二 ANB. 类 似 地 ， 该 图 还 说 明 
8B 是 A 一 B 和 AUB 的 并 集 ， 而 这 两 个 集合 是 不 相交 的 . 它 还 说 明 对 称 差 可 以 从 并 集中 将 交集 删除 
而 得 到 . 


| " 


A. 13 注 记 (如 果 A de B JE £60. W AAB— CAUBD) - CAD DD. 并 集 包含 了 至 少 含 于 A 和 B 之 
-的 所 有 元 素 ;， 我 们 删 掉 同 时 含 于 A PESE 

如 果 A 和 日 是 有 限 集 , 则 1AUB1+1AnBI=141+18B81. 交集 中 的 每 个 元 素 在 等 式 
的 两 端 都 被 计算 了 两 次 ， 对 称 差 中 的 每 个 元 素 在 等 式 的 两 端 都 被 计算 了 一 次 ，( 等 式 的 两 端 均 ) 没 有 
对 其 他 元 素 进 行 计数 . a 

A.14 定义 ”元 素 取 自 A 的 一 个 序列 是 由 A PARR EMA SRP HR feit 
重复 ,一 个 所 元 组 是 具有 上 大 个 元 素 的 序列 . 我们 将 元 素 取 自 集合 A 的 所 有 大 元 组 构成 的 集合 记 为 At。 
如 果 A—(0, 1), U A 是 二 进 制 k- 元 组 的 集合 

有 序 对 (+， 少 是 具有 两 个 元 素 的 序列 . 集合 S 和 荆 的 笛 卡 儿 积 是 集合 {(z，>): zES，>ET}， 


IEH SXT. 

注意 ，42 =AXA 且 At={(r，…，r) 1 € AY. RAH EFE. S-T-ZMN. ff 
卡 儿 积 SX 了 是 整数 格 ， 即 坐标 平面 上 横 纵 坐 标 都 取 整 数 的 所 有 点 构成 的 集合 . 
量词 与 证 明 

粗略 地 讲 ， 一 个 数学 命题 是 可 以 确定 其 真 、 假 的 论断 . 这 就 需要 正确 的 数学 语法 ， 并 且 要 求 所 
有 变量 都 被 "量化 ” 


Am, x2 一 4=0 这 句 话 不 能 确定 其 真 伪 ， 央 为 我 们 不 知道 z 的 取 值 . 如 果 在 这 句 话 之 前 加 上 
“ 当 r=3 时 "或 者 "对 于 rzE {2， 一 2}" 或 者 "对 某 个 整数 rz”"， 则 它 就 变 成 了 一 个 数学 命题 . 
如 果 无 论 z 在 集合 S 中 取 什么 值 ， 论 断 P(z) 都 是 一 个 数学 命题 ， 则 下 面 的 两 个 陈述 句 也 是 数 
学 命题 : 
“对 所 有 的 x © S, 论 断 PCO 为 真 ” 
“对 某 些 2 € S, 论 断 P(z) 为 真 ” 
A.15 定义 “命题 “对 所 有 的 ES， 论断 PCz) 为 真 "中 ， 变量 工 被 全 称 量化 . 我 们 将 这 个 命题 写 
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成 (VrE S)P(x) 并 称 Y 是 全 称 量词 . 命题 “对 某 些 TE S， 论 断 P(z) 为 真 "中 .变量 工 被 存在 量化 . 
我 们 将 这 个 命题 写成 (37E S)P(z) 并 称 3 是 存在 量词 . 紧 跟 在 交 量 取 值 后 面 的 集合 称 为 论 域 . 

A. 16 注 记 (表达 量化 过 程 的 词汇 ) 一 般 情况 下 ,“ 每 个 "和 “对 于 所 有 ”表示 全 称 量词， 而 “ 某 
些 " 和 “存在 "表示 存在 量词 . 我 们 也 可 以 通过 提 及 论 域 中 的 任意 元 素来 表达 全 称 量化 ， 如 * 令 工 是 一 
个 整数 "或 者 "未 通过 考试 的 学 生 其 课程 不 合格 "下面 我 们 给 出 公共 的 表达 量化 过 程 的 一 些 逆 汇 . 


Afi hind WD (辅助 词 存在 量词 (3) (辅助 词 ) 

MLM AM. ERES 对 于 某 个 

Any 则 存在 使 得 

TUE. 对于， 给 定 至 少 有 个 *€ 

每 个 ,任何 个 满足 某 个 满足 
个 , 任意 必然 ， 是 Hot 使 得 

令 是 


“辅助 间 " 可 能 不 出 现 ,考虑 "一 个 实数 的 平方 是 非 负 的 "， 它 的 意思 是 2 20 对 每 个 <E R 部 成 
立 ; 它 关于 某 个 实数 的 命题 ， 因 而 仅 给 出 一 个 例子 并 不 能 证 明 这 个 命题 ， 当 我 们 说 "一 个 二 痢 
图 没有 奇 环 " 时 ,我们 是 指 * 每 个 二 部 图 中 都 不 存在 奇 环 "， 当 我 们 说 " 令 G 是 一 个 二 部 图 "时 ， 凤 意 
味 着 将 每 个 二 部 图 都 纳入 了 考虑 . 当 取 图 中 的 “任意 "一 个 顶点 时 ， 就 是 在 独立 地 考察 每 个 顶点 当 
考察 图 中 的 “任意 "一 个 顶点 对 时 ， 实 际 上 是 在 考察 图 中 的 每 一 对 项 点， 每 次 考察 一 对 项 点. 

“对 每 个 ("和 "对 每 个 图 C" 的 区 别 在 于 后 者 指明 了 全 称 变量 G 的 论 域 . @ [7 引 

存在 直 词 表达 的 是 下 界 ;“ 存 在 一 个 "和 “存在 两 个 "的 意思 分 别 是 至少 有 一 个 "和 和 "至少 有 两 个 ”. 

像 "存在 唯一 一 个 "和 "恰好 有 两 个 "这 样 的 短语 均 表 达 了 相等 关系 . 有 时 ， 相 等 关系 可 以 从 上 下 详 判 
断 出 来 ， 但 如 果 有 必要 就 要 将 它们 明确 地 表 

一 个 命题 的 基 闻 可 以 不 止 一 个 . 考虑 命题 "存在 色 数 为 任意 大 的 三 角形 无 关闭 "， 其 字里行间 中 
明确 地 表达 了 多 个 量词 的 意义 :; 这 个 命题 是 说 "对 每 个 nE N， 存 在 一 个 三 角形 无 关 的 图 使 其 色 数 至 
少 为 mw",“ 任 意 大 " 这 种 说 法 通常 以 上 述 方式 表述 了 一 个 隐 式 的 全 称 量 词 . 

与 此 类 似 ,“ 充 分 大 "这 种 说 法 则 表述 了 一 个 隐 式 的 存在 量 闻 . 命题 “2" 二 mo 对 充分 大 的 对 成 
立 ” 是 指 " 存 在 NON 使 得 对 所 有 n>N, 不等式 2" >! 成立” 

A.17 注 记 其 有 多 个 量 闻 的 命题 的 意思 依赖 于 这 些 量词 的 顺序 . 考虑 如 下 两 个 句子 ， 

“对 每 个 图 G, 存 在 m € N 使 得 每 个 vE VC 的 度 至 多 为 m” 
“存在 m € N 使 得 对 每 个 图 G, 每 个 vE VIG) 的 度 至 多 为 m" 
第 一 个 命题 是 真 的 ， 而 第 二 个 命题 是 假 的 . 每 个 (有 限 ) 图 均 有 一 个 最 大 度 ， 但 对 所 有 图 而 言 并 不 存 
在 度 的 最 大 值 . 几 逻 辑 符号 可 以 将 这 两 个 句子 写成 : 
(VG Gm € NX Y v € V(G) (GG) < m. 
(am € N)( YG) Y v € VG) (dalv) < m). 

在 英文 中 ， 量 间 通 常 出 现在 句子 的 末尾 以 提高 其 可 读 性 ， 如 “每 次 我 学 到 新 东西 时 部 感到 特别 
高 兴 ". 在 含有 抽象 概念 且 具 有 多 个 量词 的 句子 中 ， 我们 对 量词 的 顺序 有 一 些 约定 以 避免 混淆 ， 量 
间作 用 的 先后 次 序 就 是 它们 被 陈述 的 次 序 . 特别 地 ， 对 于 一 个 变量 ， 只 有 位 于 它 之 前 的 变量 取 定 
后 ， 才 能 确定 它 的 取 法 . 

例如 ， 在 (YO) (3mE N)P(G，m) 中 ， 只 有 知道 了 G 之 后 才能 选取 m 在 (3mEN)( YG)PCG,m) 
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中 ,我们 必须 选 出 一 个 m 使 得 它 对 所 有 的 G 都 起 作用 . a 
A. 18 注 记 (对 量化 命题 的 否定 ) 否定 词 的 逻辑 符号 是 .如果 所 有 zxE S 均 使 得 P(z) 为 真 这 个 
命题 不 成 立 ， 则 必 存 在 某 个 xE S 使 得 P(z) 为 假 . 类 似 地 ， 对 一 个 存在 量化 命题 进行 否定 将 得 到 一 
个 全 称 量 化 命题 . 用 符号 表示 为 : 
ALC x € DP] 的 意义 等 同 于 (3z € S) COP. 
[Gr E S)PGO] 的 意义 等 同 于 (VzE S C^PGO. 
否定 一 个 命题 时 ， 量 化 过 程 的 论 域 并 不 发 生变 化 . 
例如 ，A. 17 中 的 假 命 题 是 : 
(3m € WIVYO(YvE VG) (de (v) < m. 
其 否 命题 相当 于 (VY mE N) (3O)[ S( V v€ VO) Glo GO m). "ERI LA DE — JE ff AE (Y me ND 
(3GX(3v€ VG) ) (do C) >m). 这 个 命题 即 是 * 对 于 每 个 自然 数 m， 存 在 一 个 图 使 得 它 有 一 个 顶点 的 
EKF m”， 它 是 真 的 . 
逻辑 连词 可 以 用 来 构造 复合 命题 . 
A.19 定义 ”逻辑 连词 ,下 表 中 定义 了 几 个 操作 ， 它 们 的 名 字 位 于 第 一 列 中 ， 而 它们 的 真 值 位 
于 最 后 一 列 中 ， 


名 称 符号 意义 取 真 的 条 件 

BE in 非 P PAB 

合 取 PQ PHQ 间 为 真 

析 取 PvQ PRQ 394 —-THH 
RRA PSQ P 当 且 仅 当 Q 二 者 的 真 值 表 相同 
条 件 P>Q PARQ 也 为 真 则 Q 为 真 


A.20 注 记 合 取 和 析 取 是 作用 在 命题 各 个 构件 真 值 上 的 量词 .如 果 命题 的 所 有 构件 都 为 真 ， 
则 合 取 (* 且 ”) 恰 好 为 真如 果 命 题 的 构件 中 有 一 个 为 真 ， 则 析 取 (“或 ”) 恰 好 为 真 . 根据 我 们 对 否定 
的 理解 ， 可 以 得 到 -~(P AQ) 与 (~P)v(-~Q) 以 及 -~(P vQ) 与 (~P)A(-Q) 之 间 的 逻辑 等 价 关 系 . a 

A.21 定义 在 条 件 命题 P->Q 中 ,我 们 将 P 称 为 假设 条 件 并 将 Q RABE. 命题 Q=>P 是 
P>Q HHA. 

A.22 注 记 (条 件 ) 在 A.19 定义 的 操作 中 ， 如 果 将 已 和 Q 互 换 ， 则 意义 发 生变 化 的 唯一 一 个 
定义 是 条 件 命题 . P> 与 Q 一 尸 之 间 没 有 一 般 的 蕴涵 关系 . 对 图 G 来 考虑 这 三 个 命题 PNG 是 
一 条 路 径 "，Q 是 “G 是 二 部 图 "， 而 尺 是 “G 没有 奇 环 " iit, P QUE RUR Q P HB. 另 一 方面 ， 
Q=R 和 有 R=Q 均 为 真 . 

注意 ，G 在 这 里 是 一 个 变量 . 由 于 这 一 点 在 上 下 文中 已 经 很 清楚 了 ， 故 我 们 在 这 几 个 命题 的 符 
号 表示 中 删 掉 了 G 的 信息 . PS 的 确切 意义 用 G RARE V CPC QU). 

条 件 命题 为 假 当 且 仅 当 假设 条 件 取 真 但 结果 取 假 . AE, P> 的 意义 是 (~P)vQ; 这 两 个 表 
示 法 在 逻辑 上 是 等 价 的 . 假设 条 件 为 假 的 每 个 条 件 命题 都 为 真 ， 不 管 结论 是 否 为 真 . PSQ HE 
义 是 已 A(~Q). 

下 面 给 出 了 表述 PQ 的 说 法 . a 

mE P( 为 真 ) 则 Q( 为 真 ) 忆 为 真 仅 当 Q 为 真 
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QQ 为 真 只 要 P HK P 是 Q 的 充分 条 件 

QU KR PK QQ 是 P 的 必要 条 件 

数学 的 任务 就 是 证 明 蕴涵 关系 . 注意 ， 全 称 量 化 命题 可 以 转换 成 条 件 命题 . 命题 “(YGE G) 
(P(G)) ”等同 于 命题 "如 果 GE G， 则 (P(G)”( 在 如 下 的 情况 下 考虑 这 两 个 命题 ，G 是 所 有 二 部 图 构 
成 的 图 族 而 POBA G 没有 奇 环 ). 

根据 条 件 命题 的 意义 可 以 得 到 最 基本 的 证 明 方法 . 

A.23 注 记 ( 蔓 涵 关系 的 证 明 ) 证明 PSQ 的 直接 证 法 是 : 假设 P 为 真 ， 然 后 用 数学 推理 导出 
QUK. 如 果 己 是 “zEA" 而 Q 是 *“Q(z)”， 则 直接 证 法 就 是 对 任意 一 个 zxEA 导出 Q(x). 绝 不 能 “用 
举例 代替 证 明 ”, A 的 每 个 成 员 都 可 能 是 的 实例 ， 证 明 过 程 必须 对 所 有 的 情况 均 成 立 . 

PQ 的 逆 理 命题 是 "~Q 之 ~P. 这 两 个 命题 为 假 的 情况 都 是 ，P 为 真 且 Q 为 假 . 因此 ， 这 两 个 
命题 等 价 ; 可 以 通过 证 明 -Q 二 一 P 来 证 明 PQ. 这 就 是 逆 否 命题 法 . 

RANE AE RA (PSQSLP 和 (~Q)J]. 因此 ， 可 以 通过 证 明 P 和 一 Q 不 能 同时 成 立 来 证 明 
PSQ. 为 此 ， 首 先 假设 P 且 -QR， 然 后 由 此 得 到 矛盾 . 这 就 是 反 证 法 . 

后 两 种 方法 都 是 间接 证 法 . 如 果 对 PQ 的 直接 证 法 不 大 起 作用 ， 我 们 就 说 “ 若 不 然 "， 此 时 ， 
即 假设 了 -Q， 由 此 开始 间接 证 法 . 但 我 们 事先 并 不 知道 将 要 去 导出 ~ 已 还 是 将 要 用 P HQ KI 
JN. a 

这 几 种 证 明 方法 的 实例 在 书 中 均 出 现 过 . 如 果 对 命题 结论 的 否定 会 得 到 丰富 的 信息 ， 则 间接 证 
法 可 能 比较 有 效 . 相 比 于 寻找 直接 证 明 ， 间 接 证 法 可 能 更 容易 ， 因 为 这 时 在 证 明 过 程 中 可 以 同时 使 
用 假设 条 件 和 结论 的 否 命题 . 如 果 得 出 的 矛盾 是 ~Q 这 个 假设 不 可 能 成 立 ， 则 往往 可 以 用 直接 证 法 
给 出 一 个 更 简洁 的 证 明 .如 果 得 到 一 P， 就 证 明了 道 否 命题 . 

A. 24 注 记 ( 双 条 件 命题 ) MREMA PS FAF PSAS P)”. 我 们 将 "Pe3Q" 读 作 
“P 当 且 仅 当 Q”， 其 中 “Q=>P” 是 *P 4 Q"2 ili" PQ” P M4 Q"ZE. 

尽管 在 某 些 时 候 可 以 用 一 系列 等 价 命题 来 证 明 双 条 件 命题 ， 但 常用 的 证 明 方法 仍然 是 证 明 条 件 
命题 及 其 逆 命 题 ， 而 逆 命 题 也 是 一 个 条 件 命题 . 对 于 条 件 命题 及 其 逆 命 题 ， 我 们 均 可 采用 上 述 的 三 
种 基本 证 明 方 法 . 为 了 证 明 PQ， 必 须 证 明 下 表 中 每 个 列 内 的 一 个 命题 三 个 行 分 别 表 示 采 用 的 是 
直接 证 法 、 逆 否 命题 法 还 是 反 证 法 . 证 明 同一 列 内 的 两 个 命题 将 相当 于 把 同一 个 命题 证 明了 两 巡 . NN 


P=Q Q=P 
=Q> -P -P> -~Q 
ACP A(-Q)) —QQACSP)) 


学 生 们 常 对 “定理”、“ 引 理 ”"、“ 推 论 "等 这 些 用 来 标识 数学 结果 的 词 的 确切 含义 产生 疑惑 .在 希 
腾 语 中 ， 引 理 (lemma) 的 意思 是 “前 提 ” 而 定理 (theorema) 的 意思 是 “ 待 证 的 论题 ". 因此 ， 定 理 是 主 
要 结果 ， 其 证 明 有 一 定 的 难度 . 引 理 是 较 小 的 命题 通常 证 明 它 是 为 了 证 明 其 他 论断 . 命题 是 " 提 
出 来 "要 证 明 的 某 种 论断 ， 其 难度 往往 比 定理 小 .推论 (corollary) 这 个 词 来 自 拉丁 语 ， 它 是 对 一 个 意 
为 “赠品 "的 词 的 修改 ;推论 是 从 定理 或 命题 出 发 无 需 太 多 括 外 工作 即 可 得 出 的 论断 
归纳 与 递归 

许多 以 自然 数 为 变量 的 命题 都 可 以 用 归纳 法 来 证 明 . 在 定理 1. 2. 1 中 ,给 出 了 归纳 法 的 强 形 
X. 这 里 ， 我 们 复习 以 下 普通 的 归纳 法 ， 这 也 是 多 数学 生 第 一 次 接触 归纳 法 时 学 习 到 的 形式 . 它 涉 
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及 自然 数 的 良 序 性 ， 即 N 的 任意 非 空子 集 均 有 最 小 元 素 . 我 们 将 这 个 性 质 当 作 公理 ， 这 也 是 我 们 对 
自然 数 集 N 的 直观 理解 的 一 部 分 . 尽管 我 们 将 归纳 法 原理 作为 定理 给 出 ,但 本 质 上 它 与 N 的 良 序 
性 是 等 价 的 、 

A.25 定理 (归纳 法 原理 ) ”对 每 个 自然 数 n， 设 P(mD) 是 一 个 数学 命题 .如果 下 面 的 性 质 a 和 
成 立 ， 则 P(n) 对 每 个 hEN 均 为 真 . 

aP DAL. 

b) 对 于 REN， 如 果 P(A) 为 真 ， 则 PC(k 十 1) 为 真 . 

证 明 如 果 PCn) 不 是 对 所 有 的 n 均 取 真 ， 则 它 取 假 的 那些 n 值 构 成 的 集合 不 是 空 集 . 由 良 序 
性 知道 ， 这 个 集合 有 最 小 元 素 . 由 a 可 知 ， 最 小 元 素 不 是 1. 由 b 可 知 ， 最 小 元 素 不 可 能 比 1 大. 上 
述 矛 盾 说 明 POOXEBCI AY n BBL a 

在 应 用 数学 归纳 法 时 ， 我 们 证 明 A. 25 中 命题 a 的 过 程 称 为 基本 步骤 ,证 明 命题 b 的 过 程 称 为 
归纳 步骤 . 命题 b 是 一 个 条 件 命题 ， 它 的 假设 条 件 (“P(kA) "为 真 ) 称 为 归纳 假设 . 我们 用 正式 的 提 法 
给 出 一 个 例子 . 

A.26 命题 邻 S 是 由 平面 内 的 n 条 直线 构成 的 集合 ， 其 中 任意 两 条 直线 恰好 有 一 个 交点 且 任 
意 三 条 直线 没有 公共 点 ， 则 S 将 平面 分 割 成 1 十 n(n 十 1)/2 XX. 

证 明 RIH n 用 归纳 法 来 证 明 该 论断 对 所 有 nnEN 均 成 立 . 令 P( 台 表示 如 下 命题 ， 即 论断 对 
这 样 的 条 直线 构成 的 集合 成 立 . 

基本 步骤 (CP(1)): 一 条 直线 (将 平面 ) 分 割 成 的 区 域 数 是 2， 等 于 1 十 1(1 十 1)/2. 

归纳 步骤 (PC(k) 过 PCk 十 1)): 命题 P(A) 是 归纳 假设 . 设 S 是 满足 条 件 的 人 + 1 条 直线 构成 的 集 
A. 从 S 中 取出 一 条 直线 ， 设 它 是 了 上 (图 中 用 虚线 表示 ); 令 S Re S 中 将 删除 后 剩 下 的 k 条 直线 
构成 的 集合 . 

由 于 S' 满 足 条 件 . 故 归纳 假设 断言 S' 将 平面 分 割 成 1 十 A(k 十 1)72 个 区 域 . HR L 洪 加 进来 时 ， 
有 些 区 域 (被 二 ) 分 割 开 . 区 域 数 的 增加 值 等 于 被 工分 割 开 的 区 域 的 个 数 . 每 当 工 穿 过 S' 中 的 一 条 直 
线 时 ， 它 就 从 一 个 区 域 进入 另 一 个 区 域 . 由 于 上 穿 过 5S 中 的 每 条 直线 一 次 ， 故 S' 中 的 直线 将 1 分 
制 成 上 十 1 个 片断 . 每 个 片断 与 被 虐 分 割 的 一 个 区 域 相对 应 o 

因此 ， 由 5 分 割 成 的 区 域 数 比 由 S’ 分 割 成 的 区 域 数 多 上 十 1. 由 S 分 割 成 的 区 域 数 为 

Lb RR +DD/2 + GE D = 1+ Gi D Ge 2)/2. 

RNAI POO AER P+ D. 

由 归纳 法 原理 得 到 ， 论 断 对 每 个 nE N 均 成 立 . 


A.27 注 记 ”对 A. 26 的 证 明 可 以 进一步 讨论 ， 这 将 说 明 用 归纳 法 时 需要 注意 的 几 个 问题 . 首先 
注意 到 ， 在 证 明 有 关 非 负 正 数 的 命题 时 ， 可 以 将 n= 的 情况 作为 基本 步骤 . 

区 域 数 对 于 由 条 直线 构成 的 所 有 集合 都 相同 ， 这 一 点 从 这 个 问题 的 命题 来 看 并 不 显然 ; 但 它 
是 对 的 ， 内 为 我 们 已 经 证 明 这 个 数 的 计算 公式 只 依赖 于 n 

在 证 明 归纳 步骤 时 ,我们 在 开始 时 到了 较 大 问题 中 的 一 条 直线 L 这 种 做 法 实际 上 保证 了 在 取 
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直线 时 已 经 考虑 到 所 有 可 能 的 实例 ; 我 们 简短 地 回顾 这 种 做 法 . 

正如 A. 25 中 要 求 的 那样 ， 我 们 已 经 由 P(k) 证 明了 PRED. 在 本 书 的 绝 大 多 数 例子 中 ， 我 们 采 
用 的 归纳 法 的 形式 与 1. 2 节 引入 的 强 归纳 法 更 一 致 ， 它 与 这 里 的 形式 稍 有 不 同 . 为 了 证 明 P(m) 对 所 
有 zEN 成 立 ， 对 于 上 面 的 例子 我 们 将 首先 证 明 * 基 本 步骤 : "一 1…" 青 证 明 * 归 纳 步骤 :，x 盖 1…” 在 
证 明 归纳 步骤 时 ， 考 虑 这 样 的 条 直线 构成 的 任意 一 个 集合 S， 从 中 删除 一 条 直线 L， 然 后 将 归纳 候 
设 应 用 到 所 得 的 集合 S 上 . 

这 两 种 表述 方式 表达 的 证 明 过 程 的 实质 内 容 是 一 样 的 . 刚才 描述 这 种 表述 方式 强调 的 是 待 证 论 
断 要 证 明 的 事实 . 基本 步骤 直接 验证 论断 对 于 归纳 参数 的 最 小 取 值 是 正确 的 . 当 参 数 取 更 大 值 时 ， 
此 时 证 明 待 证 事实 的 正确 性 要 利用 归纳 假设 ， 即 待 证 事实 对 于 较 小 的 参数 是 正确 的 ， 这 就 是 归纳 步 
又 (反复 ) 利 用 归纳 步骤 即 可 证 明 论 断 对 于 参数 的 任何 子 序列 都 成 立 . a 

学 习 在 图 论 中 使 用 归纳 法 时 ， 很 多 学 生 在 两 个 特殊 场合 会 遇 到 麻烦 ， 其 一 是 当 要 用 归纳 法 证 明 
的 命题 P(m) 本 身 是 一 个 条 件 命题 AGO BGO RE. 此 时 ， 归 纳 假设 是 命题 AQI TD BG - D. 注 
记 1.3.25 给 出 了 此 时 归纳 步骤 的 一 个 范例 ， 且 这 种 例子 在 第 1 章 中 比比 皆 是 . 

另 一 个 麻烦 称 为 “归纳 陷阱 "， 例 1. 3. 26 花费 了 大 量 篇 幅 对 此 进行 讨论 . 这 里 ， 我 们 给 出 另 一 
个 例子 ， 由 POKER P(n 十 1)， 但 其 论述 方式 却 经 常 将 学 生 引入 归纳 陷阱 . 

A.28 例 ( 握 手 问 题 ) 阶 为 n 的 握手 聚会 (也 称 作 n- 聚 会 ) 是 由 nn 对 已 婚 夫妻 参加 的 聚会 ， 其 中 
每 对 夫妻 之 间 不 互相 握手 ， 且 除 男 主人 之 外 与 其 他 2n 一 1 个 人 握手 的 人 数 各 不 相同 .我们 对 HI 
纳 法 来 证 明 ， 女 主人 恰好 与 n 一 1 个 握手 . 

我 们 用 一 个 简单 图 作为 这 个 聚会 的 模型 ， 其 顶点 是 参与 聚会 的 所 有 人 ， 而 边 是 互相 握手 的 人 员 
对 .顶点 的 度 表示 与 该 人 握手 的 人 数 . 如 果 任 何人 不 与 其 配偶 握手 ， 则 每 个 度 均 介 于 0 和 2n 一 2 之 
间 . 除 男 主人 外 与 其 余 2 一 1 个 人 握手 的 人 数 各 不 相同 ， 这 个 条 件 意味 着 所 有 的 度 就 是 从 0 到 2" 一 
2 这 些 数 . 下面 给 出 了 nE (1，2，3} 时 各 种 情形 对 应 的 图 ， 位 于 同一 圆 固 内 的 顶点 表示 一 对 夫妻 ， 
男女 主人 位 于 每 个 图 的 最 右 侧 . 
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HAI: WH mn 二 1， 则 女 主 人 与 0( 亦 即 "一 1) 个 人 握手 ， 因 为 男女 主人 不 互相 握手 

归纳 步骤 ( 错 ): 归纳 假设 就 是 该 论断 对 六 聚会 成 立 . 对 于 这 样 一 个 聚会 ， 根 据 归 纳 假设 ， 女 主 
人 的 度 为 n 一 1. 根据 前 面 的 讨论 ， 除 男 主人 外 其 他 顶点 的 度 应 分 别 为 0，…，2n 一 2. 我 们 增加 一 对 夫 
dE. 得 到 一 个 十 1 -聚会 . 让 新 加 入 夫妻 中 的 一 个 人 与 先前 ”对 夫妻 中 的 每 个 人 握手 ， 而 另 一 个 人 不 
与 任何 人 插手 . 这 使 得 先前 顶点 的 度 都 增 大 1， 因 此 除去 男 主人 外 其 他 项 点 的 度 分 别 为 1，…， 
2% 一 1; 这 对 新 加 入 夫妻 的 度 分 出 为 0 和 2n. 因此 ， 新 得 到 的 确实 是 一 个 十 1- 聚 会 . 女 主 人 的 度 增 
jd. CN n. 

归纳 步骤 (对 )， 归纳 假设 即 是 该 论断 对 RART. 考虑 一 个 x+1- 聚 会 . 根据 前 面 的 讨论 ， 
除 男 主人 外 其 他 顶点 的 度 应 分 别 为 0 …，2n. 令 pi 表示 这 些 人 中 度 为 i 的 人 . 由 于 pen SBR ASE 
的 其 他 所 有 人 都 所 了 手 ， 因 此 po 这 个 没 与 任何 人 握手 的 人 必 是 没 与 pz 提 手 的 那个 人 . 因此 ，po 
是 pzn 的 配偶 . 而 且 ，S={po，pzn) 这 对 夫妻 不 是 男女 主人 ， 因 为 男 主人 不 在 {po，…， pal. 

不 位 于 S 中 的 每 个 人 恰好 与 S 中 的 一 个 人 握手 ， 即 pu. 如 果 删 除 S 得 到 一 个 较 小 的 聚会 ， 则 
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在 该 聚会 中 还 剩 下 ”对 夫妻 (包括 男女 主人 ); 在 这 个 聚会 中 ， 每 个 人 都 不 与 自己 的 配偶 握手 ， 且 与 
每 个 人 握手 的 人 数 较 原来 整个 聚会 时 与 之 握手 的 人 数 小 1. ， 在 这 个 较 小 的 聚会 中 ， 除 男 主人 
外 ， 与 每 个 人 握手 的 人 数 各 不 相同 . 

删除 S 后 ， 得 到 一 个 六 聚会 (在 上 图 中 ,在 n—3 的 情形 中 删除 最 左 侧 的 夫妻 即 得 到 "一 2 的 情 
形 ). 将 归纳 假设 应 用 到 这 个 二 聚会 上 ， 可 知 女 主人 与 S 这 对 夫妻 之 外 的 n 一 1 个 握手 .由 于 她 还 与 
pu € S 握手 ， 故 在 整个 zx 十 1- 聚 会 中 她 与 个 人 握手 、 a 

例 A. 28 中 ， 第 一 种 论述 陷 人 了 归纳 陷阱 ， 因 为 它 并 未 考虑 所 有 可 能 的 (" 十 1)- 聚 会 . 它 只 考虑 
了 在 六 聚会 中 按照 某 种 方式 添加 一 对 夫妻 得 到 的 (十 1)- 聚 会， 但 并 未 证 明 所 有 (" 十 1)- 育 会 都 可 以 
通过 这 种 方式 得 到 . 

从 任意 一 个 (十 1) -聚会 人 手 ， 为 了 得 到 一 个 情形 使 得 归纳 假设 得 以 应 用 ， 必 须 证 明 所 有 的 
(n 十 1) -际会 都 是 按 上 述 方式 得 到 的 . 我 们 不 能 随意 删除 一 对 夫妻 以 得 到 较 小 的 聚会 . 我 们 必须 找 
出 一 对 夫妻 S， 使 得 S 之 外 的 每 个 人 恰好 与 S 中 的 一 个 人 握手 . 只 有 这 样 才 能 保证 较 小 的 聚会 满足 
所 有 假设 条 件 并 因此 成 为 一 个 e E. 

在 前 一 种 论述 中 ， 需 要 证 明 较 大 的 对 象 均 可 以 由 较 小 的 对 象 生成 ;而 在 后 一 种 论述 中 ， 我 们 的 
需要 变 成 了 证 明 较 小 的 对 象 满足 归纳 假设 中 的 所 有 条 件 . 

有 时 ， 证 明 归 纳 步 又 需要 用 到 的 较 小 实例 不 止 一 个 . 如 果 我 们 总 用 POYX1- 22 P(n 一 1) 来 证 明 
P(n)， 则 在 开始 时 就 必须 证 明 P(1) 和 PORRE. 归纳 步 又 本 身 不 能 用 来 证 明 P(2) 成 立 ， 因 为 
P(0) 根 本 不 存在 . 

A.29 例 Bary oz ，… 是 如 下 定义 的 数列 ，ai =2，oz 一 8 且 当 n3 时 一 4(an- 1 一 an -2) 
我 们 要 找 一 个 公式 将 an 表达 成 的 形式 . 

我 们 猜想 一 个 满足 所 给 数据 的 公式 . 由 定义 ，a3 二 24，as 二 64，as = 160. 所 有 这 些 值 都 满足 
a, = n^. 猜想 an 可 能 满足 这 个 公式 ， 我 们 尝试 用 归纳 法 来 证 明 它 . 

当 n=1 时 ， 有 w=2=1.21; 4 n=2 i, H a=8=2 2. 在 这 两 种 情况 下 ， 公 式 都 成 立 . 

在 归纳 步骤 中 ,证明 这 个 公式 对 "过 3 gr. 我 们 要 使 用 归纳 假设 ， 即 公式 对 一 2 和 n 一 1 
这 两 个 较 小 的 实例 都 成 立 . 这 使 得 我 们 可 以 用 这 两 个 实例 的 表达 式 来 计算 a 

an = Aa, 1 —an2) = 4[(n— 1)2" 1! — (nm2)2"?] = (2n— 2)2" — (n~ 2)2" = n2". 


公式 对 an 的 有 效 性 来 自 于 公式 对 an-!1 和 an-2 的 有 效 性 ， 这 即 完成 了 证 明 . a 
在 这 个 证 明 中 ， 在 基本 步 又 中 必须 证 明 公式 对 n= 1 M n= 2 MORE; FAI ORE "一 2 
的 情形 是 无 效 的 . 例 A. 29 用 递归 关系 来 定义 a1，a2，…. 一 般 项 ww 是 由 它 之 前 的 若干 项 来 表征 


的 . 类 似 地 ， 命 题 A. 26 的 证 明 也 得 到 由 条 直线 分 割 成 的 区 域 数 r* 的 一 个 递归 表达 ; 普 一 六- 十 
n, Bry =2. 

UU SSB UA EAR ETE HE a 时 要 用 到 之 前 的 k 个 项 ; 则 必须 给 出 个 初始 项 的 值 才能 够 确切 地 定 
义 所 有 的 项 ; 这 就 是 递归 的 阶 & 用 归纳 法 来 证 明 价 递归 的 命题 时 ， 基 本 步骤 一 般 需要 证 明 《个 
初始 命题 . 由 枚 举 组 合 学 的 一 些 标准 技术 可 以 得 出 许多 递归 关系 的 解 ， 无 需 进行 猜想 或 直接 用 归 
纳 法 . 

有 时 ， 我 们 在 图 论 中 也 要 用 到 递归 计算 . 也 许 在 每 个 图 上 都 有 一 个 值 ， 而 不 是 像 序列 一 样 同一 
个 “大 小 " 才 有 一 个 值 . 如 果 我 们 能 够 将 图 G 的 值 用 具有 较 少 边 的 图 的 值 表示 出 来 (并 为 不 含 任何 边 
的 图 确定 相应 的 值 ) ， 则 即 可 建立 递归 关系 . 我 们 用 这 种 技术 来 计算 树 的 棵 数 (2. 2 节 ) 和 真 着 色 的 
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个 数 (5. 3 节 ). 
函数 

函数 将 一 个 集合 的 所 有 元 素 转 换 成 另 一 个 集合 的 元 素 . 

A.30 定义 ”从 集合 A 到 集合 BB 的 一 个 函数 /为 每 个 a€ A 分 派 B 中 的 唯一 元 素 /(a)，/(a) 称 
为 a 在 /下 的 像 . 对 于 从 和 A 到 B 的 函数 ( 记 为 /: A+B), 集合 A 称 为 定义 域 ， RO BRAM. 
对 于 定义 域 为 A 的 函数 ,其 像 是 指 {f(a) : a€ A). 

我 们 对 许多 初等 函数 非常 熟悉 ， 比 如 绝对 值 函 数 和 多 项 式 函数 (它们 都 定义 在 R 上 ).“ 大 小 ”是 
一 个 函数 ， 其 定义 域 是 所 有 有 限 集 构成 的 集合 ， 值 域 是 NU (0). 

A.31 定 义 对 xER， 下限 | 是 不 超过 工 的 最 大 整数 . ERK FT x 的 最 小 整数 . 序列 
ER LIAN 的 函数 . 

下 限 函 数 和 上 限 函 数 将 R 映射 到 N. 如 果 序 列 的 值 域 为 A， 则 序列 中 的 所 有 元 素 都 位 于 A 中 ， 
我 们 将 序列 写成 w az, az, =s XE an= fn). 前 面 我 们 用 归纳 法 证 明了 命题 序列 和 用 数列 描述 
WAR. 

有 时 我 们 需要 知道 从 R 到 R 的 函数 的 增长 速度 到 底 有 多 快 ， 尤 其 在 分 析 算法 时 . 例如 ， 如 果 函 
Kg 在 自 变量 充分 大 以 后 以 一 个 二 次 多 项 式 为 上 界 ， 则 该 函数 的 增长 (至 多 ) 称 为 是 二 次 的 . 附录 也 
中 给 出 了 函数 增长 速度 的 精确 讨论 . 

A.32 注 记 ( 函 数 的 图 示 ) ”函数 /: A 一 B 定 义 于 A FAA 映射 到 B. 为 了 将 函数 1/: ABB 
象 化 ， 我 们 用 一 个 区 域 表示 A， 用 另 一 个 区 域 表 示 B; 对 于 每 个 z€ A 引 一 个 箭头 指向 B 中 的 f(x), 
用 有 向 图 的 术语 来 说 ,我们 在 部 集 为 A 和 B 的 二 部 图 上 产生 了 一 个 定向 ,其 中 A 中 的 每 个 元 素 恰 
好 为 一 条 边 的 尾部 . 

函数 的 像 包 含 在 其 值 域 中 . 因此 ， 我 们 将 像 画 在 了 值 域 的 内 部 . 


定义 域 


为 了 给 出 一 个 函数 ， 需 要 为 每 个 a€ A HE f(a). 为 此 ， 可 以 列举 所 有 (a，f(4)) 对 ， 给 出 由 a 
计算 /(4) 的 公式 ， 或 用 自然 语言 描述 由 a 得到/(4) 的 规则 . 

A.33 定义 BH ft A 一 B 是 双 射 如果 对 每 个 bE BB 恰好 有 一 个 aE 有 A 使 得 /(a) 二 bb 

在 双 射 下 ， 值 域 中 的 每 个 元 素 恰好 是 定义 域 中 某 一 个 元 素 的 像 . 因此 ， 如 果 双 射 用 A. 32 的 方 
法 来 表示 ， 则 值 域 中 的 每 个 元 素 恰 好 是 某 一 条 边 的 头 部 . 

A.34 例 ( 夫 委 配对 ) ”在 某 个 舞会 上 ， 设 M 是 所 有 男士 构成 的 集合 ， 设 W 是 所 有 女士 构成 的 集 
合 . 如 果 参 与 舞会 的 人 全 部 是 成 对 的 夫妻 ， 则 可 以 如 下 定义 一 个 映射 /: MW. 令 /(z) 是 工 的 配 
M. 对 于 每 个 女士 wE W， 恰 有 一 个 男士 EM (EG Go w. Alt, 是 从 M 到 W 的 双 射 。 N 

双 射 将 来 自 两 个 集合 的 所 有 元 素 两 两 配对 . 因此 ， 也 可 以 将 从 A 到 日 双 射 称 为 A 与 B 之 间 的 
一 一 对 应 . 偶尔 ， 我 们 还 在 书 中 使 用 如 下 的 非 正 式 说 法 : 一 个 集合 的 所 有 元 素 "对 应 着 " 另 一 个 集合 
的 所 有 元 素 ; 此 时 ， 是 指 这 两 个 集合 间 存 在 着 一 个 自然 的 一 一 对 应 . 

如 果 A 有 个 元 素 ， 则 将 它们 全 部 列 出 形成 a1 ，…，as 就 得 到 从 [站 到 A 的 一 个 双 射 . 如 果 从 


asa 
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一 个 方向 来 看 这 个 对 应 关系 即 得 到 一 个 从 A 到 [wj 的 双 射 . 所 有 的 双 射 都 可 以 “ 倒 过 来 ” 
A.35 定义 ”如 果 /是 从 A 到 B 的 一 个 双 射 ， 则 /的 逆 函 数 是 一 个 吏 数 g: BRA. CR 
EA DEB, gU) A PHBL (GO Tb 的 元 素 r ANH BH IAS ?. 
UR — 4 eR COO (CR I 985 — 1 a AY it Be FSS — e R RBE FEL BEJH AS — A i E H BD T 
得 到 一 个 新 的 函数 ， 其 定义 域 是 第 一 个 函数 的 定义 域 ， 而 其 值 域 是 第 二 个 函数 的 值 域 . 
A.36 定 义 deX [: A--B eg :BC 是 两 个 函数 则 与 /的 复合 是 一 个 函数 h 1 AC. 
其 定义 为 : 对 所 有 EA, GO mg FG. I AE 5 f£ BS HA hg f. 


根据 定义 ， 容 易 证 明 两 个 双 射 的 复合 仍 是 一 个 双 射 . 命题 1. 1. 24 中 用 到 了 这 一 点 ， 即 图 的 多 
个 同 构 映 射 的 复合 仍 是 同 构 映 射 . 
计数 与 二 项 式 系 数 
讨论 计数 时 马上 就 会 遇 到 求 和 以 及 求 积 ， 这 两 个 操作 可 以 用 恰当 的 记号 简明 地 表示 出 来 
A.37 注 记 ”我 们 用 大 写 "sigma" 这 个 希腊 字母 忆 来 表示 求 和 . 当 a 和 4 都 是 整数 时 ， Drew m 
值 是 在 所 有 满足 4 < Ax OO 求 和 的 结果 . 这 里 .i 是 求 和 操作 的 案 引 而 GD ERAH. 
TUM JG 来 表示 两 数 /在 集合 S 的 所 有 元 素 上 取信 之 和 如 果 未 指明 任何 子 集 , 则 > 
表示 在 全 域 上 求 和 . 如果 表示 求 和 项 的 符号 不 发 生变 化 , 则 可 以 省 略 求 和 符号 的 下 标 , TSH Eri. 
当 用 大 写 *pi”" 这 个 希腊 字母 ， 即 来 表示 带 案 引 的 求 乘 积 操作 时 ， 可 以 采用 类 似 的 记 法 ， W 
为 了 完成 对 有 限 集合 的 计数 ， 可 以 将 问题 分 解 成 若干 个 子 问题 ， 有 两 个 法 则 可 以 帮助 我 们 按照 
这 种 方式 组 织 这 些 子 问题 . 这 遇 个 法 则 的 依据 是 大 小 的 定义 和 双 射 的 性 质 ~ 


A. 38 定义 ”加 法 法 则 断言 :如 果 人 A 是 有 限 集 上 且 B1,…，,Bm 是 A 的 一 个 划分 , 则 | A|= MIB. 
ti 
设 下 是 一 个 集合 ,对 其 元 素 的 表征 可 以 分 为 若干 个 步骤 S Se LEE RS) Si 是 如 何 


完成 的 ,步骤 Si 均 可 以 用 ri 种 方法 来 完成 . REAMME: |T] 一 I[ 
例如 ， 如 果 序 列 中 的 元 素 取 自 一 个 大 小 为 9 的 集合 ， 则 长 度 为 的 序列 共有 qt e 不 管 其 他 位 
置 的 元 素 是 如 何 选取 的 ， 序 列 中 每 个 位 置 的 元 素 均 有 9 种 选择 . 根据 乘法 法 则 ， 共 有 4 种 方法 来 


构造 人 -元 组 . 
A.39 定义 ”有限 集 S 的 一 个 置换 是 从 S 到 S 的 一 个 双 射 . 对 于 [四 ] 的 一 个 置换 /, 它 的 词 形 就 是 


依次 列 出 置换 中 的 各 个 元 素 所 得 到 的 形式 SO) fd. 集合 S 的 所 有 元 素 的 一 个 排列 就 是 按照 某 


ARR RO RAR. AU GRE ORD 来 表示 [让 并 约定 01 一 1. 
[的 置换 的 词 形 包含 了 该 置换 的 全 部 信息 .为 了 方便 计数 ， 我 们 将 词 形 看 作息 换 . 因此， 
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614325 是 [6] 的 一 个 置换 . 按照 这 种 观点 ，[ 站 的 一 个 置换 就 是 [站 的 一 个 排列 . 

A.40 定理 任意 元 集合 有 n! 个 置 接 (不 重复 的 排列 ). 一 般 情况 下 ， 对 大 小 为 /的 集合 ， 其 
中 不 个 不 同 元 素 的 排列 共有 n(n 一 1)…(n 一 十 1) 个 、 

证 明 ”对 于 大 小 为 的 集合 S， 我 们 对 由 S 中 个 不 同 元 素 构成 的 序列 进行 计数 .如果 kn, 
则 不 存在 这 样 的 序列 ， 这 与 计算 公式 一 致 . 我 们 逐次 确定 排列 中 的 元 素 ， 即 在 确定 第 i 十 1 个 元 素 
之 前 先 确定 之 前 的 所 有 元 素 ， 由 此 来 构造 整个 排列 . 

存在 "种 方式 来 确定 1 的 像 . 对 于 每 一 种 方式 ,又 存在 一 1 种 方式 来 确定 2 的 像 . 一 般 情 况 下 ， 
确定 了 前 i 个 数 的 像 之 后 ,为 了 避免 重复 使 用 已 经 用 过 的 元 素 , 还 有 n 一 i 种 方式 来 确定 下 一 个 数 的 
像 ,不 管 前 ;个 数 的 像 是 如 何 确定 的 .由 乘法 法 则 得 到 排列 的 个 数 等 于 J| n o. 

序列 中 元 案 的 次 序 在 一 些 情况 下 又 常常 没有 太 大 意义 . 

A.41 定义 ”从 [] 中 选取 个 元 素 的 一 个 组 合 是 [n] 的 一 个 -元 于 集 . 这 种 组 合 的 个 教 是 ") 选 
— 
b". ith 的 

AH eco R A> my W (7) 0s 此 时 ， 无 法 从 [四 中 选取 人 个 元 素 ， M osten 时 ， 有 简单 的 
计算 公式 ， 

AGIEBO FAROLA n tek. (= 二 一 六 

证 明 将 组 合 与 排列 关联 起 来 . 我 们 用 两 种 方法 对 [四 中 的 大 元 排列 进行 计数 . R A. 40 那样 依 
次 确定 排列 中 各 个 位 置 的 元 素 ， 得 到 这 种 排列 的 个 数 为 Oi D QIT ED. 

另 一 方面 、 可 以 先 取出 一 个 人 元 子 集 ， 然 后 按 一 定 次 序 将 其 中 的 元 素 列 出 来 . 根据 定义 ， 共 有 
(，) 种 选取 子 集 的 方法 . 根据 乘法 法 则 ， 这 种 排列 的 数 日 为 (7a ， 


这 两 种 计数 方法 都 计算 了 这 种 排列 的 个 数 . WEH na Dekt = (2 er. 两 端 同时 
除 以 Al Ded Te " 
计算 () 的 公式 可 以 写成 zoe omm BUE A. 42 RU RTE SEAT AT LI k eHh 


kb GA! 
BE. Hel. (2) -ni-p72 iti (7) men 02/6. MERE » 个 顶点 的 完全 图 的 边 数 。 这 种 
形式 更 能 体现 计数 论述 的 本 质 ， 它 是 在 分 子 和 分 母 中 约 掉 了 央 子 (n 一 已 1 . 
由 于 所 有 的 (2) 恰好 作为 系数 出 现在 两 项 和 的 次 方 中 ， 故 这 些 数 也 称 为 二 项 式 系数 。 
A. 43 定理 (二 项 式 定理 ) 对 me N,(I 十 2)" = 站 (ro 一 
证 明 证 明 过 程 就 是 将 乘积 (rz+ y)(z+y)…(zr+y) 展 开 的 过 程 . 为 了 得 到 乘积 结果 中 的 一 个 
项 ， 必 须 从 每 个 央 子 中 选取 或 者 y; 工 因 子 的 个 数 是 10，…， 吃 中 的 一 个 数 上 ， 而 其 余 mn 一 k 个 因 


子 都 是 y. ahy" “的 项 数 等 于 选取 k 个 x 因子 的 方法 数 . 对 上 求 和 即 得 到 公式 中 的 所 有 项 . 图 
根据 大 小 的 定义 和 双 射 的 复合 ， 可 以 知道 : A 和 B 具有 相同 的 大 小 当 且 仅 当 存 在 从 A 到 B 的 


(486) 


[487] 
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RH. 因此 ， 为 了 计算 某 个 集合 的 大 小 ， 可 以 建 立 一 个 双 射 将 它 映射 到 某 个 已 知 大 小 的 集合 . 
比较 简单 的 例子 是 ， 论 证 顶点 集 为 [四 的 完全 图 有 ( 2 } 条 边 进而 得 到 顶点 集 为 [四 的 简单 图 共有 


2G) ay it BE. 命题 1. 3. 10 用 建立 双 射 的 方法 计算 了 Petersen 图 中 6- 环 的 个 数 . 习题 1. 3. 32 用 建 
立 双 射 的 方法 计算 了 顶点 集 为 [四 ] 且 所 有 度 均 为 偶数 的 图 的 个 数 .定理 2. 2. 3 用 建立 双 射 的 方法 计 
算 了 顶点 集 为 [站 的 树 的 棵 数 . 

A.44 引 理 ” 对 于 nE N，[ 站 的 大 小 为 偶数 的 子 集 的 个 数 等 于 [ 门 的 大 小 为 奇数 的 子 集 的 个 数 ， 

证 明 方法 1( 建 立 双 射 )、 对 于 大 小 为 偶数 的 每 个 子 集 ， 如 果 元 素 在 其 中 出 现 ， 则 从 该 子 集 
中 删除 s 否则 ， 将 n 添加 到 该 子 集中 . 这 样 ， 子 集 的 大 小 变化 了 1， 因 而 得 到 了 一 个 大 小 为 奇数 
的 子 集 .这样 建立 的 映射 是 双 射 ， 因 为 每 个 包含 n 的 奇 子 集 都 只 能 从 不 含 的 偶 子 集 得 到 ， 且 每 个 
不 含 的 奇 子 集 都 只 能 从 包含 “的 偶 子 集 得 到 . 

方法 2( 用 二 项 式 定理 ). 在 定理 A. 43 H, sl 而 y=1 得 到 Y (Os 
0( 定 理 A. 43 是 用 建立 双 射 的 方法 来 证 明 的 ). " 

下 面 ， 我 们 证 明 几 个 涉及 二 项 式 系数 的 恒等式 ， 以 此 展示 建立 双 射 的 组 合 论证 方法 和 用 两 种 方 
法 对 集合 进行 计数 的 思想 .只 要 证 明了 等 号 的 两 端 是 对 同一 个 集合 的 计数 ， 即 可 证 明 该 恒等式 
成 立 . 


A.45 引 理 (7)=(,",)- 


证 明 方法 1( 用 两 种 方法 计数 ). 根据 定义 ，[ 四 有 {，) 个 大 小 为 的 子 集 .选取 个 元 素 的 另 


-种 方法 是 从 集合 中 选取 ”一 人 个 元 素 并 将 它们 删 掉 ， 而 选取 nk TE REMIT (2, A 

方法 2( 建 立 双 射 )， 等 式 的 左 端 计 算 了 [四 的 大 元 子 集 的 个 数 ， 右 端 计 算 了 "一 全 元 子 集 的 个 
数 .而 “ 补 "操作 建立 了 这 两 类 集合 之 间 的 双 射 . " 

通常 ,“ 用 两 种 方法 计数 "意味 着 要 将 所 有 元 素 用 两 种 方法 分 组 . 有 时 ， 其 中 一 种 计数 方法 仅 能 
给 出 集合 大 小 的 一 个 界限 此 时 ,计数 方法 所 证 得 的 是 一 个 不 等 式 ; 第 3 章 ( 也 可 以 参见 习题 
1. 3.31) 有 几 个 这 样 的 实例 . 这 里 仍 只 证 明 等 式 

` > ni (n-l 

A. 46 引 理 (主席 恒等式 ) (e) a) 

证 明 ”等 式 的 两 端 都 是 对 如 下 的 方案 数 进行 的 计数 ， 从 个 人 中 选 出 一 个 设立 了 一 个 主席 职位 
的 k- 人 委员 会 .等 式 的 左 端 ， 先 选 出 委员 会 成 员 ， 再 从 这 些 成 员 中 选 出 主席 ; 等 式 的 右 端 ， 先 选 出 
UE. 再 从 剩 下 的 人 中 选 出 委员 会 的 其 他 成 员 . 

很 多 学 生 将 下 一 个 公式 看 成 归纳 法 的 第 一 个 应 用 ， 但 用 两 种 方法 计数 也 很 容易 证 明 它 . 

Aarsm o li]0 D. 


证 明 ”等 式 的 右 端 是 Cy) 可 以 将 它 看 成 两 个 端点 均 位 于 {1，…，z+1} 中 的 非 平凡 区 间 的 


个 数 . 另 一 方面 ， 可 以 根据 区 间 的 长 度 将 这 些 区 间 分 组 ; 有 一 个 长 度 为 ”的 区 间 ， 两 个 长 度 为 "1 
的 区 间 ， 等 等 ， 最 后 有 n 个 长 度 为 1 的 区 间 、 L 
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308 A.47 可 以 推广 为 D (1) = (2) 1). 要 用 两 种 计数 的 方法 来 证 明 它 ， 需 要 将 [a 十 1 的 所 


有 十 1 元 子 集 分 组 ， 使 得 第 ;组 子 集 的 大 小 恰好 为 【小 
最 后 ， 我 们 给 出 二 项 式 系数 的 一 个 递归 计算 公式 . 


ALAS 引 理 (Pascal 2X) 加 果 n>1, 则 (站 = 人" ) (1 1)- 


证 明 计算 [mJ 中 元 集合 的 个 数 . uode eo ("pata me a(i } 个 包含 元 
Hn. " 

将 no 的 情况 以 初始 条 件 的 形式 给 出 ， 即 { 0) - 1 H (3) —0 HER Esto 成 立 ，Pascal 公式 可 
以 用 在 归纳 法 中 来 证 明 许多 关于 二 项 式 系数 的 论断 ， 包 括 定理 A.42 一 人. 43, 

A. 49 注 记 (多 项 式 系数 ) 二 项 式 系数 和 二 项 式 定理 可 以 推广 到 多 项 式 MREn=n WEN 
2mm, BE CSD ) ORF Tar WAB. CRM n! Tt. Tan 这 种 形式 


nis tty Me 


的 项 只 有 在 ni 一 n 时 才 会 出 现 . 否则 ， 没 有 这 种 形式 的 项 可 以 被 计数 ， 故 当 忆 ni 关 n 时 我 们 约定 


( n )=°. 
mi» ty n 

这 个 系数 中 的 每 一 个 和 因子 都 是 由 个 对 象 的 一 个 排列 构成 的 n 元 组 ， 并 且 对 于 任意 i 值 该 排 
列 中 均 出 现 了 对 象 ; 的 ni 个 拷贝 对象 i 出 现在 位 置 j 相当 于 从 第 j 个 因子 (zi 十 … 十 z4) 中 选取 了 
项 mi， 

对 这 些 排列 进行 计数 可 以 导出 公式 n! / Hs! .nn 个 不 同 对 象 的 排列 共有 n! 个 ; 如 果 将 n XE 
象 看 成 是 不 同 的 ， 则 每 个 排列 被 重复 计算 了 IIni! 次 ， 因 为 交换 同一 个 对 象 的 不 同 拷贝 并 不 改变 这 
个 排列 . 

在 推论 2. 2. 4 中 ， 这 些 排列 对 应 于 顶点 集 为 [n] 且 具有 指定 度 的 树 .如果 对 任意 i 值 令 zi 一 1， 
则 得 到 元 素 取 自 种 字母 且 各 元 素 的 重 数 是 任意 的 nn- 元 给 的 总 数 ; 即 名. a 
关系 

给 定 对 象 * 和 上 ， 它 们 不 必 具 有 相同 的 类 型 ， 我 们 可 能 要 问 它 们 是 否 满足 某 种 给 定 的 关系 . 设 S 
是 由 第 一 类 对 象 构成 的 集合 ， 而 工 是 由 第 二 类 对 象 构成 的 集合 . 可 能 某 些 有 序 对 (:，0) 满 足 给 定 的 
关系 ， 但 另 一 些 可 能 不 满足 这 种 关系 . 下 面 的 定义 使 得 这 种 思想 更 确切 . 

A.50 定 义 如 果 S 和 T 是 集合 , 则 S 与 工 之 间 的 一 个 关系 是 笠 卡 儿 积 SX 了 的 一 个 子 集 .S 上 
的 一 个 关系 是 SXS 的 一 个 子 集 . 

通常 ， 我 们 在 元 素 对 上 添加 一 个 条 件 来 定义 一 个 关系 . 在 1. 1 节 中 ， 我们 在 图 G 上 定义 了 几 个 
关系 .S=V(G) 和 T=E(G) 间 的 关联 关系 是 如 下 的 有 序 对 (v，e) 构 成 的 集合 : vEV(G)，eE E(G) 
且 v 是 边 e 的 一 个 端点 .V(G) 上 的 邻接 关系 是 由 如 下 的 有 序 顶 点 对 (x+，y) 构 成 的 集合 : zA y BH 
条 边 的 两 个 端点 . 

A. 51 注 记 设 尺 是 定义 在 集合 S 上 的 一 个 关系 . 在 讨论 S 中 的 多 个 元 素 时 ， 我 们 用 副词 两 两 
地 来 表述 这 些 元 组 中 任意 两 个 元 素 构成 的 序 对 均 满 足 R. 因此 ， 我 们 有 两 两 互 不 相交 的 集合 构成 的 


| 
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集 族 ， 或 者 两 两 同 构 的 图 构成 的 图 族 这 样 的 提 法 . 图 中 的 一 个 独立 集 是 由 两 两 互 不 相 邻 的 项 点 构成 
的 集合 . 由 不 同 对 象 构成 的 集合 是 指 由 两 两 互 不 相等 的 对 象 构成 的 集合 . 

我 们 需要 “两 两 地 "这 个 词 是 因为 关系 是 针对 有 序 对 定义 的 . 由 于 同样 的 原因 ， 在 只 讨论 某 两 个 
对 象 时 ， 我 们 不 用 “两 两 地 ”这 个 词 . 如 果 两 个 图 同 构 ， 可 以 不 说 它们 两 两 同 构 . 类 似 地 ， 对 于 某 条 
边 的 顶点 ， 我 们 说 它们 相 邻 而 不 说 它们 两 两 相 邻 ;满足 邻接 关系 的 是 某 些 项 点 对 . a 

为 了 给 出 S 和 工 之 间 的 一 个 关系 ， 可 以 列 出 满足 该 关系 的 所 有 序 对 . 通常 ， 比 较 方便 的 做 法 是 
给 出 一 个 矩阵 ， 其 中 用 S 中 的 元 素来 标识 行 而 用 T 中 的 元 素来 标识 列 ， 从 而 标识 矩阵 中 的 位 置 . 这 
样 就 可 以 通过 记录 来 给 出 关系 ; 如 果 序 对 (5*，0) 满 足 该 关系 ， 则 在 矩阵 的 * 行 : 列 的 位 置 上 记录 1; 
如 果 (s， 不 满足 该 关系 ， 则 在 相应 的 位 置 上 记录 0. 因此 ， 图 的 邻接 矩阵 和 关联 矩阵 就 是 记录 邻接 
关系 和 关联 关系 的 矩阵 (参见 定义 1. 1. 17). 

“具有 相同 的 奇偶 性 ”这 一 条 件 定义 了 勾 上 的 一 个 关系 .如果 xy y 同 为 奇数 或 者 同 为 偶数 ， 则 
(zr，y) 满 足 该 关系 ;否则 它 就 不 满足 这 种 关系 . 由 奇偶 性 的 一 些 重要 性 质 诱导 出 一 类 重要 的 关系 . 

A.52 定义 ”集合 5S 上 的 一 个 等 价 关 系 是 S 上 的 一 个 关系 尺 ， 它 对 不 同 元 素 了 ，y，zES 满足: 

DG. ERC ARTE). 

bir, DER ih y. D € R( 对 称 性 ). 

Or, VERAY, DERA, z) EREHE). 

对 任意 集合 S， 相 等 关系 R={(z，z) : zxES} 是 S 上 的 一 个 等 价 关 系 . 在 命题 1. 1. 24 rp. 
们 证 明了 同 构 关系 是 所 有 图 上 的 一 个 等 价 关系 . 该 等 价 关系 中 采用 的 记号 GH 表明 的 意义 是 “在 
某 种 意义 下 相等 ” 

A. 53 定义 给 定 S 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 与 xE SS 等 价 的 所 有 元 素 构成 的 集合 是 包含 并 的 等 价 类 . 

对 于 S 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 其 所 有 的 等 价 类 构成 了 S 的 一 个 划分 ; x 和 y 同属 于 划分 中 的 一 个 
类 ， 当 且 仅 当 (+，y) 满 足 该 关系 ， 其 逆 命 题 也 成 立 . WR AL, ns Ar 是 S 的 一 个 划分 ， 则 " 工 和 > 
同属 于 划分 中 的 一 个 集合 "这 个 条 件 定义 了 S 上 的 一 个 等 价 关系 . 

奇 倘 性 将 整数 划分 成 两 个 等 价 类 ， 这 实际 上 是 根据 整数 被 2 除 所 得 的 余数 来 划分 的 . 这 种 思想 
可 以 推广 到 任意 自然 数 . 

ASSEN HR E HOC ns PREK x do y 的 差 T 一 y 可 以 被 nn 整除 ， Mt x toy Ain 同 余 
的 . 将 它 记 为 + 三 y mod n, BRK n AAR. 

A.55 定理 对 于 nEN， 模 nn 同 余 是 忆 上 的 一 个 等 价 关系 

证 明 Ht: xz 一 + 等 于 0， 它 能 被 整除 . 

对 称 性 :如果 x 三 y mod n， 则 由 定义 有 n| (x 一 y). 由 于 (y 一 z) 二 一 (+ 一 y) 且 整除 一 m HH 
M24 n 整除 mw， 因 此 又 得 到 n1(y 一 7). HM y 三 7 mod n. 

传递 性 : MR n| ~y) Bn] (y 一 z)， 则 存在 整数 4a, bryan By - z—ón. 将 这 两 
个 等 式 相 加 得 到 x 一 z=an 十 bn 二 (a 二 jn， 因此 n | Grm. 故 这 个 关系 是 传递 的 . a 

A.56 定义 ”对 于 “ 模 nn 同 余 ” 这 个 关系 ,其 等 价 类 种 为 模 n 的 余数 类 或 者 同 余 类 .所 有 同 余 类 
构成 的 集合 记 为 Za 或 Z/nZ 

Hin Fin 个 余数 类 . FOS <n, Ze 中 的 第 r DERM kentr: REZ). a 和 6b 这 两 个 数位 于 第 
+ 个 类 中 当 且 仅 当 它们 被 除 时 的 余数 均 为 7. DE. “m=r mod mm 的 意思 等 同 于 "mm 与 + 相差 的 
一 个 倍数 ”. 
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在 数 构成 的 任意 集合 中 ， 平 均值 总 介 于 最 小 值 和 最 大 值 之 间 . EARE, 08 HORSE E FR TT e 
够 根据 需要 对 平均 值 向 上 取 整 或 者 向 下 取 整 . 

A.57 引 理 ( 铀 旭 原理 ) 如 果 对 象 多 于 kn 的 一 个 集合 被 划分 成 n 个 类 ， 则 必 有 一 个 类 包含 的 对 
REFRA. 

证 明 其 逆 否 命题 断言 ， 如 果 每 个 类 都 至 多 包含 上 个 对 象 ， 则 对 象 的 总 数 不 超 过 kn. a 

TT 85 SD fe VERCUTRUH SS HR HEAT CERTE DE SEC M LT Ie |B E 
这 个 简单 的 思想 可 能 会 突然 地 出 现在 我 们 的 论述 中 ， 但 它 的 使 用 可 能 非常 有 效 . 当 我 们 发 现 需要 使 
用 合集 原理 时 ， 应 用 它 总 能 解决 问题 : 我 们 需要 在 某 集 合 中 产生 一 个 足够 大 的 值 ， 而 鸽 巢 原理 就 提 
供 了 这 样 的 值 . 

对 铀 巢 原理 的 某 些 应 用 是 相当 精妙 的 . 8. 3 节 就 给 出 了 几 个 这 样 的 例子 . 精妙 之 处 在 于 如 何 定 
义 对 象 和 类 使 得 铝 巢 原理 能 够 得 以 应 用 . 

命题 1. 3. 15 利用 A. 13 证 明了 下 面 的 命题 . 这 里 用 合集 原 理 来 证 明 它 . 

A. 58 命题 如 果 G 是 一 个 简单 -顶点 图 且 满 足 86(G) 之 (n 一 1)/2， 则 G 是 连通 的 . 

证 明 Mu, veV(G). MR wwyuv， 则 至 少 有 mn 一 1 RAH lu, v) 与 其 他 顶点 相连 ， 因 为 SG) 二 
(n 一 1)/2. 其 他 顶点 共有 一 2 个 ， 由 铝 巢 原理 可 知 有 一 个 顶点 与 上 述 这 些 边 中 的 两 条 相关 联 ， 由 于 
G 是 简单 图 ， 故 该 顶点 是 w Blu 的 公共 相 邻 顶点 . 

对 于 任意 两 个 顶点 w，vEV(G)， 我 们 已 经 证 明了 wu Av 要 么 相 邻 ， 要 么 有 一 个 公共 的 相 邻 顶 
点 . 故 G 是 连通 的 . 

鲁 巢 原理 在 有 关 树 的 论述 中 也 非常 有 用 . 此 时 ， 顶 点 数 比 边 数 大 1， 如 果 每 个 顶点 均 以 某 种 方 
式 选 择 一 条 边 ， 则 有 一 条 边 必然 被 选中 了 两 次 . 这 时 ， 基 本 思想 就 是 设计 选择 过 程 使 得 某 条 边 被 选 
中 两 次 时 所 需 的 结果 恰好 出 现 . 引 理 8. 1. 10 和 定理 8. 3. 2 中 给 出 了 这 种 思想 的 应 用 . 

在 由 数 构成 的 集合 中 ， 平 均 数 必然 介 于 最 小 值 和 最 大 值 之 间 ; 鲍 巢 原理 就 是 这 一 原理 的 离散 形 
3t. 对 于 前 者 ， 推 论 1. 3. 4 中 讨论 顶点 度 时 给 出 了 明确 的 论述 ; 鲍 集 原理 的 其 他 应 用 零星 地 分 布 于 
整 本 书 中 . 
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-位 销售 人 员 要 巡游 其 他 "一 1 个 城市 再 回 到 出 发 地 ， 其 自然 的 想法 是 花费 最 短 的 巡游 时 间 . 

如 果 为 K, 的 每 条 边 分 配 一 个 权 值 使 之 等 于 相应 城市 间 的 旅行 时 间 ， 则 要 求 的 就 是 总 权 值 最 小 的 生 
RH. 这 就 是 著名 的 旅行 商 售 货 问题 (TSP). 尽管 它 看 起 来 与 最 小 生成 树 问 题 有 些 类 似 ， 但 目前 
TSP 还 没有 找到 有 效 的 算法 . 

类 似 地 ， 尽 管 我 们 有 一 个 有 效 算 法 来 找 出 (图 中 的 ) 最 大 匹配 ， 但 没有 有 效 的 算法 来 找 出 项 点 的 
最 大 独立 子 集 . 由 于 在 线 图 中 前 一 个 问题 是 后 一 个 问题 的 特殊 情况 ， 因 此 它 比较 容易 求解 也 就 不 足 
NT. 
难 解 性 

我 们 对 有 效 算 法 的 定义 (定义 3. 2. 3) 是 ， 该 算法 正确 运行 的 时 间 以 输入 大 小 的 一 个 多 项 式 函 数 
为 上 界 . TSP 的 一 个 算法 是 ， 考 虑 所 有 的 生成 环 并 从 中 选取 代价 最 小 的 一 个 .但 这 不 是 一 个 有 效 的 
算法 ， 因 为 K, 有 (nm 一 1)! /2 个 生成 环 且 它 比 n 的 任意 多 项 式 的 增长 速度 都 快 . 对 任何 一 个 很 大 的 
nn， 该 算法 的 运行 时 间 太 大 了 . 但 实际 应 用 中 ， 需 要 存 具 有 成 百 上 千 个 顶点 的 图 上 求解 TSP. 

没有 人 找到 有 效 算法 ， 但 也 没有 人 证 明 有 效 算 法 不 存在 . TSP 属于 一 个 很 大 的 问题 类 ， 该 问题 
类 有 一 个 性 质 ， 即 其 中 任何 一 个 问题 的 有 效 算法 均 可 以 产生 出 其 中 任何 一 个 问题 的 有 效 算法 ， 如 果 
问题 A 可 以 * 归 约 " 到 问题 B， 则 由 问题 B 的 有 效 算 法 可 以 产生 问题 A 的 有 效 算法 . 

例如 ， 可 以 用 TSP 问题 (问题 B) 的 有 效 算 法 来 识别 哈密 顿 图 (问题 A). 给 定 图 G， 为 G 中 的 边 
分 别 权 值 0 而 为 不 是 边 的 顶点 对 分 配 权 值 1， 这 就 得 到 顶点 集 V(G) 上 的 TSP 的 一 个 实例 . 图 G 有 
一 个 哈密 顿 环 当 且 仅 当 该 TSP 实例 的 最 优 解 的 代价 为 0 上述 变换 的 时 间 为 na(G)， 因 此 TSP 的 一 
个 有 效 算法 可 以 用 来 检测 生成 环 的 存在 性 . 我 们 的 结论 是 ，TSP 的 难度 至 少 与 哈密 顿 环 问题 是 一 
LIE 

在 正式 的 讨论 中 ,我 们 只 考虑 决断 性 问题 ， 其 答案 要 么 是 YES 要 么 是 NO. 这 对 于 哈密 顿 图 的 
识别 是 可 行 的 ， 但 TSP 是 一 个 优化 问题 . 如 果 将 它 描述 成 决断 性 问题 ( 称 为 最 小 生成 环 问题 )， 则 
问题 的 输入 变 成 了 一 个 加 权 图 G 和 一 个 数 k， 而 问题 变 成 了 检测 G 是 否 有 一 个 代价 至 多 为 的 生成 
环 . 反复 应 用 该 决断 性 问题 (至 多 应 用 多 项 式 次 ) 即 可 求 得 最 小 生成 环 . 类 似 地 ， 最 大 独立 子 集 问题 
以 图 G 和 数 为 输入 并 检测 a(G) 三 k 是 否 成 立 . 

我 们 评判 一 个 算法 的 标准 是 该 算法 在 ”个 顶点 的 所 有 输入 上 的 最 大 (最 坏 ) 运 行 时 间 ， 这 个 时 间 
要 表示 为 n 的 函数 . 决断 性 问题 的 复杂 度 指 的 是 所 有 求解 算法 的 最 坏 运行 时 间 的 最 小 值 ， 它 也 要 表 
示 为 输入 规模 的 函数 . 要 刻画 函数 g 增长 的 速度 ， 我 们 将 它 与 一 个 参照 函数 了 进行 比较 .我 们 用 
/来 定义 集合 函数 集合 . 集合 OCP) AAAA T A 了 的 倍数 为 上 界 和 下 界 的 所 有 函数 . OC) 
中 的 函数 的 增长 速度 大 致 与 了 相当 ，of 让 中 的 函数 增长 较 慢 ， 而 w( 刀 中 的 函数 增长 较 快 . 

OCD — (g* 3c a€ R EB | gGO | <c | f(x) | 3 xa 成 立 } 


名 “从 技术 上 讲 ， 问 题 实 例 的 规模 是 对 它 进行 编码 时 所 需 的 长 度 . 为 达到 目的 ， 用 顶点 数 来 衡量 图 论 问题 的 规模 就 足 
BT. 一 个 函数 以 的 一 个 多 项 式 为 上 界 当 且 仅 当 它 以 形 如 n? 或 的 多 项 式 为 上 界 ; 因此 除非 输入 中 包含 了 很 大 


的 权 值 ， 其 他 区 别 并 不 重要 . 
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QCD — 1g 3c. a€ R ff8 | gGO | Se | f(x) | Xf za 成 立 } 
an=opnay 
oP={g: | gx)! /| f(x) | --0) 
oC) —(g* | g(x) | / | f(x) | oe} 
具有 多项式 复 杂 度 的 问题 (可 以 被 有 效 算法 求解 ) 构 成 的 类 称 为 *P”. 前 面 只 考虑 了 确定 性 算法 : 
-个 算法 恰好 执行 一 个 多 项 式 时 间 的 计算 . 

RE, 我们 考虑 非 确定 性 算法 . 对 于 许多 没有 已 知 有 效 算法 的 决断 性 问题 ， 存 在 简短 的 证 明 过 
程 来 证 明 答案 YES. 例如 ， 如 果 在 哈密 顿 环 问 题 中 能 猿 到 所 有 顶点 的 正确 顺序 (给 出 一 个 长 为 
O 〇 Cnlog n)bit 的 序列 ) ， 则 可 以 迅速 证 明 这 个 顺序 构成 了 一 个 生成 环 . 

一 个 非 确定 的 多 项 式 时 间 算法 同时 对 所 有 多 项 式 长 度 的 序列 值 进行 检测 ， 在 每 个 猜测 (其 长 度 
是 输入 规模 的 多 项 式 ) 上 执行 一 个 多 项 式 时 间 的 计算 . 如 果 有 一 个 猜测 对 该 决断 性 问题 回答 是 YES, 
则 算法 就 回答 是 VES; 否则 ， 算 法 的 回答 是 NO. 换 句 话说 ， 如 果 问 题 的 答案 是 YES， 则 可 以 在 多 项 式 
时 间 内 证 明 这 一 点 ， 非 确定 性 并 不 是 说 答案 具有 非 确定 性 ， 而 是 说 得 出 答案 的 计算 路 径 是 非 确定 的 ， 

用 非 确定 的 多 项 式 时 间 算法 可 以 求解 的 所 有 问题 构成 的 类 称 为 “NP”". 具有 并 行 执行 多 个 计算 这 
种 能 力 的 机 器 也 能 够 只 执行 一 个 计算 ， 故 PS NP. 大 家 普遍 认为 P 关 NP， 但 这 个 结论 还 未 得 到 证 
明 ， 因 此 不 能 将 NP 理解 为 "无 多 项 式 的 ”" 因此， 我 们 用 难 解 这 个 非 正式 的 词 来 作 如 下 理解 ， NP 类 
中 的 问题 本 质 上 与 NP 类 中 的 所 有 问题 的 难度 是 一 样 的 . 

-个 问题 是 NP- 难 的 ， 如 果 它 的 多 项 式 时 间 算法 可 以 用 来 构造 NP 类 中 任何 一 个 问题 的 多 项 式 
时 间 算 法 . 如 果 一 个 问题 属于 NP 类 且 它 是 NP- 难 的 ， 则 称 它 是 NP- 完 全 的 . 如 果菜 个 NP- 完 全 问 
题 属于 P， 则 P= NP. NP -完全 问题 很 多 ， 但 均 不 是 已 知 有 多 项 式 时 间 算 法 的 . 这 一 点 支持 了 P 关 
NP 这 种 盛行 的 观点 . Garey-Johnson[1979] 详 细 介 绍 了 这 个 主题 . 

如 前 面 所 讨论 的 ， 给 定 一 个 NP -完全 问题 ， 其 他 一 些 问题 的 NP -完全 性 可 以 由 归 约 法 来 证 明 . 
在 本 附录 中 我 们 给 出 了 几 个 这 样 的 归 约 证 明 . 这 里 ， 列 出 了 本 书 讨论 的 几 个 问题 的 复杂 度 . 

在 计算 机 科学 中 ， 标 准 的 做 法 是 将 所 有 词 大 写 来 表示 决断 性 问题 . 对 于 一 个 问题 ， 如 果 问 题 的 
名 称 表明 它 是 一 个 优化 问题 ， 则 相应 的 决断 性 问题 就 是 ; 在 问题 输入 中 给 定 一 个 值 ， 然 后 检测 问题 
的 可 行 解 是 否 可 以 取得 这 个 给 定 的 值 . 但 问题 名 称 中 的 参数 是 问题 陈述 过 程 的 一 个 固定 部 分 ， 

这 个 区 别 很 重要 ， 例 如 ， 对 于 固定 的 上 ，A- 独 立 子 集 问题 属于 P. 因为 当 上 是 固定 时 ，k- 顶 点 子 
集 的 个 数 可 以 表示 为 n 的 上 次 多 项 式 . 我 们 可 以 简单 地 测试 这 些 集合 是 否 为 独立 子 集 ， 另 一 方面 ， 
最 大 独立 子 集 问题 是 NP- 完 全 的 . 它 要 检测 G 是 否 有 一 个 大 小 为 & 的 独立 子 集 ， 其 中 上 是 输入 的 一 
部 分 (并 可 能 随 n 增 长). 


P 问 题 NP- 问 题 
a FRAM 最 大 独立 子 集 问 是 
FG CFR 周 长 ( 最 大 环 ) 问 题 
欧 拉 回路 问题 哈密 顿 环 同 是 
直径 问题 最 长 路 径 问题 、 哈 密 顿 路 径 问题 
连通 性 问题 
LEGE (任意 周 定 的 #3) 人 -着 色 问题 
最 大 匹配 问题 4(G)- 边 着 色 问 题 
可 平面 性 问题 shaw 
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NP- 完 全 性 与 缺乏 验证 YES 答案 的 简单 可 操作 的 充 要 条 件 有 关 一 个 有 效 的 特征 刻画 是 用 一 个 
可 以 在 多 项 式 时 间 内 得 到 验证 的 条 件 来 进行 的 特征 刻画 ~ 对 欧 拉 图 的 特征 刻画 是 有 效 的 ， 长 问 
题 、 直 径 问题 和 2- 着 色 问 题 都 可 以 用 广度 优先 搜索 在 多 项 式 时 间 内 求解 连通 性 问题 的 多 项 式 复杂 
度 却 不 是 很 明显 的 ， 但 是 像 Menger 定 理 这 样 的 最 小 -最 大 关系 一 般 都 能 得 到 多 项 式 时 间 的 优化 算 
法 ， 但 这 样 的 算法 往往 都 建立 在 网 络 流 (参见 4.3 节 ) 的 基础 上 . 
启发 式 算法 及 其 近似 界 

旅行 售 货 商 仍 在 等 待 我 们 告诉 他 应 该 如 何 旅行 , NP- 完 全 性 并 不 是 说 不 再 需要 求解 问题 我 们 
要 找到 启发 式 算法 来 得 到 一 个 可 行 解 使 之 与 优化 解 比较 接近 . 或 许 我 们 能 证 明 某 种 结论 以 表明 我 们 
的 解 距离 优化 解 到 底 有 多 远 . 例如 ， 我 们 或 许 只 需 解 的 代价 不 超过 最 优 解 的 两 倍 就 足够 了 只 要 有 
一 个 算法 能 快速 求 出 这 样 的 解 . 近似 算法 总 能 求 得 一 个 解 使 得 它 与 最 优 解 的 比值 以 一 个 常数 
WHO 

贪心 选择 就 是 一 个 简单 的 启发 式 算法 - 对 于 最 小 生成 树 问 题 ， 算 法 的 结果 是 最 优 解 . 在 其 他 一 
些 问题 上 ， 贪 心算 法 的 性 能 可 能 非常 差 . 考虑 最 大 独立 子 集 问题 . 我 们 可 以 重复 如 下 操作 生成 一 个 
独立 集 : 选择 一 个 顶点 ,将 该 点 和 其 相 邻 顶点 删除 . 但 是 如 何 来 选择 下 一 个 要 删除 的 顶点 呢 ?》 如 
果 我 们 总 能 够 选 正确 的 话 ， 则 算法 的 结果 就 是 最 大 独立 集 ~ 贪心 启发 式 规则 就 是 从 剩 下 的 顶点 中 选 
取 度 最 小 的 顶点 ， 因 为 这 样 为 选择 最 大 独 立 集 所 留 下 的 候选 集 最 大 . 但 算法 的 性 能 比 可 能 任意 
地 小 ， 

B.1 例 ( 战 胜 例 心 算法 ) 考虑 (Ki 二 Km)V Km 这 个 图 有 一 个 度 为 m 的 顶点 、m PEH mtl 
的 顶点 以 及 mm 个 度 为 2m 一 1 的 顶点 . 贪心 启发 式 规则 选中 度 最 小 的 顶点 ， 然后 删除 该 项 点 及 其 相 
Bit. MFT. DIE. 贪心 算法 找到 一 个 大 小 为 2 的 独立 集 ， 但 实际 上 a(G) =m. 


$-C- . 


然而 ， 贪心 算法 在 随机 产生 的 较 大 的 图 上 却 比较 有 效 . 在 这 个 模型 中 (参见 8. 5 W). 贪心 算法 
几乎 总 能 找到 一 个 独立 集 使 其 大 小 至 少 是 最 大 独立 集 大 小 的 一 半 + 习题 12 为 最 小 顶点 覆盖 问题 给 
出 了 两 个 启发 式 算法 ;其 中 一 个 像 例 B. 1 一 样 比较 失败 ; 但 另 一 个 却 可 以 得 到 一 个 近似 算法 

下 面 ， 我 们 考虑 TSP 的 简单 启发 式 算法 « Hios s vw) 表示 所 有 顶点 ， 且 wi 表示 边 wwi 上 
的 权 值 . 从 任意 一 个 顶 R. 选择 与 之 关联 的 权 值 最 小 的 边 行进 似乎 比较 合理 . 我 们 递归 地 从 当 
前 顶点 到 达 目 前 最 近 的 未 到 过 的 项 点， 这 是 一 个 “贪心 "算法 ， 其 运行 速度 很 快 . 这 个 启发 式 规则 就 
是 近邻 法 . 

B.2 例 ( 近 部 法 失败 的 情形 ) 对 于 不 同 的 两 个 顶 和 yy， 将 不 与 这 两 个 顶点 关联 的 边 的 权 值 
HH o. 将 恰好 与 这 两 个 顶点 之 一 关联 的 边 的 权 值 设 为 1 将 边 zy 的 权 值 设 为 x. 当 n4 时， 由 
近邻 法 找到 的 每 个 环 均 具 有 权 值 n+2， 而 最 优 解 的 权 值 为 4. 因此 ， 由 算法 产生 的 解 的 代价 不 以 最 
优 解 代价 的 常数 倍 为 上 界 、 故 这 个 算法 不 是 一 个 近似 算法 - a 

类 似 这 样 的 启发 式 规则 有 很 多 . 我 们 总 能 在 环 中 逐次 插入 一 个 顶点 来 得 到 一 个 环 ， 在 环 中 以 贪 


; 最 好 的 近似 算法 是 一 个 近似 模式 ， 它 是 以 E 为 标识 的 一 族 算法 、 其 中 第 上 个 算法 由 E 一 1 ke 来 标识 且 第 上 个 算法 的 
性 能 比 以 1 十 E 为 界 - 每 个 算法 都 共有 多 项 式 复杂 性 ， 但 多 项 式 的 阶 随 一 起 增 大 - 要 提高 性 能 就 需要 花 更 多 的 
时 间 . 
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心 方式 引入 一 个 顶点 使 之 被 加 入 到 环 之 后 引起 的 代价 增 量 达 到 最 小 . 与 近邻 法 相 比 ， 上 述 的 最 小 播 
入 启发 式 法 则 更 可 能 找到 最 优 解 ， 因 为 近邻 法 在 第 i 步 有 nn 一 i 中 候选 方案 ,而 最 小 插入 法 则 在 第 i 
步 有 (n 一 站 i 种 候选 方案 (选择 哪个 顶点 在 什么 位 置 加 入 ). 然而 ， 这 也 不 是 一 个 近似 算法 (习题 7). 

另 一 种 方法 是 从 一 个 生成 环 开始 ， 试 着 去 改进 它 . 始终 维护 一 个 可 行 解 (一 个 实际 的 环 ) ， 并 考 
虑 用 微小 的 改动 来 改进 它 ， 这 种 方法 称 为 局 部 搜索 . 允许 改动 ， 这 种 方法 使 我 们 跳出 了 贪心 算法 ， 
因而 可 能 会 得 到 更 好 的 算法 . 

为 了 改进 目前 的 环 ， 我 们 考虑 修改 一 对 边 . 假如 我 们 的 环 是 (ww ，…，zmm)， 则 可 以 用 ww 和 
UU RR wivi+1 和 vvj+1 以 得 到 一 个 新 环 ( 另 一 种 调换 顶点 的 方法 得 到 的 是 两 个 互 不 相交 的 
环 而 不 是 一 个 环 ). 如 果 wij twist 三 wivi+1 十 wj.j+1， 则 这 种 调换 对 我 们 就 是 有 益 的 ， 当 前 的 


环 有 (5) n= ( ”对 非 邻 接 边 可 以 考虑 用 于 调换 . Lin-Kernighan[1973] 的 算法 考虑 一 次 调换 三 
条 边 ， 但 实践 证 明 该 算法 很 难 达到 调换 的 目的 . 


下 面 的 定理 表明 为 一 般 的 TSP 问题 寻找 近似 算法 的 努力 似乎 必然 要 失败 . 

B. 3 定理 (Sahni-Gonzalez[1976]) 如 果 存在 常数 Sl 和 一 个 多 项 式 时 间 算 法 A 使 得 A 为 TSP 
产生 的 生成 环 的 代价 最 多 是 最 优 解 代价 的 < 们 ， 则 P= NP. 

证 明 我们 证 明 这 样 一 个 算法 A 可 以 用 来 构造 求解 哈密 顿 环 问题 的 多 项 式 时 间 算法 ， 但 哈密 
顿 环 问题 是 NP- 完 全 的 (推论 B. 11). 给 定 一 个 六 顶点 图 G， 如 果 vv; € E(G) 则 令 wy =1， 否 则 令 
wy 一 ca， 这 邯 在 同一 个 顶点 集 上 构造 了 TSP 的 一 个 实例 . 

在 TSP 的 这 个 实例 中 ， 权 值 不 超过 cn 的 每 个 生成 环 的 代价 恰好 为 x 并且 这 样 的 环 恰好 对 应 
原 输 入 GG 的 一 个 生成 环 . 由 于 A 得 到 的 解 的 代价 不 超过 最 优 解 代价 的 “ 倍 ， 故 A 得 到 一 个 代价 为 
的 解 当 且 仅 当 G 有 生成 环 . 

于 是 ， 如 前 所 述 ， 我 们 为 哈密 顿 环 问题 设计 的 多 项 式 时 间 算 法 首先 生成 TSP 的 一 个 实例 ， 然 


后 在 该 实例 上 运行 算法 A. 图 G 是 哈密 顿 图 当 且 仅 当 A 生成 一 个 代价 为 ”的 环 . a 
对 于 TSP 问题 的 一 些 特殊 子 类 ， 确 实 存在 近似 算法 . 为 了 证 明 一 个 算法 是 近似 算法 ， 需 要 最 
优 解 的 一 个 下 界 . 


今 M 是 加权 图 G 的 最 小 生成 树 的 代价 . 如 果 从 G 的 最 优 环 中 删除 一 条 边 ， 即 可 得 到 一 条 生成 
KB. 山 于 它 也 是 一 棵 生成 桂 ， 因 此 其 代价 至 少 是 M. 最 优 环 的 代价 至 少 等 于 M 加 上 不 位 于 某 棵 代 
价 为 M 的 树 中 的 代价 最 小 的 一 条 边 的 权 值 . 我 们 可 以 用 Kruskal 算法 找 出 一 棵 最 小 生成 树 以 计算 这 
个 代价 . 

B.4 定 理 在 由 输入 满足 三 角 不 等 式 的 所 有 旅行 商 售 货 问题 构成 的 问题 类 中 ， 存 在 一 个 近似 算 
法 使 得 该 算法 找到 的 解 的 代价 至 多 是 最 优 解 代价 的 2 售 

证 明 满足 三 角 不 等 式 意 味 着 代价 矩阵 对 所 有 i jo kE wjt wawie 我 们 知道 最 优 环 
的 代价 至 少 是 M， 其 中 M 是 最 小 生成 树 的 代价 . 我 们 利用 三 角 不 等 式 和 最 小 生成 树 来 得 到 一 个 代 
价 不 超过 2M 的 生成 环 . 
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首先 ， 对 最 小 生成 树 中 的 每 条 边 进行 复制 ， 如 下 面 左 侧 图 所 示 . 这 使 得 所 有 的 度 均 变 成 了 偶 
数 ， 故 存在 一 条 欧 拉 回 路 ; 该 回路 有 2n 条 边 ， 其 总 代价 为 2M. 我 们 不 断 前 减 边 的 条 数 并 保持 代价 
不 增加 ， 直 到 剩 下 n 条 边 为 止 . 通过 维护 该 回路 使 之 访问 到 所 有 的 顶点 ,我 们 确信 最 后 得 到 的 回路 
是 一 个 生成 环 且 其 代价 不 超过 2M. 

如 果 一 个 回路 中 的 边 多 于 n 条 ， 则 它 对 某 些 顶点 访问 了 多 次 ， 不 妨 设 它 通过 边 viov eR 
v,-rvj-*v, 访问 了 vj. 将 viv; Fl vjvi 这 两 条 边 用 vive 替换 . 所 得 的 环 仍然 访问 了 原 图 中 的 所 有 项 
A. WA, 去 角 不 等 式 保 证 了 所 有 边 的 总 权 值 不 超过 替换 前 的 总 权 值 . 在 下 图 中 ， 我 们 用 箭头 标记 
了 边 的 方向 以 表明 各 边 在 回路 中 的 先后 次 序 . 


GERI B. A 中 的 算法 曾 被 多 次 重新 发 现 . Christofides[1976] 将 性 能 比 改进 到 3/2. 在 找到 一 覃 最 小 
生成 树 之 后 ， 不 必 复 制 所 有 的 边 来 得 到 一 个 欧 拉 回 路 ， 而 只 需 添加 一 些 边 使 得 树 中 度 为 奇数 的 顶点 
两 两 配对 即 可 ,所 得 的 图 有 一 个 欧 拉 回路 . 算法 接 下 来 的 部 分 产生 一 个 生成 环 ， 其 代价 等 于 M 加 
上 上 述 匹 配 的 代价 ,要 得 到 3/2 这 个 性 能 比 ， 只 需 证 明 该 匹配 的 代价 最 多 是 最 优 环 代价 的 一 半 ( 习 
Mi 8) 这 种 改进 是 可 行 的 ， 因 为 可 以 在 多 项 式 时 间 内 找到 一 个 最 小 加 权 匹 配 来 浸润 树 中 度 为 奇数 的 
WA. 

NP- 完 全 性 的 证 明 

问题 A 到 问题 B 的 变换 是 将 问题 A 的 所 有 实例 转换 成 问题 B 的 实例 ， 使 得 A 的 原 实 例 的 答案 
能 够 由 B 的 相应 实例 的 答案 得 到 。 如果 我 们 有 一 个 从 A 到 B 的 有 效 (多 项 式 时 间 ) 变 换 和 一 个 有 效 
求解 B 的 算法 ， 则 有 一 个 有 效 求解 A 的 算法 . 我 们 说 A 归 约 (或 变换 ) 到 D. 

如 果 A 是 NP- 难 的 且 被 一 个 多 项 式 变换 归 约 到 B， 则 B 也 是 NP- 难 的 (B 的 多 项 式 算法 得 到 人 
的 多 项 式 算法 ， 进 而 得 到 所 有 NP 问题 的 多 项 式 算法 ). 如 果 卫 也 在 NP 中 ， 则 称 B 是 由 A 归 约 (或 
变换 ) 来 的 NP- 完全 问题 . 

归 约 的 方向 很 关键 . 例如， 欧 拉 回 路 问题 可 以 很 容易 归 约 到 哈密 顿 环 问 题 ,给 定 输入 图 G， 将 
每 条 边 将 换 成 一 条 通过 3 个 新 项 点 的 具有 4 条 边 的 路 径 ， 再 添加 一 些 边 使 得 原 图 中 每 个 项 点 的 所 有 
相 邻 顶点 两 两 相 邻 ， 再 删除 V(G). 图 G 是 欧 拉 图 当 且 仅 当 所 得 的 图 G' 是 哈密 顿 图 . 将 求解 哈密 顿 
环 问题 的 算法 应 用 到 GA RU ST EG. 是 否 为 欧 拉 图 .这 就 告诉 我 们 ， 哈 密 顿 环 问 题 至 少 与 欧 拉 回路 
问题 具有 同样 的 难度 ，( 前 者 的 复杂 度 至 少 比 后 者 的 复杂 度 ) 高 一 个 多 项 式 因子 .由 于 欧 拉 回路 问题 
比较 简单 (在 P 中 )， 我 们 据 此 不 能 了 解 到 关于 哈密 顿 环 问 题 的 复杂 度 的 任何 有 用 信息 


ee 


归 约 技术 需要 一 个 初始 的 NP -完全 问题 . Cook[1971] 证 明了 可 满足 性 问题 就 是 这 样 一 个 问题 . 
可 满足 性 问题 的 输入 是 用 一 系列 子 句 表 达 出 来 的 逻辑 公式 ;每 个 子 句 均 是 一 些 文字 (变量 或 变量 的 
否定 ). 子 句 为 真 仅 当 其 中 至 少 有 一 个 文字 取 真 . 如 果 存 在 所 有 文字 的 一 个 真 值 赋值 使 得 每 个 子 句 
均 为 真 ， 则 称 公式 是 可 满足 的 . 问题 就 是 这 样 的 赋值 是 否 存在 | 
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Cook 证 明了 ， 对 于 NP 中 的 每 个 问题 A， 可 满足 性 问题 的 每 个 实例 均 可 以 由 A 的 一 个 实例 花 
费 多 项 式 时 间 归 约 得 到 ,使 得 可 满足 性 问题 实例 的 答案 与 A 实例 的 答案 相同 . 因此 ，NP 中 的 每 个 
问题 均 可 以 归 约 到 可 满足 性 问题 . 

这 个 过 程 无 需 对 每 个 NP -完全 问题 都 重复 . 为 证 明 B 是 NP -完全 的 ， 可 以 将 可 满足 性 问题 归 
约 到 B. 任何 NP- 完 全 问题 都 可 以 用 来 归 约 以 证 明 B 是 NP- 完 全 的 . 如 果 可 供 选择 的 NP- 完 全 问题 
越 多 ， 则 从 原则 上 讲 证 明 B 的 NP- 完 全 性 就 更 容易 ， 但 实际 上 绝 大 多 数 NP -完全 性 的 证 明 过 程 仅 
将 少数 几 个 基本 的 NP -完全 问题 用 作 已 知 的 NP- 完 全 问题 . 

从 可 满足 性 问题 出 发 ，Karp[1972] 给 出 了 21 个 这 样 的 NP -完全 问题 . 这 些 问 题 中 包含 了 很 多 
图 论 的 基本 问题 ， 其 中 就 有 哈密 顿 环 问题 和 最 大 独立 集 问题 。 如果 有 可 能 ， 应 在 保证 NP -完全 性 的 
前 提 下 尽量 对 NP- 完 全 问题 进行 限制 ， 这 样 做 是 很 有 益处 的 . 因为 更 具有 限制 性 的 问题 会 具有 更 少 
的 灵活 性 ， 因 此 更 容易 将 它 归 约 为 我 们 和 欲 证 明 其 NP -完全 性 的 问题 - 

例如 ， 如 果 要 求 可 满足 性 问题 的 每 个 子 句 都 具有 三 个 文字 ， 则 它 仍 是 一 个 NP- 完 全 问题 ， 这 个 
限制 后 的 问题 称 为 3- 可 满足 性 问题 或 者 3-SAT. 其 NP- 完 全 性 可 用 如 下 方法 证 明 ， 考 虑 可 满足 性 问 
题 的 任意 一 个 实例 ， 将 其 每 个 子 句 用 与 之 等 价 的 一 系列 仅 含 三 个 文字 的 子 句 替换 (可 能 要 引入 另外 
一 些 变量 ), 3-SAT 是 一 个 极 具 限 制 性 的 问题 ， 很 多 NP- 完全 的 证 明 均 由 3-SAT 归 约 而 来 . 当然 ， 如 
果 从 更 具 限 制 性 的 2-SAT 开始 归 约 则 会 更 简单 ， 但 2-SAT 可 以 在 多 项 式 时 间 内 求解 ， 因 为 它 的 限 
制 性 过 强 . 

我 们 从 3-SAT 开始 ， 因 为 可 满足 性 问题 的 NP -完全 性 以 及 它 归 约 到 3-SAT 的 过 程 与 图 论 无 
X. 根据 Gibbons[1985] 论 述 的 方式 ， 我 们 将 3-SAT 归 约 到 3- 着 色 问题 和 有 向 哈密 顿 路 径 问 题 . 

B.5 定义 (3- 可 满足 性 问题 (3-SAT)) 

实例 ， 逻辑 变量 集 U= {wu) 和 子 旬 集 C= {C;)， 其 中 每 个 子 名 由 3 个 文字 组 成 ， 一 个 文字 就 是 
一 个 变量 ui 或 者 变量 的 否定 i. 

问题 :能 否 将 每 个 变量 的 值 置 为 真 或 假使 得 每 个 子 句 均 被 "满足 ”至少 包含 一 个 取 值 为 真 的 文字 )? 

B.6 定理 (Karp[1972]) 3-SAT 是 NP- 完 全 的 . 

证 明 参见 习题 14. 

B.7 定理 (Stockmeyer[1973]) 3- 着 色 问题 是 NP- 完 全 的 . 

证 明 在 这 个 问题 中 ， 给 定 一 个 图 并 问 它 是 否 是 3- 可 着 色 的 . 如 果 答案 是 YES， 则 存在 一 个 
真 3- 着 色 ， 而 我 们 可 以 用 二 次 时 间 来 验证 该 着 色 是 真 着 色 . 因此 ，3- 着 色 问题 在 NP 中 .为 证 明 它 
是 NP- 难 的 ， 我 们 将 3-SAT 归 约 到 3- 着 色 问 题 . 

考虑 3-SAT 的 一 个 实例 ， 设 其 变量 集 为 U= (u) LFH C=C). 我 们 将 它 变换 成 一 个 图 使 
得 该 图 是 3- 可 着 色 的 当 且 仅 当 3-SAT 的 这 个 实例 是 可 满足 的 . 我 们 要 使 用 如 下 所 示 的 辅助 图 用， 
将 其 中 的 { wf， 忆 ， 尼 } 称 为 输入 并 将 v 称 为 输出 。 当 在 变换 过 程 中 用 到 H 时 ， 我 们 会 通过 输入 将 
它 粘连 到 一 个 更 大 的 图 中 ， 如 下 面 右 侧 图 所 示 . 


Dp D 


我 们 用 (0，1，2} 来 考虑 3- 着 色 . 对 于 HL 的 每 个 真 3- 着 色 ， 如 果 三 个 输入 的 颜色 均 为 0， 则 "的 颜 
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色 也 是 0. 另 一 方面 ， 如 果 三 个 输入 的 颜色 不 全 为 0， 则 将 这 种 着 色 扩 展 为 H 的 真 着 色 之 后 v 的 颜 
色 必 不 为 0. 

从 我 们 给 出 的 3-SAT 实例 出 发 ,来 构造 图 G. 对 U 中 的 每 个 变量 ，w Flu; 都 对 应 一 个 顶点 ， 
每 个 子 句 C, 对 应 H 的 一 个 拷贝 H;， 另 外 还 有 两 个 特殊 的 顶点 a,，6b. HFEA ji as uj. u; HI 
成 一 个 三 角形 . 对 于 每 个 子 句 Ci， 将 子 图 H 粘连 到 目前 已 经 形成 的 部 分 上 ， 粘 连 点 就 是 Ci 中 的 
文字 对 应 的 顶点 . C 中 的 第 个 文字 在 Hi 中 扮演 wj 的 角色 . 在 粘连 点 以 外 的 地 方 ， 所 有 H; 两 两 
间 互 不 相交 . BOR. Gb So 邻接， 还 与 每 个 H; 的 输出 顶点 vi 邻接 . 在 下 图 中 ， 我 们 为 3-SAT 
的 一 个 具有 4 个 变量 和 3 个 子 句 的 实例 画 出 了 图 G. 


满足 fc, } 的 一 个 真 值 赋值 得 出 G 的 一 个 真 3- 着 色 /. 如 果 在 赋值 中 u 取 真 ， 则 令 Su) 
(OG) 058500, WE /Cw)=0 H SC) = 1L. 对 每 个 子 句 ， 必 有 某 个 文字 取 真 ;， 故 在 每 个 Hi 的 输 
入 { uf， 以 ， 忆 至 少 有 一 个 的 颜色 为 1. 根据 观察 H 得 出 的 结论 ， 可 以 扩展 / 使 得 每 个 vi 的 颜色 
均 不 为 0. 我 们 令 (6) =0 H fla)=2 即 得 到 一 个 真 3- 着 色 . 

反之 ， 假 设 G 有 有 一 个 真 3- 着 色 f. 如 果 有 必要 ， 可 以 对 颜色 重新 命名 这样 ， 可 以 假设 (G0 = 
2 Bf/U) =0. 由 于 /Ka) 一 2， 对 每 个 变量 ， 它 对 应 的 文字 有 一 个 被 着 以 颜色 0 而 另 一 个 被 着 以 颜色 
1. 根据 fw ) 蚌 1 还 是 0， 分 别 给 变量 赋予 真 或 俱 ， 这 样 即 得 到 所 有 变量 的 一 个 赋值 . 我 们 断言 它 
满足 所 有 子 句 . 由 于 /(b) =0, 故 每 个 输出 项 点 的 颜色 都 不 是 0. 根据 观察 H 得 出 的 结论 ， 对 应 于 H, 
的 三 个 输入 的 顶点 不 能 都 被 着 以 颜色 0. 因此 ， 每 个 子 句 至 少 有 一 个 取 真 的 文字 . a 

习题 2 Mexx P EL ER EA IRL ICD. 对 每 个 k，k- 着 色 问 题 均 是 色 数 问题 的 特殊 情 
况 ， 因 此 色 数 问题 也 是 NP -完全 的 . 

B. 8 定理 (Karp[1972]) 独立 集 问题 、 团 问题 和 顶点 覆盖 问题 都 是 NP -完全 的 

证 明 输入 图 是 否 有 一 个 独立 子 集 与 输入 参数 上 一 样 大 ， 为 了 验证 这 个 问题 的 YES 答案 ， 可 以 
(在 二 次 时 间 内 ) 列 举 并 检查 所 有 规模 为 的 集合 是 否 为 独立 集 . 因此 ， 独 立 集 问题 包含 在 NP 中 

习题 5.1. 31 断言 ，G 是 w- 可 着 色 的 当 且 仅 当 G 口 Ks 有 一 个 大 小 为 na(G) 的 独立 集 . 这 即将 色 
数 问题 归 约 到 独立 集 问题 . 构造 GLK, 的 时 间 是 wn(G) 的 平方 ,因为 当 m>n 之 后 色 数 问题 是 平凡 
的 . 于 是 我 们 得 到 结论 ， 独 立 集 问题 是 NP - 难 的 . 

由 于 GG 中 的 团 是 G 中 的 独立 集 ， 故 团 问题 与 独立 集 问题 是 多 项 式 (时 间 ) 等 价 的 . 由 于 aC t 
BG) =n(G) (51 I 3. 2. 21) .因此 独立 集 问题 与 项 点 覆盖 问题 也 是 多 项 式 等 价 的 . a 

Kii. 我们 考虑 通过 生成 路 径 和 生成 环 来 遍历 图 的 问题 . 有 向 图 的 问题 比 图 的 问题 更 具 一 般 
性 ,因为 可 以 用 对 称 有 向 图 来 表示 图 . 因此 ， 在 有 向 图 中 证 明 问题 的 NP -完全 性 可 能 是 最 容易 的 ， 
然后 通过 一 个 限制 过 程 即 可 证 明 相应 问题 在 图 中 的 NP- 完 全 性 . 

B.9 定义 ”给 定 有 向 图 D 的 顶点 ，y， 有 向 哈密 顿 路 径 问 题 是 问 DURS EA. 38. 
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B. 10 定理 (Karp[1972]) 有 向 哈密 顿 路 径 问题 是 NP- 完 全 的 . 

证 明 DD 中 的 一 条 生成 -，y- 路 径 可 以 在 线性 时 间 内 得 到 确认 ， 故 有 向 哈密 顿 路 径 问 题 在 NP 
中 . 为 证 明 它 是 NP- 难 的 ， 我们 将 顶点 覆盖 问题 归 约 到 有 向 哈密 顿 路 径 问 题 . 

考虑 项 点 覆盖 问题 的 一 个 实例 ， 它 由 一 个 图 G 和 一 个 整数 上 构成 ; 我 们 想 知道 G 是 否 有 一 个 大 
小 (至 多 ) 为 人 的 顶点 获 盖 . 我 们 构造 一 个 有 向 图 D 使 得 D 有 一 条 哈密 顿 路 径 当 且 仅 当 G 有 一 个 大 
小 至 多 为 的 项 点 覆盖 . 我 们 以 任意 方式 对 关联 到 一 个 顶点 的 所 有 边 进行 标号 . 如 果 e uv 是 关联 
Blu 的 第 i 条 边 和 关联 到 vw 的 第 j 条 边 ， 则 将 它 记 为 ei(w) 7 e— ej v). 

为 构造 D， 我 们 从 十 1 个 特殊 的 顶点 zo. ts m 开始 . 对 每 个 vEV(G)， 添 加 一 条 路 径 PC = 
war 到 DD， 其 中 r= 二 do GO. 我 们 从 zo，…，z4 -1 中 的 每 个 顶点 出 发 添加 一 些 边 指向 每 条 P(v) 
的 起 始 顶 点 ， 再 从 每 条 P(v) 的 终止 顶点 添加 一 些 边 指向 zs ns oz 中 的 每 个 顶点 . 同时 ， 对 于 
EGO B A eei Cu) 二 ej(v)， 添 加 边 wai oj. vecina s uziv 和 v2jk2j 

假设 G 有 一 个 大 小 为 上 的 顶点 覆盖 ， 它 由 顶点 v, ons A 构成 . 我 们 在 Dil co, PH), 
zis tty POS). ce 行进 即 形成 一 条 zo a MB. 对 于 每 个 未 被 覆盖 的 顶点 w， 上 述 路 径 避 开 了 
P Go. 我 们 将 这 些 未 被 覆盖 的 顶点 成 对 地 吸收 进来 . 为 了 吸收 wz;-1u2;， 在 覆盖 边 woe; G0 =e; (v) 
的 顶点 处 从 P(u) 做 一 个 迁 回 . 迁 回 的 路 线 是 vej- 1u2j -1uzjv2;， 如 下 图 所 示 . 由 于 vj- vik 
两 个 顶点 只 与 一 条 边关 联 ， 故 每 一 条 这 样 的 迁 回路 线 最 多 使 用 一 次 . 在 实现 了 所 有 的 迁 回 之 后 ， 即 
在 忆 中 得 到 了 一 条 哈密 顿 ze ，zxt- 路 径 . 


Hai Uji May aya ajo Maja May Mayan 
. e. V ee ---- m 
e ---- + n 
"up: Cua Vy Una Un-: o Vp Vay Cajal 


反之 ， 假 设 有 一 条 这 样 的 路 径 Q. 注意 ， 对 每 个 xEV(G)，P(w) 中 除 第 一 个 顶点 和 最 后 一 个 顶 
点 之 外 每 个 出 度 和 入 度 均 为 2. 首先 ， 我们 证 明 对 于 i>1 和 wEV(G)，uwziuzi+1 EEQ H 
BUS uz 2us EEQ), HHH i 1 时 将 uo 看 成 是 {zr} 中 的 某 个 元 素 ; DIE DUE. IHE d GO MERE 
un BARE } 中 的 某 个 元 素 . 由 于 与 关联 的 第 i 条 边 有 定义 ， 央 此 可 以 令 顶点 v 和 标号 ) 是 
WL eiG0 =e; (MMH. 

如 果 us zun EEQ, RI QUEMA A vo; 1 进入 wz 1. 这 意味 着 Q 只 能 通过 zz， 1 uzi BEF uzi 1 
且 只 能 通过 uzv 进入 vj. 这 又 说 明了 uziu2i+1 € EQ). 

WMR uz: zuz EECP)， 则 己 不 能 通过 uvzj -iuz -离开 v2j-1 而 必须 通过 wj cvi EE vaya 
这 说 明 Q@ 进 入 wz; 时 通过 的 边 只 能 是 v2;-1v2; 而 不 是 w2iv2;. 因此 ， QQ 没有 通过 wziv2j 离 开 u2;， 而 必 
须 通过 uziuzi+1 离 开 Q( 在 这 种 情况 下 ，Q 可 能 包含 {uz2i-1uzi，vet 2v2i-1， veiv2i+1} 或 {u2i -1v2i- 1， 
voiugi D. 

现在 , 4 S=(vEVG): zi € Qs G 中 存在 人 个 顶点 ， 它们 前 面 一 些 拷贝 在 Q@ 中 均 是 从 {w%，…， 
ze 1) 进 入 的 . 我 们 的 论证 说 明 ， 对 于 每 条 满足 ug S Luv WAVES. 因此 ， S 是 一 个 顶点 覆盖 . 这 


样 ， 顶 点 覆盖 问题 就 归 约 到 有 向 哈密 顿 路 径 问题 ， 这 恰好 是 我 们 需要 完成 的 转换 关系 . 图 
B.11 推论 (Karp[1972]) ”有 向 哈密 顿 环 问题 、 险 密 顿 路 径 问 题 、 哈 密 顿 环 问题 都 是 NP- 
Et. 


证 明 这些 问题 都 在 NP 中. 为 了 将 有 向 哈密 顿 路 径 问题 归 约 到 有 向 哈密 顿 环 问题 ， 存 前 者 的 
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实例 中 添加 一 个 顶点 = 再 添加 两 条 边 vz Al eu, RAAN D 中 是 否 存在 一 条 uw，v- 路 径 . 

将 哈密 顿 路 径 问 题 (有 两 个 特定 的 顶点 ) 归 约 到 哈密 顿 环 问题 的 过 程 是 相同 的 . 

为 了 将 有 向 哈密 顿 路 径 问题 归 约 到 哈密 顿 路径 问 题 ， 考 虑 如 下 实例 : PLE IL DD 
vR. 要 得 到 哈密 顿 路 径 问题 的 实例 G， 先 将 每 个 顶点 r IRAR a, rti ika 
继承 头 部 位 于 z 的 所 有 边 ， 让 z+ 继承 尾部 位 于 的 所 有 边 . 在 DD 中 的 一 条 u，v- 路 径 内 将 每 个 顶 
Ar 替换 成 路 径 z”， x? ，zx+ 之 后 即 得 到 G 中 的 一 条 xz  ，z+ -生成 路 径 . 

RZ. 由 于 G 中 的 一 条 u”，vt -生成 路 径 必定 要 经 过 x?”， 故 它 必然 要 正 向 或 者 反 向 经 过 所 有 
形 如 xz” ，x? ,x+ 的 路 径 . 由 于 具有 相同 符号 的 顶点 均 不 相 邻 ， 故 经 过 所 有 这 些 路 径 时 采用 的 方向 
DREKK, AAG AER DU ERI DP — ku, vit. 因此 ，G 有 一 条 wu-，v1 -生成 路 径 当 
AR DA— ku, v ERRE. m 

研究 P 类 问题 和 NP -完全 类 问题 之 间 的 界限 需要 另 一 类 更 具 限 制 性 的 问题 ， 它 们 仍然 是 NP - 
完全 的 ， 并 扩大 了 具有 多 项 式 时 间 求 解 算法 的 问题 类 . 前 一 个 类 使 得 证 明 NP -完全 性 更 容易 ， 同 时 
缩小 了 对 后 一 类 问题 的 限界 . 后 一 类 问题 的 目标 在 于 扩展 有 效 算法 应 用 的 范围 . 

为 了 展示 上 述 过 程 ， 我 们 证 明 3- 可 平面 性 问题 对 于 平面 图 而 言 仍然 是 NP -完全 的 . 

B. 12 定理 (Stockmeyer[1973]， 也 可 以 参见 Garey-Johnson-Stockmeyer[1976]) 平面 图 的 3- 可 
平面 性 问题 是 NP- 完 全 的 . 

证 明 与 大 多 数 证 明 过 程 一 样 ， 容 易 验证 一 个 3- 着 色 是 否 为 真 着 色 . 我 们 将 3- 可 平面 性 问题 
归 约 到 平面 图 的 3- 可 着 色 问 题 . 任意 给 定 一 个 图 G， 构 造 一 个 平面 图 G' 使 得 G' 是 3- 可 着 色 的 当 且 
仅 当 G 是 3- 可 着色 的 ， 

考虑 G 在 平面 上 的 一 个 画 法 ， 将 每 个 交叉 替换 为 一 个 平面 “小 配件 "， 使 得 该 小 配件 能 够 将 3- 
着 色 方 案 在 交叉 点 附近 的 颜色 扩展 到 这 个 配件 上 . 在 下 图 H 的 每 个 3- 着 色 中 ，u，v 必 有 具有 相同 颜 
色 ，z，y 也 必 具 有 相同 颜色 (习题 17). 没 画 全 的 边 表示 有 的 拷贝 要 粘连 到 图 的 其 他 部 分 中 


在 G 的 平面 面 法 中 ， 有 上 “个 交叉 的 边 被 这 些 交叉 分 成 上 十 1 条 线段 . 对 于 每 条 线段 ， 添 加 一 个 
新 顶点 . 将 每 个 交叉 点 蔡 换 成 日 的 一 个 找 贝 ，H 的 未 端 被 粘连 到 刚才 为 该 交叉 所 涉及 的 4 条 线段 
添加 的 顶点 上 . 最 后 ， 对 于 原 图 中 的 每 条 边 wz， 取 其 一 个 端点 ， 将 该 端点 到 H 的 这 个 拷贝 之 间 的 
线段 收缩 掉 . 不 涉及 交叉 的 边 保持 原状 . 


在 G 的 真 3- 着 色 中 ， 配 件 对 其 周围 顶点 颜色 的 传播 要 求 原始 边 的 两 个 端点 具有 不 间 颜 色 . 因 


此 ， 将 这 个 着 色 限制 在 原 图 上 即 得 到 原 图 的 一 个 3- 着 色 . 
反之 ,给 定 G 的 一 个 真 3- 着 色 ， 可 以 从 每 一 条 边 上 位 于 开 拷 贝 中 的 那个 端点 出 发 ， 将 所 有 颜 
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色 传播 进而 得 到 CG 的 一 个 真 3- 着 色 .能 够 做 到 这 一 点 的 原因 在 于 ， 刀 有 一 个 真 3- 着 色 使 得 x，y， 

uv 全 具有 相同 颜色 且 另 有 一 个 真 3- 着 色 使 得 2. y 上 的 颜色 不 同 于 vx，v 上 的 颜色 (习题 17)。 NI 
哈密 顿 环 问题 对 于 平面 图 而 言 仍然 是 NP- 完 全 的 . 实际 上 ， 这 个 问题 的 NP- 完 全 性 限制 在 下 面 

这 几 类 图 中 仍然 成 立 : 平面 图 ，3- 正 则 图 ， 3- 连 通 图 ， 所 有 面 的 长 度 均 不 小 于 5 的 图 (Garey- 

Johnson-Tarjan[1976]). ifj A. 它 对 二 部 图 (Krishnamoorthy[1975]) M# H CBertossi( 1981], tH 8T 

参见 习题 14) 而 言 也 是 ND -完全 的 . 3- 可 着 色 问题 限制 在 线 图 上 之 后 与 图 的 3- 边 可 着 色 问题 一 样 ， 

而 且 ， 这 个 问题 对 3- 正 则 图 也 是 NP -完全 的 ， 它 由 3-SAT 问题 归 约 而 来 (Holyer[1981]). 

习题 

B1 (一 ) 利 用 本 书 前 面 给 出 的 一 个 算法 ， 给 出 一 个 有 效 算法 在 G 为 二 部 图 时 计算 e(G)， 

B (DMEM B TIEI: 对 于 每 个 至 少 为 3 的 固定 人 值 ， -可 着 色 问题 是 NP -完全 的 ， 

B3 给 出 一 个 多 项 式 算法 来 求解 2- 可 着 色 问题 

B.4 证 明 ， 哈 密 顿 环 问 题 和 哈密 顿 路 径 问 题 是 多 项 式 等 价 的 . 即 证 明 ， 无论 从 哪个 问题 开始 ， 均 
存在 多 项 式 时 间 算 法 将 其 变换 成 另 一 个 问题 

BS 在 具有 个 顶点 的 输入 图 上 ， 检 测 是 否 存 在 长 度 固定 为 的 环 ， 所 需 的 时 间 以 人 n 的 一 个 


信 数 为 上 界 : 依次 察看 (”) 个 大 小 为 的 顶点 子 集 ， 检 验 各 种 可 能 的 顶点 顺序 (以 确定 它们 是 


否 构 成 一 个 环 ), 由 于 & 是 常数 ， 这 是 多 项 式 时 间 . 为 找到 4-38. HAFNA O). 设计 
一 个 算法 使 之 在 Oe ) 时 间 内 检测 一 个 图 中 是 否 有 4- 环 . (Richards-Liestman[1985]) 

B.6 给 定 图 G 和 一 个 整数 上 ， 最 小 度 生成 树 问题 是 问 G 是 否 有 一 棵 生成 树 T 满足 ACT) 关 4 最 长 
路 径 问 题 是 问 G 是 否 有 一 条 长 度 至 少 为 k 的 路 径 .在 人 路径 问 题 中 ， 不 是 输入 的 一 部 分 ， 
其 问题 在 于 G 是 否 有 一 条 长 度 至 少 为 HRE. 

a) 证 明 ， 最 小 度 生成 树 问题 行 和 最 长 路 径 问 题 是 NP II 
b) 证 明 ， 对 每 个 固定 的 上 值 ， -路 径 问 题 在 P 中 . 

B.7 构造 一 族 例子 ， 证明 TSP 的 最 小 插入 启发 式 算法 的 性 能 比 不 以 任何 常数 为 界 

B.8 (DYE TSP 的 一 个 满足 三 角 不 等 式 的 实例 . 证 明 : 最 小 生成 树 中 度 为 奇数 的 所 有 项 点 中 存 
在 一 个 匹配 ， 它 使 用 的 边 的 总 代价 至 多 为 生成 环 的 最 小 代价 的 1/2. 由 此 得 出 结论 ， 
Christofides 算法 的 性 能 比 至 多 为 3/2. 

B.9 证明， 要 精确 求解 TSP， 有 一 个 算法 可 以 用 来 求解 边 权 值 满足 三 角 不 等 式 的 TSP 就 够 了 ( 提 
示 : 任意 给 定 TSP 的 一 个 实例 ， 在 多 项 式 时 间 内 产生 边 权 值 满足 三 角 不 等 式 (wi 十 wi S 
wi ) 的 TSP 实例 使 得 其 解 集 与 原 实 例 一 样 ). 

B.10 证 明 : 2-SAT JR T P. 

Bl» 某 道路 系统 有 一 台 扫 雪 机 ， 该 城市 中 所 有 街道 均 比较 窗 ， 但 要 求 每 条 道上 的 雪 都 必须 清除 . 
扫 雪 机 通过 街道 一 次 就 可 以 清除 该 街道 上 的 积 雪 . 有 一 些 偏 饼 的 街道 可 供 扫 雪 机 改变 方向 ， 
但 这 种 偏僻 的 街道 无 需 清扫 积 雪 . 于 是 ， 我 们 有 一 个 图 ， 它 有 两 种 类 型 的 边 ， 类 型 1 的 边 必 
须 被 般 历 ， 类 型 2 的 边 则 无 需 遍 历 - 州 政府 需要 一 个 算法 在 这 个 图 中 找 出 遍历 了 所 有 类 型 1 

的 边 的 长 度 最 小 的 回路 . 从 哈密 顿 环 问题 开始 归 约 ， 证 明 这 个 问题 是 NP- 难 的 . 
B12 (1!) 项 点 覆盖 的 启发 式 算法 .算法 1: 选 (所 剩 ) 度 最 小 的 顶点 加 入 输出 集 ， 然 后 删除 它 ; 重 
复 这 一 步骤 直到 剩 下 一 个 稳定 集 为 止 . 算法 2: 任 选 一 条 边 ， 将 其 端点 都 加 入 输出 集 ， 删 掉 
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B.14 


B.15 


B.16 


B.17 
B.18 
B. 19 


这 两 个 项 点 ; 重复 这 一 步骤 直到 剩 下 一 个 稳定 集 为 止 . 启发 式 算法 1 看 起 来 更 有 效 ， 但 算法 

2 具有 更 好 的 性 能 比 . 

a WEB]. 算法 2 产生 的 顶点 覆盖 的 大 小 总 不 会 超过 最 优 大 小 CO RR 2 f 

b) 证 明 : 算法 1 产生 的 顶点 覆盖 的 大 小 大 约 等 于 log8(G) 乘 以 最 优 解 大 小 (提示 : 构造 一 个 二 
部 图 G 使 得 算法 1 大 约 选中 了 BCG)/i 个 度 为 i 的 顶点 ,其 中 IKK). 

(十 ) 图 G 是 -临界 的 ， 如 果 a(G 一 e) 二 ae(G) 对 任意 e€ E(G) 成 立 . 证 明 : 连通 的 a- 临 界 图 没 

有 制 点 (提示 : 如 果 el e 是 与 割 点 关联 的 边 ， 用 G 一 “ 和 G 一 ea 的 独立 集 来 构造 G 的 一 个 

独立 集 使 它 包含 的 顶点 个 数 大 于 a(G)). 

可 满足 性 问题 与 3-SAT 的 不 同 之 处 在 于 其 子 句 的 大 小 是 任意 的 . 证 明 ; 文字 个 数 大 于 3 的 
子 句 可 以 用 一 些 仅 合 3 个 文字 的 子 句 赫 换 (允许 引入 一 些 新 变量 )， 使 得 原始 子 句 是 可 满足 的 
当 且 仅 当 3-SAT 的 新 实例 是 可 满足 的 . 据 此 得 出 结论 ， 可 满足 性 问题 可 以 归 约 为 3-SAT. 

(Karp[1972]) 

《0 已 知 3- 正 则 图 的 哈密 顿 环 问题 是 NP -完全 问题 ， 证 明 : 覆盖 回路 问题 是 NP -完全 的 ， 它 

是 问 输入 图 G 是否 有 一 条 闭合 迹 至 少 包含 了 每 条 边 的 一 个 端点 . 证 明 : RE G 是 哈密 顿 图 
当 且 仅 当 G 有 一 条 闭合 迹 . 由 此 得 出 结论 ， 线 图 的 哈密 顿 环 问题 是 NP -完全 的 . 

支配 集 问题 的 输入 是 一 个 图 H 和 一 个 整数 &， 问 题 是 H 是 否 有 一 个 大 小 为 k 的 支配 集 ( 定 义 

3. 1. 26). 

a) 给 定 图 G， 添 加 G 中 每 条 边 的 一 个 拷贝 ， 然 后 细 分 每 条 边 的 一 个 拷贝 (于 是 G 的 每 条 边 被 
-个 三 角形 替代 ， 每 个 三 角形 均 引入 了 一 个 新 顶点)， 将 得 到 的 图 记 为 GY'. WEH: G 有 一 
个 大 小 至 多 为 的 顶点 覆盖 当 且 仅 当 G' 有 一 个 大 小 为 k 的 支配 集 . 

b) 由 顶点 覆盖 问题 的 NP -完全 性 证 明 支 配 集 问题 的 NP -完全 性 

证 明定 理 B. 12 中 对 配件 H Hy 3- 着 色 所 作 的 论断 ~ 

Co ) 利 用 有 向 图 中 的 哈密 顿 路 径 问 题 ， 证 明 3- 拟 阵 相 交 问 题 是 NP- 完 全 的 . 

( * ) 用 3- 维 匹配 问题 证 明 3- 拟 阵 相交 间 题 是 NP- 完 全 的 . AE rl Gn rzs nf 
= 元 组 构成 的 集合 ， 其 中 zi EV, H Vi. Vz, Va 不 相交 ， 则 3- 维 匹配 问题 就 是 要 选 出 一 些 
:元 组 ， 使 得 每 个 元 素 至 多 在 选中 的 一 个 三 元 组 中 出 现 并 且 使 得 所 选 的 元 组 数 达到 最 大 (与 

IE 二 部 图 匹配 问题 就 是 2- 维 匹配 问题 ， 其 中 候选 集 就 是 顶点 对 的 集合 ). 
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本 附录 给 出 了 一 般 指导 原则 并 对 部 分 习题 给 出 了 具体 的 提示 . 这 可 能 对 初学 者 在 寻找 和 书写 证 
明 的 时 候 有 一 些 帮助 . 

一 般 指 导 原 则 

第 一 步 要 确定 你 准确 地 理解 了 问题 . 有 些 问 题 要 求 对 一 个 数学 命题 给 出 证 明 . 定义 也 许 就 会 指 
明 到 底 需 要 证 明 什么 . 有 时 ， 待 证 的 命题 可 以 由 某 个 已 经 证 明了 的 定理 推导 出 来 ， 此 时 需要 证 明 的 
就 是 验证 假设 条 件 都 成 

另 一 些 问题 需要 做 一 些 实验 ， 以 找 出 需要 证 明 的 数学 命题 . 有 时 要 通过 仔细 检查 一 些小 实例 来 
找 出 一 般 模式 ， 然 后 再 用 归纳 法 去 证 明 这 个 模式 . 对 于 另 一 些 问题 ， 仔 细 研 究 例子 可 以 帮助 理解 为 
什么 论断 是 对 的 . 

理解 和 使 用 定义 要 特别 小 心 . 一 个 不 连通 的 图 不 必 有 和 孤立 顶点 . 环 和 峰 是 不 同 的 概念 . 要 理解 
ML BUR (0 DR. 顶点 覆盖 是 由 一 些 项 点 构成 的 集合 ， 而 边 覆 盖 是 由 一 些 边 构成 的 集合 . 连通 度 
为 3 的 … 个 图 是 2- 连 通 的 ， 而 一 个 3- 色 图 是 可 17- 着 色 的 . 

如 果 要 直接 证 明 一 个 条 件 命题 ， 可 以 从 两 端 同 时 进行 . 列 出 假设 条 件 蕴涵 的 结论 ， 列 出 结论 蕴 
涵 的 结论 ， 如 果 某 个 结论 在 两 边 都 出 现 了 ， 则 问题 也 就 解决 了 

如 果 咱 直接 证 法 未 获 成 功 ， 假 设 结论 不 成 立 ， 则 列 出 可 能 得 到 的 结论 . 如 果 这 些 结论 中 的 某 一 
个 与 由 假设 条 件 得 到 的 一 个 结论 (或 者 其 他 已 知 为 真 的 结论 ) 巴 质 ， 则 用 反 证 法 即 解 决 了 问题 . 

反 证 法 特别 适合 证 明 有 关 不 可 能 性 的 命题 . 为 了 证 明 某 种 东西 存在 ， 通常 可 以 构造 一 个 例子 并 
证 明 需 要 的 性 质 存在 ， 这 就 是 直接 法 . 

多 数 的 条 件 命题 能 够 转换 成 全 称 量 化 的 命题 . 对 全 称 量 化 命题 的 证 明 必须 对 变量 在 所 给 论 域内 
的 每 个 取 值 均 有 效 . 举例 可 以 帮助 理解 或 解释 证 明 ， 但 举例 本 身 并 不 是 证 明 . 解释 一 个 例子 为 什么 
具有 待 证 的 性 质 ( 当 然 使 用 的 术语 必须 对 所 有 可 能 的 例子 都 正确 ) 就 能 够 完成 待 证 命题 的 证 明 . 

归纳 法 在 证 明 以 自然 数 为 参数 的 命题 时 往往 比较 有 效 . 但 小 心 归 纳 陷阱 ! (对 此 ， 在 例 1. 3. 26 
和 例 A. 28 中 已 经 讨论 过 了 ). 要 记 住 用 归纳 法 证 明 条 件 命题 的 范例 ( 注 记 1. 3. 25). 研究 (参数 ) 较 小 
的 情况 将 有 助理 解 命题 ， 同 时 也 有 助 于 理解 从 一 个 参数 值 的 情况 证 明 另 一 个 参数 值 的 情况 时 所 采用 
的 手段 ; 但 这 种 研究 过 程 并 不 是 最 终 证 明 的 一 部 分 ， 除 非 基本 步骤 需要 这 样 的 过 程 , 

其 他 方法 还 包括 极端 化 方法 和 住 巢 原理 . 有 时 ， 我 们 需要 考虑 某 个 命题 的 最 小 反例 ， 并 用 它 的 
存在 性 来 得 到 一 个 更 小 的 反例 . 这 个 过 程 可 以 看 成 归纳 法 或 反 证 法 或 极端 化 方法 

对 一 个 特定 问题 有 效 的 技术 或 许 并 不 是 显然 的 . 有 时 ， 许 多 技术 都 有 效 内 而 可 以 得 到 多 个 证 
H. 数学 家 往往 要 经 历 艰辛 的 工作 才能 找 出 证 明 ; 固执 和 随意 改变 同样 有 害 . 我 们 应 试 着 用 所 有 能 
够 想像 得 到 的 技术 来 求解 问题 . 实践 能 够 加 深 理解 并 加 速 获 取证 明 的 速度 . 

最 后 一 步 是 仔细 且 完 备 地 盖 明 你 获得 的 问题 的 解 . 写 出 证 明 的 过 程 会 让 被 忽略 的 难点 或 情况 彻 
KRR. 这 个 过 程 还 可 以 排除 不 相干 的 想法 . 要 给 出 一 个 写 得 比较 好 的 证 明 往往 需要 多 次 重复 书 
G. 比较 好 的 做 法 是 ， 先 写 出 一 个 证 明 ， 将 它 放 在 一 旁 ， 提 交 之 前 再 看 看 我 们 是 否 仍然 认为 它 是 完 
备 的 、 令 人 信服 的 和 易于 理解 的 . 书写 解 的 过 程 可 以 培养 简洁 、 清 晰 、 准 确 表达 的 能 力 ， 而 这 恰恰 
是 一 种 非常 有 用 的 技能 . 
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部 分 习题 提示 

1.1.14 反 证 法 在 证 明 非 存在 性 结论 时 往往 比较 有 效 . 假设 这 样 一 个 分 解 存在 ， 关 于 这 个 棋盘 
可 以 得 出 什么 结论 

1.1.25 这 是 另 一 个 非 存在 性 问题 . 假设 存在 7- 环 ， 则 利用 Petersen 图 的 性 质 得 出 矛盾 . 

.26 考虑 G 的 一 条 边 ( 当 然 也 可 以 考虑 项 点 ). 

.27 从 G 的 一 个 顶点 开始 . 

29 考虑 一 个 特定 的 人 的 所 有 熟人 或 所 有 陌生 人 (总 有 一 个 比较 大 ). 

32 考虑 两 个 部 集 大 小 的 奇偶 性 . 

34 ”由 于 三 个 子 图 两 两 同 构 ， 因 此 检查 该 图 的 具有 3- 重 对 称 性 的 一 个 画 法 . 

37 将 这 些 路 径 的 端点 对 度 的 贡献 与 中 间 项 点 对 度 的 贡献 进行 比较 

38 由 二 部 划分 可 以 得 到 一 个 分 解 ， 由 分 解 也 可 以 得 到 一 个 二 部 划分 . 

15. 当 顶 点 重复 时 到 底 发 生 什 么 ? 

17 利用 连通 关系 的 传递 性 . 

18 ”对 于 较 小 的 n 值 ， 画 出 G， 看 看 答案 是 什么 ; 然后 证 明 它 . 

APT EE. WAM FHS, 如 果 ae，4 互 素 ， 则 存在 p，9 使 得 pa 十 gb 二 1. 
26 二 部 图 的 特征 刻画 将 使 得 证 明 过 程 比较 容易 . 

28 问题 并 没有 将 我 们 的 注意 力 局 限于 诱导 子 图 上 . 

38 用 归纳 法 和 引 理 1. 2. 25. 

40 如 果 己 和 Q 无 公共 顶点 ， 则 考虑 从 V(P) 到 V(Q) 的 最 短路 径 ， 由 此 得 出 矛盾 - 
12 Fe R= 1 时 的 例子 构造 出 来 ， 再 进行 推广 . 

15 证 明 (b) 时 ， 考虑 补 图 . 

1.3.18 假设。 是 制 边 而 H 是 G 一 e 的 一 个 分 量 ， 从 每 个 部 集 的 角度 对 日 边 数 进行 计数 . 令 这 
两 个 计数 结果 的 公式 相等 即 得 出 矛盾 . 

1. 3. 19 ”对 于 第 二 个 部 分 ， 让 所 求 的 图 对 应 到 3- 正 则 图 . 

1.3.22 在 (a) 中 ， 如 果 一 个 外 部 顶点 有 3 个 相 邻 顶点 位 于 V(C) 中 ， 会 发 生 什么 情况 ? 对 于 
(b) ，(a) 这 个 部 分 对 介 于 VCO AL V(G) 一 V(C) 之 间 的 边 的 条 数 给 出 了 一 个 界限 ;对 最 小 度 的 假设 
条 件 给 出 了 另 一 个 界限 . 

1.3.28 当 。 为 偶数 时 ， 给 出 一 个 同 构 . 当 是 奇数 时 ， 在 Qt 中 找 出 一 个 奇 环 . 

1.3.31 对 于 (a)， 考 虑 例 1. 3. 18. 

1.3.33 对 于 (a)， 在 工 的 所 有 非 相 邻 顶点 和 xz 的 所 有 相 邻 顶点 对 之 间 建 立 一 一 对 应 

1.8.34 考虑 相 邻 顶点 zx，y， 在 NCz) 和 N(y) 之 间 建 立 一 一 对 应 . 

1.3.43 ”在 构造 图 时 ， 正 则 图 是 行 不 通 的 . 需要 有 度 较 高 的 顶点 和 度 较 低 的 顶点 ， 但 它们 都 应 
该 与 度 较 高 的 顶点 相 邻 . 

1.3.50 对 每 个 n 值 构造 一 个 仅 含 少 数 几 条 边 的 例子 ， 再 用 归纳 法 证 明 EIDERIUS: 度 和 公 
式 表明 ， 在 边 数 少 于 3n/2 的 -顶点 简单 图 中 有 一 个 度 至 多 为 2 的 顶点 

1.3.58 ”定义 一 个 图 ， 用 它 表示 那些 仍然 可 以 在 一 起 玩 牌 的 人 员 对 . 什么 样 的 条 件 能 够 保证 还 
可 以 再 玩 一 局 比赛 ? 

1.8.55 F(a), 证 明 ACG) >n(G)/2. 对 于 (b)， 证 明 G 不 连通 . 
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.3.57 记 住 注 记 1.3.25 给 出 的 范例 . 
3.63. ”对 充分 性 无 论 采 取 何 种 归纳 证 明 ， 在 应 用 归纳 假设 前 必须 验证 “ 较 小 的 对 象 "满足 条 件 . 
.4.16 对 于 (a)， 要 说 记 / 的 定义 . 
证 明 可 以 修改 不 平衡 定向 以 减 小 不 平衡 的 程度 . 
4.25 为 给 出 一 个 奇 出 度 顶 点 个 数 大 于 2 的 定向 ， 适 当地 修改 定向 . 
4.29 ”利用 DD 的 强 连通 性 和 G 中 所 给 的 奇 环 ， 构 造 D 的 一 个 奇 环 . 
.4.34 证 明 ; 在 G 的 由 与 H 中 方向 相反 的 边 构成 的 子 图 F 中 ， 在 每 个 顶点 处 出 度 均 等 于 入 
E. 找 出 一 个 3- 环 使 之 包含 F 中 出 度 最 大 的 项 点， 将 它 的 方向 逆转 即 可 使 得 G 更 接近 于 H. 
1.4.37. 对 竞赛 图 的 阶 用 强 归纳 法 . 
1.4.88 在 其 中 一 个 方向 中 , 证 明 : 如果 存在 具有 n—2 个 顶点 的 这 种 竞赛 图 ， 则 存在 具有 
个 顶点 的 这 种 竞赛 图 ， 当心 n—6 的 情况 . 


= 
DJ 


2.1.2. 对 于 (b)， 命 题 可 以 允许 添加 树 中 已 经 存在 的 边 的 拷贝 , 
2.1.17 对照 定理 2. 1. 4 中 证 明 ASB, C 的 部 分 . 
2.1.25 对 "用 归纳 法 ; 对 归纳 步骤 ， 删 除 一 个 叶子 . 
2.1.27. 记 住 量词 . 证 明 ， 对 这 一 系列 数 的 限制 条 件 对 顶点 度 为 d1，…，d， 的 树 的 存在 性 是 
充分 必要 的 . 有 两 个 蕴涵 关系 需 得 到 证 明 . 
2.1.29. 用 两 种 方法 对 边 进行 计数 . 
1.31 考虑 逆 否 命题 . 
1.33 有 两 个 蕴涵 关系 需 得 到 证 明 ， 对 每 个 殖 涵 关系 均 考虑 一 个 连通 -顶点 图 . 
1.34 ”对 nn 用 归纳 法 . 
1.40 将 G 表 达成 正确 数量 的 路 径 之 并 ， 如 果 这 些 路 径 不 是 两 两 不 相交 的 ， 我 们 能 做 些 


1.41 利用 某 个 分 量 的 生成 树 . 
1.47 EWH, 需要 注意 的 是 一 条 uv- 路径 与 一 条 v，w- 路 径 之 并 不 一 定 是 一 条 u， 


1.59 ”在 问题 中 ，n Me MEATH. 答案 必须 表达 成 这 两 个 参数 的 形式 . 

1.61 Hi G—a— y. 添加 条 无 公共 顶点 的 边 将 No GO I Nc(y) 连 起 来 ， 得 到 GI. 
2.5 考虑 每 个 5 - 环 要 用 到 的 边 的 条 数 . 

2.7 由 对 称 性 ，K 的 每 条 边 均 位 于 相同 数量 的 KK。 的 生成 树 中 . 

2.9 利用 Prüfer 编码 . 

2.19 在 顶点 集 为 [四 的 树 中 ， 将 从 ?到 1 的 路 径 上 位 于 顶点 处 的 边 去 掉 . 

2. 

2. 

2. 

3 


oo 


.24 ”以 顶点 间 差 值 的 递减 顺序 来 构建 所 有 边 . 
.29 ”如 果 一 棵 树 不 是 毛虫 形 ， 则 它 包含 例 2. 2. 18 HiH Y. 
.33 ”考虑 经 过 从 根 出 发 的 路 径 可 以 到 达 的 顶点 构成 的 集合 . 
.11 如 果 最 小 权 值 生成 树 有 一 条 边 的 权 值 大 于 瓶颈 生成 树 中 边 的 最 大 权 值 ， 会 发 生 什么 


2.3.13 在 位 于 T' 但 不 位 于 T 的 所 有 边 中 ， 考 虑 权 值 最 重 的 边 . 
2. 3. 31 在 归纳 步 又 中 .根据 编码 的 第 一 个 bit， 将 最 优 编码 的 码 集 划分 成 两 个 集合 . 
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1.8 考虑 两 个 完美 匹配 的 对 称 差 . 
1.9 用 顶点 覆盖 ， 或 利用 对 称 差 将 极 大 匹配 和 最 大 匹配 进行 比较 . 
1.16 对 上 用 归纳 法 . 
1.24 将 问题 转化 成 图 论 问题 . 
1.28 找 出 一 个 恰当 的 置换 矩阵 ， 然 后 用 常数 因子 调整 剩 下 的 部 分 以 利用 归纳 假设 . 
1.26 ”用 推论 3.1. 13 证 明 (a) ， 对 用 归纳 法 来 证 明 (b). 
1.29 考虑 当 G 没 有 大 小 为 的 匹配 时 ， 关 于 顶点 覆盖 问题 Konig-Egerváry 定理 有 什么 结论 . 
1.30 问题 需要 一 个 界 ， 而 有 一 个 例子 恰好 达到 了 这 个 界 . 
1.39 考虑 连接 一 个 最 大 独立 集 及 其 补 集 的 那些 边 . 
.2.11 假设 婚配 算法 中 这 样 的 拒绝 首先 出 现在 a 拒绝 x， 即 使 ax 可 能 是 某 个 稳定 匹配 M 中 
的 一 个 对 . 如 果 “ 是 由 于 y 才 拒绝 z， 注 意 在 M 中 > 必然 与 某 个 女子 6 配对 . 巾 这 几 个 人 的 意愿 ， 
能 推导 出 什么 结论 ? 
3.3.2 顶点 鞠 盖 不 足以 证 明 匹 配 的 最 优 性 . 
3.7 人 是 偶数 时 问题 比较 容易 . 当 上 是 奇数 时 ， 为 &= 3 构造 一 个 例子 然后 推广 . 
3.3.11 利用 Tutte 定 理 . 
3.3.12. 为 证 明 存在 一 个 匹配 使 其 大 小 等 于 某 个 广义 覆盖 的 大 小 ， 令 TEE oG- T) = 
| T | 达到 最 大 的 一 个 极 大 集合 . 
3.3.14 对 每 个 SGEV(G)， 证 明 o(G 一 S) 一 | S| 充分 小 . 另 一 个 不 同 的 方法 是 ， 令 X 是 诱导 
出 最 少 边 的 一 个 k- 顶 点 集 ， 证 明 在 X 和 xz 之 间 存 在 一 个 匹配 . 
推广 推论 3. 3. 8 的 论证 过 程 . 
给 定 两 个 相 邻 顶点 x，y， 对 G 一 zx 一 y 验 证 Tutte 定理 . 
3.3 考虑 具有 适当 大 小 的 Tutte 集 S 和 G 一 S 中 适当 数量 的 奇 分 支 ， 
3.3.19. “利用 推论 3. 3.8 获取 一 个 1- 因 ， 在 剩 下 的 2- 因 子 中 考虑 环 的 一 致 定向 来 获得 P 的 拷贝 


1.5 证 明 CG' 是 连通 的 且 没 有 割 点 . 利用 内 部 互 不 相交 的 路 径 还 可 以 得 出 一 个 简短 的 证 明 
1.10 由 定理 4.1. 11 和 推论 1. 3. 5 得 到 一 个 简短 的 证 明 . 
1.14 证 明道 否 命题 . 
1.17 先 证 明 : 如 果 | (CS, S] —3. M S 和 3 的 大 小 都 是 奇数 . 
.1.18 对 第 一 个 部 分 证明: 在 至 多 包含 两 条 边 的 边 割 中 ， 在 较 小 的 顶点 集 诱导 的 子 图 中 有 
很 多 边 因而 必然 出 现 三 角形 . 

4.1.23. 验证 Tutte RIF. 记 住 要 求 不 以 较 大 的 星 形 为 诱导 子 图 ， 而 不 是 不 出 现 星 形 

4.1.26 必要 性 只 需 对 单个 环 证 明 即 可 . 对 于 充分 性 ,用 C 一 下 的 所 有 分 量 为 顶点 定义 一 个 恰 
当 的 辅助 图 . 证 明 辅助 图 是 二 部 图 ， 据 此 将 G 一 下 的 所 有 分 量 划 分 成 所 需 的 形式 . 

4.1.27. 记 住 边 割 是 键 当 且 仅 当 边 割 的 两 个 顶点 集 均 诱 导出 连通 子 图 . 

4.2.6 利用 耳 分 解 . 

4.2.14. 这 实际 上 是 定理 4. 2. 2 讨论 边 的 情况 的 版 本 ， 只 是 附加 了 一 个 结论 ， 即 两 条 路 径 的 公 
共 顶 点 在 两 条 路 径 中 以 相同 的 顺序 出 现 

4.2.21. 关于 最 多 有 两 个 奇数 度 顶 点 的 图 ， 我 们 知道 什么 结论 ? 
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4.2.23 ”根据 给 定 的 二 部 图 G， 设 计 一 个 图 H wE H 上 应 用 Menger 定理 可 以 得 到 G 上 所 
需要 的 结果 . 

4.2.28 利用 扩张 引 理 和 Menger 定理 . 

4.3.13. 设计 一 个 网 络 使 得 存在 这 样 的 分 组 当 且 仅 当 该 网 络 有 一 个 值 为 乙 mi 的 流 . 


5.1.20 一 种 方法 是 证 明 逆 否 命题 . 另 一 种 方法 是 删 掉 一 个 奇 环 . 

5.1.22 需要 将 所 有 顶点 排序 ， 使 得 每 个 顶点 至 多 有 两 个 相 邻 顶点 位 于 它 之 前 . 

5.1.28. 用 计数 方法 或 铝 巢 原理 给 出 下 界 . 比较 有 趣 的 部 分 是 ， 给 出 一 个 构造 来 证 明 & 十 1 不 
整除 ”时 该 图 是 可 & 十 2- 着 色 的 . 

5.1.26 (也 适用 于 下 一 个 问题 ) 获 取 具 有 相同 大 小 的 一 个 团 和 一 个 真 着 色 . 

5.1.30 E G 的 一 个 真 着 色 ， 产 生 颜 色 的 一 些 子 集 ， 每 个 子 集 与 的 一 个 元 素 关联 . RZ, 
说 明 如 何 用 这 样 一 些 子 集 来 产生 一 个 真 着 色 . 

5.1.31. 根据 一 个 真 m- 着 色 ， 建 立 一 个 具有 同样 大 小 的 独立 集 . 根据 一 个 足够 大 的 独立 集 ， 
构造 一 个 真 m- 着 色 . 

5.1.32 同 定理 1. 2. 23 中 的 情况 ， 可 以 用 归纳 法 或 者 将 颜色 编码 成 二 进 制 - 元 组 之 后 青 应 用 
的 巢 原 理 . 

5.1.39 由 e(G) 的 上 下 界 ， 得 到 的 一 个 用 m 表达 的 二 次 不 等 式 . 

5.1.41. 根据 归纳 假设 ， 一 个 新 图 必须 满足 这 个 界 ， 除 非 删除 一 个 顶点 之 后 发 现 图 及 其 补 图 的 
色 数 均 减 小 了 ， 当 这 两 个 色 数 之 和 已 经 达到 最 大 时 ， 这 种 情况 可 能 发 生 吗 ? 
1.44 用 (a) 得 出 上 界 . 对 于 下 界 ， 采 用 定理 S. 1. 21 中 同样 的 定向 . 
.51 修改 某 个 真 二 着 色 得 到 一 个 真 k 十 1- 着 色 ， 使 得 已 的 所 有 顶点 上 具有 事先 指定 的 值 . 
2.2 考虑 补 图 . 
2 WF C 是 连通 的 ， 因 此 只 需 考虑 从 G 中 删除 一 些 边 . 
2.15. 当 剩 下 的 顶点 具有 较 高 的 度 时 ， 用 大 邻 域 作 为 同色 类 ;， 然后 应 用 Brook 定理 
2 
2 
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.17 对 于 (bl， 考 虑 补 图 . 
.19 ”修改 Ks 十 K，。 得 到 T,.+， 对 改动 的 边 数 进行 计数 . 
.2.21 定理 5.2.9 的 证 明 将 一 个 不 含 r 十 1- 团 的 图 变换 成 了 一 个 边 最 少 的 r- 部 图 . 边 数 是 严 
格 递 增 的 ， 除 非 在 计算 的 每 一 步 中 等 式 都 成 立 . 等 式 成 立 需 要 什么 条 件 ? 

5.2.27 ”为 了 证 明 上 界 ， 将 反例 中 一 个 环 的 所 有 边 删 除 ， 得 到 一 个 森林 ， 这 就 限制 了 围 长 ， 归 
约 为 8(G) 三 3 的 情况 ， 这 要 求 n<8， 与 习题 5. 2. 26 矛盾 . 

5.2.28 ”为 了 证 明 上 界 ， 归 约 为 5(G) 宇 3 的 情况 ,考虑 最 短 的 环 C. 删除 VCC) 剩 下 一 个 森林 ， 
其 所 有 叶子 在 C 上 至 少 有 3 个 相 邻 顶 点 . 

5.2.29 对 于 (b) ， 如 果 最 大 的 同色 类 和 最 小 的 同色 类 的 大 小 之 差 超过 1， 利 用 (a) 适 当 修改 着 


f&. 
5.2.32 利用 大 临界 图 G A H 的 性 质 来 证 明 (a). 在 (c) 中 ， 可 以 明确 构造 阶 为 4，6，8 的 例 


F. RAAH. 
5.2.40 ”为 计算 色 数 ， 考 虑 独立 子 集 . 为 禁止 完全 子 图 细 分 的 出 现 ， 考 虑 顶点 制 ; Ka 的 细 分 


必 有 k 一 1 条 两 两 不 娄 交 的 路 径 连接 其 中 两 个 度 为 & 一 1 的 顶点 . 


[512] 
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5.2.43 ”对 用 归纳 法 ， 在 归纳 步骤 中 删除 V(G) 的 一 个 恰当 子 集 . 
5.2.44 归 约 为 SG) 三 k 一 1 的 情况 ， 然 后 对 上 用 归纳 法 . 

5.3.3 如 果 X(G; E) =k 4 +3k, WI G 有 和 多少 个 顶点 、 多 少 条 边 ? 
5.3.4 对 于 (a)， 用 色 递 归 或 者 定理 5. 3. 10. 


5.3.6 ”在 计算 六 pco 时 ,有 多 少 项 对 MO 的 系数 有 贡献 ? 


5.3.12 对 于 (a)， 用 色 递 归 . 对 于 (b)， 为 了 得 到 具有 个 连通 分 量 的 ”顶点 图 中 边 数 的 最 大 


值 ， 参 考 习题 1. 3. 40. 
a) 证 明 : 在 图 G 的 着 色 多 项 式 中 ， 最 后 一 个 非 0 项 的 指数 是 G 的 连通 分 量 的 个 数 . 


DINOE: WMR p(k) — P — ake! tone E ck" Ra» (" 7). 则 p 不 是 着 色 多 项 式 ( 比 


该 结论 即刻 表明 习题 5. 3. 3 中 的 多 项 式 不 是 着 色 多 项 式 ). 
5.3.18. (a) 意 味 着 (b) 只 需 一 次 计算 . 与 例 5. 3. 9 一样， 将 色 多 项 式 表 达成 两 个 色 多 项 式 之 和 
需要 另外 的 一 条 边 . 

5.3.23 利用 单纯 删除 顺序 . 

5.3.26 对 于 (a)， 利 用 单纯 删除 顺序 ; 单纯 顶点 可 能 在 也 可 能 不 在 GD) H P. IFC), 
N(z) 可 能 等 于 也 可 能 不 等 于 V(C) 一 工 
5.3.28 建立 G 的 一 个 单纯 删除 顺序 和 C 的 一 个 传递 定向 . 


E 
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6.1.20 哪个 平面 图 仅 有 一 个 面 ? 如 果 一 个 平面 图 有 多 个 面 ， 删 除 什么 类 型 的 边 可 以 使 得 面 的 
数量 减少 ? ， 

6.1.24. 在 归纳 步骤 中 ， 删 除 一 个 环 的 一 条 边 . 

6.1.25. 用 欧 拉 公式 . 

6.1.28 这 可 以 通过 将 欧 拉 公式 应 用 到 一 个 恰当 的 平面 图 上 来 证 明 . 也 可 以 用 归纳 法 来 证 明 . 

6.1.30 模仿 定理 6. 1. 23 的 证 明 . 

6.2.6 为 了 应 用 题目 给 出 的 结论 和 归纳 假设 ， 从 较 大 的 图 中 找 出 一 个 恰当 的 顶点 将 它 删 除 . 

6.2.7 给 定 要 检测 的 图 G， 构 造 一 个 图 H WEG 是 外 可 平面 的 当 且 仅 当 H 是 可 平面 的 . 这 样 
就 可 以 将 Kuratowski 定 理应 用 到 H 上. 

6.2.8 需要 分 几 种 情况 来 考虑 Ks 的 一 个 细 分 如 何 被 放 到 了 该 图 中 . 

6.2.9 JA n—5 开始 ， 给 出 构造 . 将 上 界 归 约 为 考虑 一 个 具有 2n 条 边 的 图 ， 它 的 最 小 度 为 3 
AKAME. 对 每 种 情况 ， 找 出 一 些 不 相交 的 环 或 者 Ks.3 的 一 个 细 分 

6.2.11 db 玉 ' 是 可 收缩 为 万 的 一 个 子 图 . 考虑 H' 中 收缩 得 到 HH 的 顶点 的 那些 子 图 

6.3.5 利用 四 色 定 理 、 

6.3.9 当 C 的 长 度 为 4 时 ， 将 其 内 部 (外 部 ) 用 连接 C 上 相对 的 顶点 一 条 边 代 蔡 ， 这 将 得 到 C- 
瓣 的 一 个 4- 着 色 ， 它 在 C 的 两 个 相对 顶点 使 用 了 不 同 的 颜色 . 

6. 3. 12 要 给 出 这 样 一 个 构造 ， 将 顶点 分 组 使 得 每 组 由 3 个 顶点 构成 ， 由 此 建立 一 些 “由 室 "使 
得 每 个 保安 不 能 监控 多 于 一 个 的 四 室 - 

6.3.19 证 明 这 两 个 图 的 并 是 Cs V Ks. in 
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6.3.20 证 明 当 s>(r—2)?/2 时 命题 6. 3. 10 得 出 的 下 界 至 少 是 7/2， 并 给 出 一 个 方案 将 它 分 
解 成 "/2 个 平面 子 图 . 


6.3. 


. 25 
.27 


3.28 


考虑 环 的 笛 卡 儿 积 - 
在 Kmt1. 的 一 个 画 法 中 考虑 Km. 的 拷贝 . 
(也 适用 于 下 一 个 问题 ) 考 虑 当 移 动 一 个 顶点 使 之 越过 一 条 边 时 会 发 生 什 么 . 对 于 第 二 


考虑 交叉 次 数 易于 计算 的 一 种 画 法 . 


29 


为 证 明 (b) 的 必要 性 ， 首 先 证 明度 的 平均 值 必 为 2. 
设 G=L(H)， 用 H WEH: 对 于 SEV(G)，G 一 S 的 分 量 数 至 多 为 | S | 十 1. 

从 L(G) 的 一 个 嵌入 中 抽取 G 的 一 个 嵌入 。 

考虑 定义 1. 4. 20. 

最 好 先 考虑 = Ko 这 种 特殊 情况 ， 尽 管 这 无 需 单独 证 明 . 

关联 到 制 点 的 每 条 边 必须 以 某 种 颜色 出 现 . 

证 明 当 一 种 颜色 频繁 出 现 而 另 一 种 颜色 较 少 出 现时 ， 可 以 改进 着 色 . 

将 问题 归 约 为 两 个 哈密 顿 图 均 是 环 的 情况 . 

对 每 个 k 值 ， 确 定 为 使 G 一 S 有 个 分 量 S 必须 是 多 大 ? 

将 涉及 G 和 G 的 条 件 分 别 用 G 的 度 表达 出 来 . 然后 证 明 G 满足 关于 生成 路 径 的 


Chvátal 条 件 . 


T: 
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的 颜色 . 
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利用 Chvátal-Erdós 定理 . 

注意 该 变换 如 何 改变 度 ; 条 件 的 陈述 是 正确 的 (定理 7. 2. 19). 

对 偶 图 是 3- 正 则 的 . 

分 别 考虑 生成 环 内 部 和 外 部 的 面 . 

将 问题 转换 成 前 面 证 明 过 的 一 个 命题 . 

将 问题 归 约 为 研究 例 7. 3. 6 中 分 析 的 图 . 

将 图 修改 为 Grinberg 定理 可 以 应 用 的 情形 . 
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ROM 
MRD 术 语 R 
除了 本 书 使 用 的 术语 外 ， 本 术语 表 还 给 出 了 读者 进一步 学 习 时 可 能 会 遇 到 的 一 些 相关 术 诸 . È 
还 包含 其 他 作者 用 过 的 一 些 同 义 术语 . 
这 些 术语 是 定义 的 非 正式 提 法 . 括号 中 的 数字 是 完整 定义 或 第 一 次 使 用 所 在 的 页 .如果 未 特别 
说 明 ， 示 图 (有 了 时 也 表示 有 向 图 ),“D" 表 示 有 向 图 ，v Me 表示 顶点 和 边 ，n 表示 顶点 
mu. 


A 


Absorption property(matroids)[351O0 ] 吸收 性 ( 拟 阵 ): rX —r XU 0 —rOXU SP) Zi rX) = 
KXUfUo 

Acyclic(67] 无 环 的 : 没有 环 的 

Acyclic orientation[203, 208] 无 环 定向 : 没有 环 的 定向 

Adjacency matrix A[6] ”邻接 矩阵 A: 矩阵 中 的 元 素 ai,; 是 从 顶点 i 到 顶点 j 的 边 的 条 数 

Adjacency relation BRAR: 无 序 或 有 序 的 顶点 对 构成 的 集合 ， 它 们 分 别 是 图 和 有 向 图 的 边 集 

Adjacency set N(v) 邻接 集 与 邻接 的 所 有 顶点 构成 的 集合 

Adjacent[2] 邻接 边 的 端点 ， 有 时 用 来 描述 具有 公共 端点 的 边 

Adjoins ”邻接 : … 邻 接 

Adjugate ” 转 置 伴随 矩阵 :由 余子 式 构成 的 矩阵 

Almost always[430] 几乎 处 处 : 渐 近 概率 为 1 

M-alternating path — M- 交 错 路 径 : 由 M 内 和 M 外 的 边 相 间 形 成 的 路 径 

Ancestor[100] 祖先 : 在 有 根 树 中 ， 到 根 的 路 径 上 的 顶点 

Antichain 反 链 :( 序 关系 中 ) 一 族 两 两 不 能 比较 的 元 素 

Anticlique fl. PER 

Antihole JL: 与 环 的 补 图 同 构 的 诱导 子 图 

Approximation algorithm[496] 近似 算法 : 性 能 比 有 界 的 多 项 式 时 间 算 法 

Approximation scheme[496] 近似 模式 ,性 能 比 可 以 任意 小 的 一 族 近似 算法 

Arborescence 树 形 图 : 任意 顶点 的 出 度 均 不 超过 1 的 有 向 森林 

Arboricityy(G)[372] WIRE: 覆盖 所 有 边 所 需 的 最 小 森林 数 

Arc. Ms 有 向 边 ( 有 序 顶 点 对 ) 

k-arc-connected 有- 弧 - 连 通 的 与 有 向 图 的 人 - 边 连通 相同 

Articulation point ”联接 点 : 删除 将 导致 分 量 数 增 大 的 顶点 

Assignment Problem[126] 分 配 问 题 : 在 部 集 相等 的 完全 二 部 图 中 将 完美 匹配 各 边 权 值 之 和 最 小 
化 (或 最 大 化 ) 

Asteroidal triple[ 346] 星 状 三 元 组 :由 不 同 的 三 个 顶点 构成 的 三 元 组 ， 且 任意 两 个 点 可 以 由 避 开 
第 三 个 顶点 的 路 径 连 接 


O ”页 叶 为 英文 原 书页 码 、 与 书 中 边栏 的 页 号 一 致 
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Asymmetric 反对 称 的 : 除 恒 等 映 射 外 没有 同 构 映 射 

Asymptotic 渐 近 的 : 比例 逐渐 接近 1 

Augmentation property(matroids)[352] 扩展 性 ( 拟 阵 ): hh. EIRE | 12 | >| h | RAME 
在 ee Iz 一 了 1 使 得 Ute}El 

Augmenting path[ 109] 增 广 路 径 : 在 匹配 问题 中 指 一 条 可 以 用 来 增 大 匹配 大 小 的 交错 路 径 ; 在 流 
问题 中 指 一 条 可 以 用 来 增 大 流 值 的 交错 路 径 

Automorphism[ 14] AH: 保持 邻接 关系 的 一 个 顶点 置换 

Automorphism group PA MRED: 所 有 自 同 构 在 复合 运算 下 形成 的 群 

Average degree PHE: Ud(v)/n(G) =2e(G)/n(G) 

Azuma's inequality Azuma 不 等 式 ， 分布 的 边缘 概率 的 一 个 界 


Backtracking[156] EMOH: 深度 优先 搜索 

Balanced graph[434] 平衡 图 : 平均 顶点 度 最 大 的 子 图 为 整个 图 的 图 

Balanced k-partite 平衡 上 -部 图 : 各 部 集 的 大 小 至 多 差 1( 参 见 等 部 集 图 ) 

Bandwidth 带宽 ， 相 邻 顶点 的 不 同 整数 编号 之 差 的 最 大 值 可 以 达到 的 最 小 值 

Barycenter[78] 重心 : 与 其 他 顶点 距离 之 和 达到 最 小 值 的 顶点 

Base(matroids)[349] 基 ( 拟 阵 ): 极 大 独立 集 

Base exchange property(matroids)[351] 基 交 换 性 : 如 果 Bl，B2€B8 且 e€ Bi — B», WEEE 
By — By 使 得 Bi 一 e 二 /是 一 个 基 . 

Berge graph[340] Berge 图 : 没有 奇 洞 或 奇 反 洞 的 图 

Best possible Ji (CAS: 如 果 将 每 个 条 件 放宽 ， 则 结论 不 再 成 立 

Bicentral tree X fio B: 中 心 是 一 条 边 的 图 

Biclique[ 9] WA: ERA. 

Biconnected 双 连 通 的 2- 连通 的 . 

Bigraphic[65，185] 可 二 部 图 示 的 :可 以 作为 简单 二 部 图 中 部 集 的 顶点 度 实现 的 一 对 序列 

X. Y-bigraph 24]. X,Y- 二 部 图 :二 剖 分 为 X，Y 的 二 部 图 

Binary matrix(or vector) 进 制 矩阵 (或 向 量 ) : 所 有 元 素 均 在 {0，1) 中 

Binary matroid[357] 二 进 制 拟 阵 : 可 表示 在 仅 有 两 个 元 素 的 域 上 的 拟 阵 

Binary tree[101] RM. 每 个 非 叶 节点 至 多 有 两 个 孩子 的 有 根 树 


Binomial coefficient (7# )[487] 二 项 式 系数 (z): 从 "元 素 集合 中 选 出 -元 素 子 集 的 方案 数 ， 等 于 


nt /Lk! QI7- IDE] 

Biparticity[422] 二 分 度 : 对 所 有 边 进行 划分 所 需 的 二 部 子 图 的 个 数 

Bipartite graph[4] 二 部 图 : 所 有 顶点 可 以 被 两 个 独立 集 覆 盖 的 图 

Bipartite Ramsey number 二 部 图 Ramsey St. 对 于 二 部 图 G， 对 K,.n 的 所 有 边 进 行 二 着 色 后 在 其 
中 存在 单 色 G 所 需 的 最 小 值 

Bipartition[24]  — 84k ; 将 顶点 集 划分 成 两 个 独立 集 的 一 个 划分 


HD 


Birkhoff diamond[259] Birkhoff 3872. 用 于 证 明 四 色 定 理 的 一 个 特殊 归 约 一 可 归 约 构 形 

Block[155] 块 : (1) 没 有 割 点 的 极 大 子 图 ; CON ABE (3) 集 合 的 一 个 划分 中 的 一 个 类 

Block-cutpoint graph[156] 块 - 割 点 图 : 以 G 的 所 有 块 和 所 有 制 点 分 别 为 部 集 ， 以 邻接 关系 是 包含 
关系 得 到 的 简单 二 部 图 

Block graph SRP: G 的 所 有 块 的 交 图 

Blossom[142] 4%: 求解 一 般 匹 配 的 Edmonds 算法 中 出 现 的 奇 环 

Bond[154] 键 : 最 小 边 割 

Bond matroid[362] Ripe: 图 的 环 拟 阵 的 对 偶 拟 阵 

Bond space[452] 键 空间 环 空间 的 正 交 补 ; 键 (在 只 有 两 个 元 素 的 域 上 ) 的 线性 组 合 

Book embedding HA: 将 G 分 解 成 若干 个 外 可 平面 图 使 它们 均 有 相同 的 顶点 序 ( 像 书 背 一 样 ) 

Bouquet 花 东 (图 ); 由 一 个 顶点 和 一 些 图 形成 的 图 

Branch vertex[249] (分 ) 丸 点 : 度 至 少 为 3 的 顶点 

Branching 4X: 除 人 度 等 于 0 的 一 个 顶点 外 ， 其 余 顶点 的 入 度 均 为 1 的 一 个 有 向 图 

r-branching[404] -分 义 : 以 7 为 根 的 分 丸 

Breadth-first search[99] ”广度 优先 搜索 ， 以 距 根 的 距离 为 顶点 序 进行 的 搜索 

Breadth-first tree “广度 优先 树 ， 广 度 优先 搜索 得 到 的 树 ， 其 根 是 搜索 始点 

Bridge[304] BF: Wi 

H-bridge of G _G 的 HH- 桥 HH- 碎片 (其 他 作者 用 过 的 术语 ) 

Bridgeless graph[304] 无 桥 图 : 没有 割 边 的 图 

Brooks’ Theorem Brooks 定理 : 除 团 和 奇 环 之 外 ， 连 通 图 中 X(G)<A(G) 


C 


Cactus[160] 仙人 掌 图 : 每 条 边 至 多 出 现在 一 个 环 中 的 连通 图 

(k, g)-cagel49] (kk，5)- 逢 ， 阶 最 小 的 围 长 为 & 的 人 -正则 图 

Capacity[176，178] 容量 : 对 流量 的 限制 : (1) 通 过 网 络 中 一 条 边 的 流量 ;〈2) 通 过 一 个 割 的 流量 

Cartesian product G1 口 Gz:[193] 向 卡 儿 积 G OG: 一 个 图 ， 其 顶点 集 为 V(G1)XV(Gz)， 边 由 
Cay, waders wh, MR Dar =v H Gz P uev 3k 2)u—v AG H aen 给 出 

Caterpillar[88] 毛虫 形 : 有 一 条 路 径 包含 了 每 条 边 的 至 少 一 个 端点 的 树 

Cayley's Formula[81] Cayley AR: 断言 顶点 集 为 [四 的 树 共有 n" ? 棵 

2-cell[268] 2- 胞 腔 : 某 表面 上 与 圆 盘 同 态 的 一 个 区 域 ， 它 意味 着 每 条 闭合 曲线 均 可 以 收缩 为 一 
个 点 

2-cell embedding[268] 2- 胞 腔 嵌 入 : 每 个 区 域 均 是 2- 胞 腔 的 嵌入 

Center[72] 中 心 : 由 具有 最 小 离心 率 的 那些 顶点 诱导 的 子 图 

Central tree[78] Pott: 中 心 是 一 个 顶点 的 树 

a, f-chain a，B- 链 : a 和 8B 这 两 种 颜色 在 其 上 交替 出 现 的 一 条 路 径 

Characteristic polynomial $(G; [493] 特征 多 项 式 $(G; V: 图 的 邻接 矩阵 的 特征 多 项 式 ， 它 的 


根 称 为 特征 值 
Children[100] 孩子 (节点 ): 树 中 较 当 前 顶点 距离 根 更 远 的 当前 顶点 的 相 邻 顶点 
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Chinese postman problem[99] 中国 邮递 员 问题 : 在 边 加 权 图 中 寻找 出 覆盖 所 有 边 的 最 廉价 闭合 通 
道 的 问题 

Choice number[408] 选择 数 : 可 选 度 

Choosability Xi€G)[408] — "TXEHEXiCGO ; 使 得 G 是 -可 选 的 最 小 k 值 

k-choosable[408] -可 选 的 : 为 G 的 顶点 指定 所 有 大 小 为 的 列表 ， 存 在 G 的 一 个 真 着 色 ， 在 列 
表 中 为 每 个 顶点 选择 一 种 颜色 

Chord[225] 3%: 连接 路 径 或 环 中 两 个 不 相 邻 顶点 的 边 

Chordal graph[225] (PA): 没有 无 弦 环 的 (图 ) 

Chordless cycle[225] ERK: 长 度 至 少 是 4 的 诱导 环 

Chordless path 无 弦 路 径 : 作为 诱导 子 图 出 现 的 一 条 路 径 

Chromatic index X (G)[275] 色 指 数 x (G): 边 - 色 数 

Chromatic number X(G)[5, 191] 色 数 X(G): 真 着 色 需 要 的 最 少 颜色 数 

Chromatic polynomial X(G; A)[220] 色 多 项 式 X(G; k): 一 个 多 项 式 ， 它 在 上 上 的 取 值 是 G 的 颜色 
WAU, es k) WRK E 

Chromatic recurrence 色 递 归 : 色 多 项 式 的 递归 关系 

k- chromatic[192] K-M: ERO k H 

Circle graph[341] 环 图 : IP ÉG rti IK AY Sz PE 

Circuit[27, 60] Elf: CH EE) Ae Hc h A s 9 POTATO 8 0028 

(注意 一 一 有 些 作者 是 指环 ) 

Circulant graph ”循环 图 : 在 一 个 环 上 等 间距 地 取 一 些 顶 点 且 顶 点 间 的 邻接 关系 仅 依赖 于 距离 的 一 
种 图 

Circular-arc graph[341] PIL: 某 个 圆 的 所 有 弧 对 应 的 交 图 

Circulation[187] 环流 : 网 络 中 每 个 顶点 的 净 流量 均 为 0 的 一 个 流 

Circumference[ 293] JAK: 最 长 环 的 长 度 

Clause[499] FA: 逻辑 (布尔 ) 公 式 中 的 一 些 文字 构成 的 集合 

Claw[12] UB: 图 Ki,s 

Claw-free IUEN: 没有 诱导 Kish 

Cliquel4] Hi: 两 两 相 邻 的 顶点 集 ( 很 多 作者 用 以 指 完全 图 

Clique cover[226] MMX: 徐 盖 顶点 的 团 集 (其 最 小 大 小 等 于 0(G)) 

Clique decomposition FAIS}: 将 所 有 边 划 分 成 一 些 完全 子 图 

Clique edge cover HWM: 覆盖 所 有 边 的 一 个 团 集 

Clique identification WILI: 将 所 有 团 合并 成 两 个 图 的 保持 完美 性 的 操作 

Clique number &(G) MB w(G): G 中 团 的 最 大 阶 

Clique partition number 团 划 分 数 : 团 分 解 的 最 小 大 小 

Clique tree[327] 团 树 : 一 个 弦 图 的 交 表 示 ， 由 一 棵 主 树 和 一 个 一 一 映射 构成 ， 其 中 一 一 映射 将 主 
树 的 所 有 顶点 映射 成 G 的 所 有 极 大 团 使 得 包含 任意 项 点 的 团 均 构成 主 树 的 一 棵 子 树 

Clique-vertex incidence matrix[328] 团 - 顶 点 关联 矩阵 : 一 个 0，1- 和 矩阵 ， 其 中 i， 了 元素 为 1 当 且 仅 
当 顶 点 j 属于 极 大 团 i 
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Closed ear[164] AH: 通过 一 些 新 顶点 连接 两 个 (可 能 相等 的 ) 老 顶点 的 路 径 

Closed-ear decomposition[164] 闭 耳 分 解 : 通过 添加 闭 耳 从 环 构造 图 

Closed neigborhood[116] MPR: 一 个 顶点 及 其 所 有 相 邻 顶点 

Closed set(matroids)[360] MIGU): 拟 阵 中 生成 自身 的 集合 

Closed walk[20] 闭 通 道 : 第 一 个 顶点 与 最 后 一 个 顶点 相同 的 通道 

Closure[289, 360] ME: ODHE G 中 不 断 添加 边 来 连接 度 和 至 少 为 n(G 的 ) 不 相 邻 顶点 之 后 得 到 
的 图 C(G)，(2) 闭 包 操作 符 的 像 

Closure operator[360] MERET: 一 个 具有 生成 性 、 保 序 性 和 等 等 性 的 操作 符 

Cobase[360] 余 基 : 对 偶 拟 阵 的 基 

Cocircuit[360] 余 回 路 : 对 偶 拟 阵 的 回路 

Cocritical pair 共 临 界 对 ， 作 为 边 添加 到 图 中 会 引起 团 数 增 大 的 顶点 对 

Cocycle matroid[ 362] 余 环 拟 阵 : 环 拟 阵 的 对 偶 

Cocycle space RIAM: 键 空间 

Cograph[202] RA: Ps -无 关 的 图 (等 价 于 补 可 归 约 图 ) 

Color class[191] 同色 类 : 在 一 个 着 色 中 ,由 同色 的 所 有 对 象 构成 的 集合 

Color-criticall 192] 颜色 -临界 的 : 任意 真子 图 均 具 有 较 小 色 数 的 图 

k-colorable[191] 可 -着 色 的 : 有 一 个 真 着 色 至 多 用 了 人 种 颜色 

k-coloring[191, 380] A- 着 色 : 分 成 个 集合 的 划分 

P coloring PH: 将 顶点 划分 成 子 集 ,它们 诱导 的 子 图 均 有 性 质 P 

Column matroid M(A)[351] JJW MCA): 一 个 拟 阵 ， 其 独立 集 是 A 中 线性 无 关 列 的 子 集 

Comma-free code 无 分 隔 编 码 : 没有 码 字 是 另 一 个 码 字 的 前 组 

Common system of distinct representatives (CSDR)[171] 公共 相 异 代表 系 : 给 定 集 族 4 MB, 
CSDR 是 由 一 些 元 素 构成 的 集合 ， 它 既是 A 的 相 异 代表 系 (SDR) 又 是 B 的 相 异 代表 系 (SDR) 

Comparability graph[228] 可 比 图 : 具有 传递 定向 的 图 

Complement G[3] AG: 一 个 简单 图 或 有 向 图 ， 它 与 G 有 相同 的 顶点 集 ， 但 其 定义 为 we EG) 
当 且 仅 当 uvg ECG) 

Complement reducible[344] ” 补 图 可 归 约 的 : 不 断 对 各 分 量 取 补 可 归 约 到 平凡 图 

Complete graph K,[9] 完全 图 Ku: 任意 两 个 顶点 均 相 邻 的 简单 图 

Complete A-partite graph Ky, -n [207] 完全 大- 部 图 Ko, is, : 不 属于 同一 部 集 的 两 个 顶点 均 相 邻 的 
k-BBPE GEA no nests me) 

Completely labeled cell[ 388) 完全 标记 单元 : 各 个 角 均 有 不 同 标记 的 单纯 区 域 

Complexity[494] MAE: 最 坏 情况 下 所 需 的 操作 数目 ， 表 达成 输入 大 小 的 函数 

Component[22] 分 量 : 极 大 连通 子 图 

S-component of G S-t: 参见 S 

Composition GG» 1[332] AGG]: 一 个 图 ， 其 顶点 集 为 V(G )XV(Gz)， 其 定义 为 (四 ，mmD) 
Ge. vw) 4 AY G PA men R uso H G HH ueo 

Conflict graph[252) 冲突 图 : 一 个 图 、 其 顶点 集 为 某 个 环 的 所 有 桥 ， 两 个 桥 相 邻 (冲突 ) 当 它们 有 
三 个 公共 端点 或 者 有 环 上 的 四 个 交错 点 
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Conflicting chords — PRAE. Wisi SE AN BUTEA EE E 0 RK 

Conjugate partition Rh: 对 的 两 个 划分 使 得 一 个 给 出 Ferrers 图 中 的 行 大 小 而 另 一 个 给 出 
Ferrers 图 中 的 列 大 小 

“Connected[6] 连通 的 : 对 任意 一 对 顶点 w，v， 均 存在 一 条 wx， 六 路径 

k-connected[149, 164] -连通 的 ; 连通 度 至 少 为 人 

Connection relation[21] 连通 关系 : 如 果 存 在 一 条 +，y- 路 径 ， 则 顶点 +，y 满足 该 关系 

Connectivity x(G)[149，164] 连通 度 x(G): 使 一 个 图 不 连通 或 只 剩 下 一 个 顶点 需要 删除 的 最 少 顶 
点 个 数 (为 明确 起 见 有 时 称 为 “顶点 连通 度 ”) 

Consecutive 1s property(for rows)[328] 〈 行 的 ) 连 续 1 EI; 存在 一 个 列 置换 使 得 每 个 行 的 1 均 连 
续 出 现 

Conservation constraint[176] ”守恒 约束 ; 限制 流 中 每 个 顶点 的 净 流 基 为 0 的 条 件 

Consistent rounding[186] HAA: 矩阵 的 一 个 变换 ， 将 矩阵 元 素 与 行 / 列 之 和 变 为 向 上 或 向 下 
最 接近 的 整数 使 得 行 、 列 之 和 正确 

Construction procedure 构造 过 程 : 从 较 小 的 一 个 或 一 些 基 图 不 断 构造 图 类 的 成 员 的 过 程 

Contraction[84] 收缩 : 将 边 ww 用 一 个 以 前 与 « 或 v 关联 的 边 相 关联 的 顶点 w 替换 

Converse D | WADD !: 将 有 向 图 DD 的 所 有 边 逆转 方向 后 得 到 的 图 

Convex embedding[248] MiA: 一 个 平面 图 ， 其 中 每 个 有 界面 都 是 凸 集 且 外 边界 是 一 个 凸 多 
边 形 

Convex function[443] MAR: MAHER a, bM OSASI 均 满 足 不 等 式 Oa CIT D SA (G0 Y 
AA) fb) 

Convex quadrilateral MPA: 三 角形 内 任何 一 个 角 都 不 能 巾 另 三 个 张 成 

Cos[125] 代价 : 许多 加 权 最 小 化 问题 的 目标 函数 的 叫 法 

Cotree 余 树 ,对 于 一 个 图 来 说 ,不 属于 给 定 生 成 树 的 所 有 边 

下 -covering F-X: 有 几 族 下 中 的 子 图 形成 的 一 个 边 烤 盖 

Critical edge[122，339] 临界 边 ， 删除 将 导致 独立 数 增 大 的 边 

Critical graph 临界 图 ， 用 在 许多 图 性 质 中 ， 表 未 删除 其 中 任意 顶点 (或 边 ， 根 据 具体 情况 而 定 ) 将 
使 得 该 性 质 不 再 成 立 

k-critical graph[192] -临界 图 : 通常 指 色 数 为 人 的 颜色 -临界 图 

Critically 2-connected ”临界 2- 连 通 的 : 删除 一 条 边 将 不 再 是 2- 连 通 的 

Crossing[234] 交叉 :在 图 的 郴 法 中 ,两 条 边 在 内 部 相交 

Crossing number v(60[262] ZEX: G 的 平面 画 法 中 的 最 小 交叉 次 数 

k-cube Qi[36] 人 立方体 Qt: k&- 维 立方 体 

Cubic graph[304] 立方 图 : 度 为 3 的 正则 图 

Cut[S，S][166] WCS, S]: (尤其 指 网 络 中 ) 从 一 个 顶点 子 集 到 其 补 集 的 所 有 边 

Cut-edge[23] 383: 删除 将 导致 分 量 数 增加 的 边 

Cutset W4: 由 一 些 顶 点 构成 的 分 离 集 

Cut-vertex[23] ACTOS: 删除 将 导致 分 量 数 增加 的 顶点 

Cycle[5, 55] 3R: 一 个 简单 图 ， 其 顶点 可 以 放 在 一 个 加 上 使 得 项 点 相 邻 当 且 仅 当 它们 在 加 上 前 后 
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相继 (注意 : 有 些 作者 用 它 来 指 偶 图 》 

Cycle double cover[312] AMM HH: 一 个 环 表 使 得 每 条 边 出 现在 表 中 的 其 中 两 个 环 里 

k-cycle[9] kW: KEX RR. Ch E BUR E IR GAL. 

Cycle matroid M(G)[350] 环 拟 阵 M(G) : 回路 就 是 G 中 的 环 的 拟 阵 

Cycle rank KR: 环 空间 的 维 数 ， 它 等 于 边 数 一 顶点 数 十 分 量 数 

Cycle space[ 452] 环 空间 : 关联 矩阵 的 零 空间 ， 其 元 素 对 应 偶数 子 图 

Cyclic edge-connectivity 环 边 -连通 度 : 为 了 使 分 量 不 连通 以 致 剩余 的 所 有 分 量 均 含有 一 个 环 所 必 
须 删除 的 边 的 条 数 

Cyclically &-edge-connected 环 k- 边 连通 的 ， 环 的 边 -连通 度 至 少 为 


D 


de Bruijn graph[61] de Bruijn 图 : 当 接 收 附加 的 字符 时 对 上 元 的 -元 组 之 间 的 可 能 的 转换 进行 编 
码 的 有 向 图 

Decision problem[494] 判定 问题 : BIH YES/NO 的 计算 问题 

Decomposition| 11] 分 解 : 将 G 表达 成 一 些 边 不 相交 的 子 图 之 并 

下 -decomposition[397]  F-4Hf& : 用 图 族 正 中 的 图 完成 的 分 解 

F-decomposition number of G G 的 下 -分 解数 : 完成 G 的 下 -分 解 所 需 图 的 最 小 个 数 

Degree d(w)[6，34] HE dlo): (1) 对 于 一 个 顶点 指 的 是 它 出 现在 边 中 的 次 数 (对 有 向 图 可 以 有 
“出 ”、“ 和 人 ”之 分 ); 2) 对 正则 图 指 的 是 每 个 顶点 的 度 

Degree sequence di >= >d, l44] 度 序列 di ody: 顶点 的 度 的 序列 ， 通 常 以 非 递增 顺序 给 出 
而 不 管 项 点 的 顺序 

Degree set 度 集 : 所 有 顶点 的 度 构成 的 集合 (每 个 度 出 现 一 次 ) 

Degree-sum Formula 度 -和 公式 : Ld(v) =2e(G) 

Deletion method [428] 删除 法 : 概率 方法 中 对 存在 性 论证 的 加 强 

Demand[184] WREE: 传输 网 络 中 对 接受 项 点 的 限制 

Density[435] 密度， 边 数 与 顶点 数 的 比值 

Dependent edge[231] 依赖 边 :无 环 定向 中 的 一 条 边 ， 改 变 其 方向 将 产生 环 

Dependent set(matroids)[349] WHR: 含 回路 的 集合 

Depth-first search [156] 深度 优先 搜索 ， 从 某 顶 点 开始 的 回溯 搜索 ， 从 最 近 到 过 的 顶点 开始 搜索 
并 且 当 它 没有 新 的 相 邻 顶点 时 返回 

Descendants of z [100] 2 的 子孙 : 在 有 根 树 中 ， 以 为 根 的 子 树 中 的 顶点 

Diagonal Ramsey number[385] 对 角 Ramsey 数 : 阔 值 ( 数 或 图 ) 相 等 的 实例 所 对 应 的 Ramsey 数 

Diameter[70] HB: 在 所 有 顶点 对 u v E. ER d(u，v) 的 最 大 值 

Digraph[53] 有 向 图 : 有 方向 的 图 

Dijkstra’s Algorithm[97] Dijkstra 算法 ， 计算 从 一 个 点 到 其 他 点 的 最 短路 径 的 算法 

Dilworth’s Theorem [413] Dilworth 定理 :两 两 不 可 比 元 素 的 最 大 个 数 等 于 覆盖 所 有 元 素 所 需 全 序 
子 集 的 最 小 个 数 

k-dimensional cube Qt[36] - 维 立方 体 Qe: 顶点 集 为 {0，1)* 的 一 个 简单 图 ， 其 中 顶点 相 邻 当 且 仅 
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当 它 们 的 名 字 仅 在 一 个 坐标 上 不 同 

Dinitz Conjecture[410]  Dinitz 猜想 :每 个 二 部 图 G 均 是 A(G) -序列 - 边 可 着 色 的 

Directed graphL53] AMA: 顶点 集 、 边 集 和 每 条 边 头 部 和 尾部 的 说 明 

Directed walk, trail, path, cycle, etc. [57] 有 向 通道 迹 路 径 和 环 等 : 与 不 用 修饰 词 * 有 向 "(一 条 边 
的 头 是 下 一 条 边 的 尾 ) 时 的 含义 相同 

Disc 圆 盘 : 由 简单 闭 曲 线 围 起 来 的 可 平面 区 域 

Disconnected[6] 非 连通 的 : 一 个 图 有 多 个 分 量 

Disconnecting set[152] 不 连通 集 : 由 一 些 边 构成 的 集合 ， 删 除 边 后 将 使 某 个 项 点 无 法 到 达 另 一 个 
顶点 

Disjoint union G1 十 Gz[39] 不 相交 并 Gi 十 Ga : 

Disjointness graph ” 韭 交 图 : 交 图 的 补 图 

Distance d(u, v)[70] WER d(u, v): u, vw- 路径 的 最 小 长 度 

Distance-preserving embedding[ 400] 保 距 嵌入 : WE duS), f() —doCu, 如 的 上 映射 f; VIG) 
VOD 

Dodecahedron[243] 十 二 面体 :具有 20 个 顶点 、30 条 边 和 12 个 长 度 为 5 的 面 的 可 平面 图 

Dominating set[116] 支配 集 : 一 个 集合 SEV， 使 得 S 之 外 的 每 个 顶点 均 在 S 中 有 一 个 相 邻 顶 点 

Domination number[116] 支配 数 ， 支配 集中 顶点 的 最 小 个 数 

Double jump[437] WBE: 在 c<1、c=1、c>1 这 三 种 情况 下 ， 概 率 函 数 为 c/n 的 随机 图 模型 A 中 
的 显著 不 同 的 构造 

Double star[77] 双星 : 至 多 有 两 个 顶点 的 度 大 于 1 的 树 

Double torus[266] 双环 面 有 两 个 柄 的 (可 定向 ) 表 面 

Double triangle[280] 双 三 角 ( 形 ): Ky~e 

Doubly stochastic matrix[120] 双 随 机 和 矩阵 : 各 行 和 各 列 元 素 之 和 均 为 1 的 方 阵 

Dual augmentation property(matroids)[ 362] ”对 侦 扩 展 性 ( 拟 阵 ): 拟 阵 及 其 对 偶 中 的 不 相交 集 可 以 被 
扩充 为 补 基 或 余 基 

Dual edge e* [236] ”对 倘 边 e* : 对 偶 图 G 中 的 边 ， 它 对 应 于 平面 图 G 的 边 e 

Dual graph G* [236] ”对偶 图 G" :对 于 一 个 平面 图 G， 对 偶 图 的 一 个 顶点 对 应 G 中 的 一 个 区 域 ， 
顶点 相 邻 当 且 仅 当 它们 的 区 域 在 G AE SSE CT FR BE HE E WT YH EAE A LO 

Dual hereditary system(or matroid)M[360] 对 偶 遗 传 系统 (或 拟 阵 )M: 一 个 遗传 系统 ， 它 的 基 是 
M 的 基 之 补 

Dual problem[113] 对偶 问 题 ， 对 于 问题 max chr, Ar<b, 220, FEMME min yh, yAZ- 


点 集合 不 相交 的 两 个 图 之 并 


e y20 
Duality gap 对偶 间隙 : 在 一 对 对 偶 整 数 规划 中 ， 最 优 值 严格 不 等 
Duplication of vertex xz[321] 顶点 的 复制 添加 新 顶点 rE N(x’) = NGO 
E 


Ear[163] 耳 : 内 部 顶点 的 度 均 为 2( 或 是 “新 的 "顶点 ) 的 路 径 
Ear decomposition[163] 耳 分 解 : 在 一 个 环 上 添加 一 些 耳 来 构造 G 


420 HRD 


Eccentricity€ 5 (0) [70] 离心 素 Ec(u) : 对 一 个 顶点 而 言 ， 是 指 它 到 其 他 顶点 的 最 大 距离 

Edgef2] W: (1) 在 图 中 ， 是 指 一 个 顶点 对 (E(G) 表 示 边 集 ); (2) 在 超 图 中 ， 是 指 项 点 集 的 子 集 

Edge-choosability x; (G)[409] 边 可 选 度 Xi (G): 使 G 是 4- 边 可 选 的 最 小 上 值 

k-edge-choosable[409] A- 边 可 选 的 : 对 于 G 的 边 指定 的 大 小 为 上 的 所 有 列表 ， 存在 G 的 一 个 真 边 
着 色 ， 其 中 对 列表 中 的 每 条 边 选 择 一 种 颜色 

Edge-chromatic number X (G)[275] 边 色 数 : 真 边 着 色 中 需要 的 最 小 颜色 数 

k-edge-colorable[ 275] 可 人 - 边 着 色 : 有 一 个 真 边 着 色 至 多 使 用 了 种 颜色 

Edge-coloring[274] WEG: 将 (颜色 ) 标 记分 配给 边 

k-edge-connected[ 152, 164] A- 边 连通 的 : 边 -连通 度 至 少 为 人 

Edge-connectivity x (G)[152] 边 连通 度 x(G): 使 G 变 成 不 连通 要 删除 的 最 少 边 数 

Edge cover[114] WBM: 一 些 边 构成 的 集合 ， 所 有 项 点 均 与 某 条 边关 联 

Edge cut[S，S][152，164] 边 制 [S，S]: 连接 S 中 的 一 个 顶点 和 一 个 不 在 S 中 的 顶点 的 所 有 边 
构成 的 集合 

Edge-reconstructible 边 -可 重 构 的 : 知道 了 由 删除 单独 一 条 边 所 得 子 图 构成 的 多 重 集合 后 ，( 在 同 
构 意 义 下 ) 可 以 确定 原来 的 图 

Edge-Reconstruction Conjecture 边 - 可 重 构 的 猜想 : 指 的 是 如 下 猜想 ， 至少 有 四 条 边 的 图 均 是 边 - 
可 重 构 的 

Edge-transitive[ 18]. 边 传 递 的 ， 对 于 每 对 边 。，/E E(G) 存 在 一 个 置换 将 “映射 成 了 

Eigenvalue[453] 特征 值 ， 对 图 而 育 。 是 邻接 矩阵 的 特征 值 

Eigenvector of A[453] A 的 特征 向 是: 使 得 Acc — Ar 对 某 个 常数 4 成 立 的 向 量 r 

Elementary contraction[84] 基本 收缩 :收缩 

Elementary cycle 基本 环 : 平面 图 中 一 个 区 域 的 边界 (注意 ”有 些 作 者 所 说 的 " 环 " 指 “ 回 路 ",“ 某 本 
环 "是 指 “ 环 ”) 

Elementary subdivision[162] ”基本 细 分 : 用 有 两 条 边 的 路 径 将 一 条 边 的 两 个 端点 连 起 来 以 着 换 原 来 
耶 条 边 (参见 边 细 分 ) 

Embedding[234] 嵌入 ;一 个 周到 一 个 表面 的 映射 ， 使 得 所 有 边 (的 像 ) 除 了 公共 项 点 外 不 相交 

Empty graph[22] 空间 : 没有 边 的 图 

Endpoint[2] 端点 ， (1) 边 的 每 个 成 员 顶 点 ， (2) 路 径 、 迹 或 通道 的 第 一 个 或 最 后 一 个 顶点 

End-vertex 端 -顶点 : 度 为 1 的 顶点 

Equipartite[207] 等 部 集 : 各 部 集 的 大 小 至 多 差 1 

Equitable coloring 均衡 着 色 : 同色 类 大 小 至 多 差 1 的 着 色 

Equivalence[399] ”等 价 :作为 图 是 指 两 两 不 相交 的 一 些 完全 图 之 并 

Equivalence relation[490] 等 价 关系 : 自 反 、 对 称 和 传递 关系 

Erdos number Erdös W: 在 数学 家 合作 图 中 ， 从 Erdos 到 其 他 人 的 距离 

Euler characteristic ” 欧 拉 特征 : 亏 格 为 y，2 一 27 的 表面 

Euler tour 欧 拉 巡回 : 欧 拉 回路 

Eulerian circui[26, 60] 欧 拉 回 路 : 包含 每 条 边 的 闭 迹 

Eulerian(di)graph[26，60] 欧 拉 ( 有 向 ) 图 : 具有 欧 拉 回 路 的 图 或 有 向 图 
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Eulerian trail[26, 60] 欧 拉 迹 : 包含 每 条 边 的 迹 

Euler's Formula[241] 欧 拉 公式 具有 e 条 边 / 个 面 的 连通 的 n- 顶 点 图 在 沪 格 为 7 的 表面 上 的 2- 胞 
腔 嵌 入 的 公式 n 一 e 十 [=2 一 2y 

Even cycle[24] 偶 环 ， 具有 偶数 条 边 ( 或 项 点) 的 环 

Even graph[26] P]: 所 有 顶点 度 均 为 偶数 的 图 

Even pair[348] 偶 对 :顶点 对 +，y， 使 得 每 条 +，y- 路 径 的 长 均 为 偶数 

Even triangle 280] (=E): 三 角形 T， 它 的 每 个 顶点 在 工 中 均 有 偶数 个 相 邻 顶点 

Even vertex(26] 侦 硕 点 : 度 为 偶数 的 顶点 

Evolution 进化 ， 一 个 生成 随机 图 的 模型 ， 通 过 不 断 添加 随机 边 来 生成 随机 图 

(ny k, c)-expander[463] (n, k，c)- 扩 张 图 : 两 个 部 集 的 大 小 均 为 的 一 个 二 部 图 ， 其 顶点 度 至 
多 为 &， 且 至 多 包含 第 一 个 部 集 的 一 半 顶 点 的 每 个 集合 S 至 少 有 (1+e(1 一 1S17o 1S1) 个 
LESE 

Expansion 扩张 : 在 3- 正 则 图 中 ， 细 分 两 条 边 并 增加 一 条 连接 新 顶点 的 边 

Expansion Lemma[162] 扩张 引 理 : 添加 一 个 度 为 上 的 顶点 到 上 -连通 图 中 保持 -连通 性 

Expansive property[ 358] 扩展 性 : 对 于 定义 在 一 个 集合 的 子 集 上 的 函数 o。， 要 求 它 对 于 所 有 x 满足 
XSEX) 

Expectation[427] 数学 期 望 ， 对 于 离散 随机 变量 ， 等 于 之 AProb(X 一 台 

Exterior region 外 区 域 : 平面 图 的 无 界 区 域 

Exterior vertex “外 顶点 : 无 界 区 域 上 的 顶点 


Face[235] ifi; WE A Pf T CE 

Factor 136) INF: 生成 子 图 

f-lactor( 140]. 7- 因子 : 满足 dC = f CORE RF FRI 

k-factor[ 140]. -因子 : 生成 -正则 子 图 

k-factorable[276] 可 -因子 分 解 : 有 一 个 人 -因子 分 解 

Factorization ”因子 分 解 : 将 G 表达 成 一 些 生成 子 图 的 边 不 相交 并 

k-factorization| 276] -因子 分 解 : 将 G 分 解 成 一 些 人 -因子 

r, U-fan[170] x. U- 肩 : 从 到 UU 中 顶点 的 一 些 两 两 内 不 相交 的 路 径 

Fary's Theorem[246] Fary 定理 ， 可 平面 图 在 平面 上 有 一 个 直线 嵌入 

Fat triangle[275] 胖 三 角形 : 一 个 3- 顶 点 图 ， 其 每 对 顶点 具有 相同 边 重 数 

Feasible flow[176] of 行 流 : 满足 边 约束 且 内 部 顶点 的 净 流量 均 为 0 的 网 络 流 

Feasible solution[322] “可行 解 : 最 优化 问题 中 对 于 满足 所 有 约束 条 件 的 变量 的 值 的 选择 

Ferrers digraph Ferrers 有 向 图 : 不 存在 顶点 z+，y，z，w( 不 必 不 相同 ) 满 足 ry 和 z-*w 但 是 
zy 和 ae 的 有 向 图 : 一 个 等 价 的 说 法 是 ， 前 驱 集 或 后 继 集 在 包含 关系 下 是 有 序 的 ; 另 一 个 
等 价 说 法 是 ， 邻 接 矩 阵 没有 2X2 的 置换 子 和 矩阵 

Five Color Theorem[257] 五 色 定理 : 可 平面 图 都 是 可 5- 着 色 的 

Flat[266] 平面 : 拟 阵 中 的 一 个 闭 集 
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Flow[176] 流 : 网 络 中 所 有 边 的 一 种 权 值 分 配 

k-flow[307] k-i: 用 {一 十 1，… ,一 1} 中 的 值 对 有 向 图 的 进行 权 值 分 配 使 得 在 每 个 顶点 的 净 出 
流量 等 于 0 

Flower(in Edmonds'Blossom Algorithm)[142] (Edmonds 花 朱 算法 中 的 ) 花 : 由 花 柄 ( 始 于 未 被 浸润 的 
顶点 的 一 条 交错 路 径 ) 和 花 条 (一 个 具有 近乎 完美 匹配 的 奇 环 ) 构 成 

Forcibly Hamiltonian 强制 哈密 顿 图 : 一 个 度 序列 ， 使 得 以 此 为 度 序列 的 每 个 简单 图 都 是 哈密 顿 图 

Forest[67] 森林 : 若干 棵 不 相交 树 之 并 ， 是 一 个 无 环 图 

Four Color Theorem[260] 四 色 定理 :可 平面 图 都 是 可 4- 着 色 的 

Fraternal orientation[345] SEA: 图 的 一 个 定向 ， 其 中 两 个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 它们 有 公共 的 
后 继 

H-fragment of GL252] G 的 万 -碎片 : G 一 HH 的 一 个 分 量 以 及 连接 到 它 的 粘连 顶点 的 边 

昌 -free[41] HH- 无 关 : 不 以 H 的 拷贝 为 诱导 子 图 

Free matroid[357] 自由 拟 阵 : 拟 阵 中 任意 一 些 元 素 的 集合 均 是 独立 集 

Friendship Theorem[467] 友谊 定理 : 一 群 人 中 ， 如 果 任意 两 个 人 恰好 有 一 个 共同 的 朋友 ， 则 有 一 
个 人 是 所 有 人 的 朋友 

Fundamental cycle[374] 基本 环 : 在 一 棵 生成 树 中 添加 一 条 边 所 得 到 的 环 


G 


Gammoid[377] URE: 借助 有 向 图 的 顶点 集合 E，F 定义 在 集合 E 上 的 拟 阵 ， 其 独立 集 是 的 
被 始 于 下 的 一 些 不 相交 路 径 浸润 的 集合 

Generalized chromatic number 广义 色 数 : 将 所 有 顶点 划分 成 一 些 子 集 使 得 每 个 同色 类 诱导 的 于 图 
均 具有 性 质 P 所 需要 的 最 小 同色 类 个 数 

Generalized Petersen graph[316] 广义 Petersen A: Big (ui. s us) HC tm mhs WA 
{wuitl)，{uivi) 和 {vivi+4) 的 图 ， 其 中 加 法 是 模 n (f ni 

Generalized Ramsey number r(G; , +, Ge)[386] 广义 Ramsey f r(Gis =s Ged: 使 得 对 Ky 的 
边 进行 真 着 色 后 必然 在 某 种 颜色 ; 上 会 出 现 G; 的 拷贝 的 最 小 ”= 值 

Genus y[266] Fiy: (1) 对 于 一 个 表面 ， 指 的 是 其 拓扑 描述 中 柄 的 个 数 ; (2) 对 一 个 图 ， 指 的 是 
实现 该 图 的 嵌入 时 所 需 表面 的 最 小 亏 格 

Geodesic 测 地 线 : 端点 之 间 的 最 短路 径 

Geodetic 测 地 线 的 : 具有 如 下 性 质 ， 即 每 一 对 顶点 w，v 均 是 唯一 一 条 长 度 为 4(u，v) 的 路 径 的 

Girth[13] MK: G 中 最 短 环 的 长 度 

k-gon A- 边 形 ， 在 一 个 嵌 人 中 ， 围 绕 一 个 区 域 的 人 - 环 

Good algorithm[124] 好 算法 : 运行 时 间 是 多 项 式 的 算法 

Good characterization[495] ”好 特征 刻画 : 在 多 项 式 时 间 内 可 检验 的 特征 刻画 

Good coloring 好 着 色 : 通常 指 真 着 色 

Gossip problem[406] 流言 问题 : 通过 一 条 递增 路 径 用 最 小 的 呼叫 次 数 使 得 每 个 项 点 的 信息 都 传递 


到 其 余 每 个 顶点 
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Graceful labelingL87] 优美 标记 : 为 所 有 项 点 分 配 不 同 的 整数 ， 使 得 (1) 所 有 整数 介 于 0 到 e(G); 
《2) 所 有 边 的 端点 对 应 的 整数 之 差 是 1，…，e(G) 这 些 整 数 

Graceful graph[87] 优美 图 具有 优美 标记 的 图 

Graceful tree[87] 优美 树 : 具有 优美 标记 的 树 

Graceful tree conjecture[87] ”优美 树 猜想: 每 棵 树 均 有 优美 标记 

Graph[2] 图 : 一 个 顶点 集 、 一 个 边 集 和 一 个 集合 赋值 ， 赋 值 使 得 每 条 边 至 多 有 两 个 端点 

Graphic matroid M(G)[350] 图 拟 阵 MCG): 拟 阵 的 独立 集 是 E(G) 的 无 环 子 集 

Graphic sequence[ 44] 可 图 解 序列 : 可 以 作为 简单 图 的 顶点 度 序列 的 一 个 整数 序列 

Greedy algorithm[95, 354] 贪心 算法 : 通过 不 断 地 作 启 发 式 优化 选择 来 获得 一 个 较 好 的 可 行 解 的 
一 种 快速 算法 

Greedy coloring[194] 贪心 着 色 ; 与 顶点 的 某 个 顺序 相关 ， 用 带 有 最 小 标记 的 颜色 着 色 每 一 个 顶 
点 ， 这 种 颜色 未 出 现在 正 被 着 色 的 顶点 的 相 邻 顶点 中 

Grinberg condition[303] Grinberg 条 件 : 可 平面 图 中 存在 哈密 顿 环 的 必要 条 件 ， 即 在 所 有 内 部 面 
或 外 部 面 上 对 (length-2) 求 和 将 得 到 相同 的 总 和 

Grótzsch graph(205] Grötzsch Al; 最 小 的 三 角形 -无 关 的 4- 色 图 

Grundy number Grundy 数 : 应 用 贪心 着 色 算法 使 用 的 最 大 颜色 数 


Hadwiger conjecture[213] Hadwiger 猜想 : 每 个 人 - 色 图 有 一 个 可 以 收缩 为 Kx 的 子 图 ( 它 对 “几乎 所 
有 ”的 图 均 成 立 ) 

Hajós conjecture[213] Hajós 猜想 ， 每 个 k- 色 图 均 包含 Ki 的 一 个 细 分 ( 它 在 k>5 时 不 成 立 ) 

Hall's condition[110] Hall 条件， 对 二 部 图 中 一 个 部 集 X 的 每 个 子 集 S， 至 少 有 | S| 个 顶点 在 S 
中 有 相 邻 顶点 

Hall's theorem[110] Hall 定理 ， Hall 条 件 是 存在 浸润 X 的 匹配 的 充 要 条 件 

Hamilton tour 哈密 顿 巡 回 : 哈密 顿 环 

Hamiltonian[286] 哈密 顿 的 ， 有 一 个 哈密 顿 环 

Hamiltonian closure[ 289] 哈密 顿 闭 包 不 断 添加 连接 如 下 顶点 的 边 后 得 到 的 图 ， 这 些 顶 点 的 度 和 
至 少 与 顶点 个 数 一 样 大 

Hamiltonian-connected[297] ”哈密 顿 -连通 的 : 从 每 个 顶点 到 其 余 任意 顶点 有 哈密 顿 路 径 

Hamiltonian cycle[286] 哈密 顿 环 : 包含 每 个 顶点 的 环 

Hamiltonian path[291] 哈密 顿 路 径 包含 每 个 顶点 的 路 径 

Harary graphs[150] Harary 图 : 具有 最 少 边 的 -连通 -顶点 图 族 

Head[53] 头 部 : 定向 图 中 边 的 第 二 个 顶点 

Heawood's Formula[268] Headwood AX: 可 以 嵌入 到 具有 Y 个 柄 的 有 向 表面 的 图 ， 其 色 数 至 多 
是 L1/2(7+ VIT487)] 

Helly property[80] Helly EM: 实 直线 (或 树 ) 的 性 质 ， 即 两 两 相交 的 集合 有 公共 的 交点 

Hereditary class[226] 遗传 类 : 满足 如 下 性 质 的 集 类 F，F 中 的 图 的 诱导 子 图 仍 在 下 中 

Hereditary family[349] 遗传 族 : 满足 如 下 性 质 的 集 族 FE，F 中 的 集合 的 子 集 仍 在 F 中 
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Hereditary system[ 349] ”遗传 系统 : 由 一 个 遗传 族 以 及 几 种 不 同 的 确定 遗传 族 的 方法 构成 的 系统 
Hole[340] 洞 : 图 中 的 一 个 无 弦 环 

Homeomorphic [AJ AN: 由 一 个 图 肯 细 分 边 的 方法 可 以 得 到 的 两 个 图 
Homogeneous(380] 单 色 的 : 在 Ramsey 定理 中 ， 指 的 是 被 着 色 部 分 具有 相同 颜色 的 集合 
Homomorphism HE: 保持 邻接 关系 的 一 个 映射 f: VCGO--VCHD 

Huffman code[ 103] Be Feb R83. 使 搜索 时 间 最 小 的 无 前 组 数据 编码 

Hungarian Algorithm[126] 匈牙利 算法 : 求解 分 配 问题 的 一 个 算法 

Hypercube Qt[36] 超 方 体 Q:- 维 立方 体 

Hypergraph[449] 超 图 : 图 的 一 种 推广 ， 其 中 的 边 可 以 是 任意 项 点 子 集 
HyperplaneCmatroids) [360] 超 平面 ( 拟 阵 )， 基本 集 的 一 个 极 大 闭 真子 集 
Hypohamiltonian ” 亚 喻 密 顿 的 ， 本 身 不 是 哈密 顿 图 ， 但 其 顶点 删除 子 图 是 哈密 顿 图 
Hypotraceable WF] Pik AY: 本 身 不 是 可 寻 迹 的 图 ， 但 其 顶点 删除 子 图 均 是 可 寻 迹 的 图 


i 


lcosahedron[243] 二 十 面体 ， 具有 20 个 面 、30 条 边 和 12 个 顶点 的 平面 三 角 剖 分 

Idempotence property(matroids)[359] — SE SYECIELEO : oz(X) 一 oCX) 对 所 有 X 成 立 

Identification 识别 ， 指 以 下 操作 ， 将 两 个 顶点 幸 换 为 一 个 顶点 并 合并 关联 关系 (如 果 两 个 项 点 相 
邻 ， 则 该 操作 同 收缩 ) 

Imperfect graph[232] 非 完 美 图 : XC H0 9C H) 对 某 个 诱导 子 图 成 立 的 图 

Incidence matrix[6] 关联 矩阵 ，(1) 对 于 一 个 图 ， 指 的 是 一 个 0，]- 和 矩阵 ， 其 中 i，j 元 素 取 1 当 且 
仅 当 顶 点 i 与 边 j 关联 ;(2) 对 于 有 向 图 ， 如 果 顶 点 i 是 边 j 的 头 部 ， 则 和 矩 阵 i，j 取 一 1， 如 果 
顶点 i 是 边 j 的 尾部 ， 则 取 1， 其 他 情形 取 0; (3) 在 一 般 情况 下 ， 指 的 是 表示 隶属 关系 的 矩 阵 

Jncident[6] 关联 的 : (1) 一 个 顶点 v 以 及 一 条 边 ， 满足 vEe;(2) 具 有 公共 端点 的 两 条 边 


Inelusion-exclusion principle[223] F-E: 不 属于 集合 AA, MRA D CD'S Na 


Incomparability graph; ” 非 可 比较 图 : 可 比较 图 的 补 

Incorporation property(matroids)[359] 结合 性 ( 拟 阵 ): rlo(X)) =r X) 

Indegree[58] AR: 对 于 有 向 图 中 的 一 个 顶点 ， 人 度 是 以 其 为 头 部 的 边 的 条 数 

Independence number a(G)[113] 独立 数 a(G): 顶点 独立 集 大 小 的 最 大 值 

Independent domination number[117] 独立 支配 数 :独立 支配 集 大 小 的 最 小 值 

Independent set[3] 独立 集 : 由 两 两 不 相 邻 的 一 些 顶 点 构成 的 集合 

Indicator variable[427] 示 性 变量 : 从 {0，1} 中 取 值 的 随机 变量 

Induced circuit propertyCmatroids)[355] 诱导 回路 性 质 ( 拟 阵 ): 在 独立 集中 添加 一 个 元 素 ， 至 多 产 
生 一 条 回路 

Induced sub(di)graph G[A][23] 诱导 子 (有 向 ) 图 GLA]: 以 ASV(G) 为 顶点 集 和 G 中 所 有 边 的 端 
点 均 位 于 A 中 的 子 (有 向 ) 图 

Integer program[323] 整数 规划 : 要 求 所 有 变量 均 取 整数 值 的 线性 规划 

Integrality Theorem[181] 整 性 定理 : 如 果 网 络 流 中 边 的 权 值 都 是 整数 ， 则 存在 一 个 最 优 流 可 以 表 


个 
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达成 沿 源 点 /接收 点 路 径 的 一 些 单位 流 

Interlacing Theorem[458] 交错 定理 : 对 于 每 个 顶点 zx，G 的 特征 值 (A;} 和 G 一 zx 的 特征 值 {jy,} 满 足 
A By SA Z2 Zu Sdn 

Internal vertices(20] 内 顶点 : (1) 对 于 路 径 ， 指 的 是 非 端点 ; (2) 对 于 平面 图 ， 指 的 是 不 位 于 外 部 
面 边界 上 的 顶点 

Internally disjoint paths[161] 内 部 不 相交 路 径 : 仅 在 端点 相交 的 路 径 

Intersection graph[324] A: 对 于 一 族 集 合 ， 图 中 有 每 个 集合 的 一 个 顶点 且 当 两 个 集合 相交 时 相 
应 的 顶点 相 邻 

Intersection number( 397] — 268: HIE GERA U 的 所 有 子 集 的 交 图 所 需 U 的 大 小 的 最 小 值 (等 于 
覆盖 EE(G) 的 完全 子 图 数 的 最 小 值 》 

Intersection of matroids[ 366] 拟 阵 的 交 : 一 个 遗传 系统 ， 其 独立 子 集 是 拟 阵 的 公共 独立 子 集 

Intersection representation[324] — Z& dor: 为 每 个 顶点 v 分 配 一 个 集合 So 使 得 u**v 当 且 仅 
4SUNSLFAD 

Interval graph[195] 区 间 图 : 有 区 间 表 示 的 图 

Interval number[451] 区 和 间 数 ,使 得 G 有 :- 区 间 表 示 的 最 小 : 值 

Interval representation of G[195] G 的 区 间 表 示 : 一 些 区间 构 成 的 集合 ， 其 交 图 为 C 

Linterval[451] 4 区 间 ，R 中 的 至 多 1 个 区 间 之 并 

t-interval representation[451] 41- 区 间 表 示 : 每 个 被 分 派 集合 均 为 -区间 的 交 表示 

In-tree[89] Adi: 一 棵 有 向 疼 ， 其 中 每 条 边 的 方向 均 指向 根 

Involution[470] 对 合 : 平方 等 于 便 等 映射 的 壮 换 

Isolated vertex or edge[22] 孤立 点 或 孤立 边 : 不 与 (其 他 ) 边 关联 

Isometric embedding[400] WERA: V(G) 到 V( 甩 ) 的 一 个 保 距 映射 

Isomorphic decomposition ” 同 构 分 解 : 分 解 成 一 些 同 构 子 图 

Isomorphism[7] 同 构 :保持 邻接 关系 的 顶点 集 之 间 的 一 一 映射 

Isthmus ”峡部 : 一 条 制 边 


J 


Join GvH[138] 连接 GvH: 不 相交 并 G+H IM LW (uv: uE VG), ve VCHD) 
Joined to 连接 到 : tj HB 
Junction ”联结 点 : 度 至 少 是 3 的 顶点 

K 


Kempe chain 258] Kempe 链 : 两 个 顶点 之 间 的 交错 出 现 两 种 颜色 的 路 径 (特别 用 在 不 允许 极 小 5- 
色 可 平面 图 出 现时 ) 

Kernel[57, 410] 核 ， 有 向 图 中 的 一 个 独立 受 支配 集 

Kernel perfect[ 410]. 核 -完美 的 ， 每 个 诱导 子 图 均 有 核 

Kirchhoff's current law Kirchhoff 流 定律 : 闭 通道 上 的 净 流 量 为 0 

Kie[12] 风筝 形 : 从 Ki 中 删除 一 条 边 后 得 到 的 4- 顶点 简单 图 
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König-Egerváry Theorem[112] Könige-Egerváry 定理 : 在 没有 孤立 顶点 的 二 部 图 中 ， 最 大 匹配 和 最 
小 顶点 覆盖 具有 相同 的 大 小 

Kónig's Other Theorem(115] König 其 他 定理 : 在 没有 孤立 顶点 的 二 部 图 中 ， 最 大 独立 集 与 最 小 
边 覆 盖 具 有 相同 的 大 小 

Krausz decomposition[ 285] Krausz 分 解 : 用 完全 图 形成 旦 每 个 顶点 至 多 使 用 两 次 的 边 获 盖 ( 导 至 
产生 线 网 ) 

Kronecker product WPA RA: 张 量 积 

Kruskal's algorithm[95] Kruskal 算法 : 不 断 添加 图 中 权 值 最 小 且 不 引起 环 的 边 以 得 到 最 小 生 加 权 
成 树 

Kuratowski subgraph[247] Kuratowski 子 图 ，Ks 或 K3,3 的 细 分 

Kuratowski's Theorem[ 246] Kuratowaski 定理 :一 个 图 是 可 平面 的 当 且 仅 当 它 没有 Ks 或 K3,3 的 
细 分 


Labeling 标记 :将 整数 赋值 给 顶点 

LeafL67] MF: 度 为 1 的 顶点 

Leaf block[156] atit: 只 含有 一 个 割 点 的 块 

Length[20] KE: 从 始点 到 终点 的 步 数 (或 总 权 值 ) 

Lexicographic product G[ HJ[393] 字典 积 GLH]: 复合 

Line 线 ， 边 的 另 一 种 叫 法 

Line graph L(G) [168，273] RA L(G): 图 G 的 边 的 交 图 ， 其 顶点 对 应 于 G 的 边 ， 顶 点 相 邻 ， 如 
果 它 们 的 边 有 一 个 公共 顶点 

Linear matroid[351] 线性 拟 阵 : 一 种 拟 阵 ， 其 独立 集 是 由 某 个 域 上 的 一 个 矩阵 的 一 些 线性 无 关 列 
构成 的 

Linear program(179] 线性 规划 : 约束 均 为 线性 函数 的 线性 函数 优化 问题 

Link fik: 边 

-linked -链接 的 比 上 -连通 更 强 的 一 个 条 件 ， 它 要 求 对 任意 选取 的 两 个 -元 组 顶点 (wi ，…， 
UDAC ，…，w) 存 在 上 条 两 两 不 相交 的 路 径 连接 ww A vi 

List chromatic index[409] 序列 色 指数 , 边 - 可 选 度 

List chromatic number[408] 序列 色 数 : 可 选 度 

List Coloring Conjecture[409] 列表 色 着 色 和 猜想 边 -可 选 度 等 于 边 AR 

Literal[500] XF: 逻辑 ( 真 / 假 ) 变 量 或 它 的 否定 

S-lobe[211] SH: 由 G 中 SUV; 诱导 的 子 图 ， 其 中 Vi 是 G 一 S 的 一 个 分 量 的 顶点 集 

Local search ”局 部 搜索 ， 对 可 行 解 作 微小 改动 以 求解 最 优化 问题 的 技术 

Loop[2] Wi: 端点 相同 的 边 

Loopless[6] MAM: 没有 图 


M 
(ny k, O-magnifier 463] (mn，&，c)- 放 大 器 : 最 大 度 为 上 的 一 个 -顶点 图 ， 它 对 于 至 多 包含 一 半 
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顶点 的 每 个 集合 S， 在 S 外 至 少 有 <c | S| 个 相 邻 顶点 

Markov chain[54] Markov 链 : 具有 转移 概率 的 离散 系统 

Markov's inequalityL432] Markov 不 等 式 : XP3dEfABÉELZERE.. Pro X20 EC /t 

Martingale[443] #: 满足 EX; | Xo, c. Xi) — Xii WBU REI 

Matching[ 107] 匹配 : 无 公共 端点 的 一 些 边 构成 的 集合 

b-matching 4b- 匹 配 ， 所 有 vW E du CO bCO TEE H, JU oJ AER) TURIS t 

Matrix rounding 186] ERA: 将 矩阵 元 素 与 行 / 列 之 和 向 上 或 向 下 取 整 使 得 行 、 列 之 和 仍然 
正确 

Matrix-Tree Theorem[86] XE -BUsE BE: 从 由 所 有 度 构成 的 对 角 和 矩阵 中 减 去 邻接 和 矩阵， 删除 一 行 
- 列 再 取 行列 式 将 得 到 生成 树 的 棵 数 

Matroid[ 354) HEE: 满足 一 系列 等 价 条 件 之 一 的 遗传 系统 

Matroid basis graph[376] 拟 阵 基 图 : 一 个 图 ， 其 顶点 集 是 某 个 拟 阵 的 基 构 成 的 集合 ， 两 个 顶点 相 
邻 当 且 仅 当 两 个 基 的 对 称 差 包 含 两 个 元 素 

Matroid Covering Theorem[372] 拟 阵 覆盖 定理 ; 覆盖 拟 阵 的 所 有 元 素 需 要 的 独立 集 的 最 小 个 数 等 
Fmax [| X|/rcX»] 

Matroid Intersection Theorem[367] WEEZER: 下 上 两 个 拟 阵 的 公共 独立 子 集 的 最 大 大 小 等 于 在 
所 有 XE 上 对 XX 在 第 一 个 拟 阵 中 的 秩 与 X 在 第 二 个 拟 阵 中 的 秩 之 和 取 最 小 值 

Matroid Packing Theorem[372] ” 拟 阵 填充 定理 : 两 两 互 不 相交 基 的 最 大 个 数 等 于 min. | CE | 一 CACX))/ 
GOD ~ r(X))| 

Matroid Union Theorem 370] WEEE: WPM, = Me 之 并 是 秩 函 数 为 X) 一 min( | X7Y | + 
ri(Y)) 的 拟 阵 

Max-flow Min-cut Theorem[180] 最 大 流 最 小 割 定理 :最 大 流 的 值 等 于 最 小 割 的 值 

Maximal clique 31] HAH: 两 两 相 邻 的 项 点 构成 的 极 大 集 

Maximal path or trail[27] 极 大 路 径 或 迹 :不 能 扩展 的 路 径 或 迹 

Maximal planar graph[242] 极 大 可 平面 图 :等 价 于 可 平面 汪 角 剖 分 

Maximum Cardinality Search[ 325] 最 大 基数 搜索 ;识别 立 图 的 一 个 算法 

Maximum degree A[34] MKE ACG): 顶点 度 的 最 大 值 

Maximum flow[176] 最 大 流 ， 具有 最 大 值 的 可 行 网 络 流 ， 或 者 这 种 流 的 值 

Maximum genus yw(G) ”最 大 亏 格 yw(G): G 在 其 上 有 2- 胞 腔 嵌 入 的 具有 最 大 亏 格 值 的 平面 

Maximum(P-objec0[31] 最 大 (P- 对 象 ): 对 于 性 质 P， 不 存在 更 大 的 同类 对 象 也 具有 性 质 P 

Menger's theorems[167-169] Menger 定理 : 用 顶点 对 之 间 内 部 不 相交 的 或 无 公共 边 的 路 径 对 计数 
的 连通 度 的 最 小 -最 大 特征 

Meyniel graph[330] Meybiel 图 : 图 中 长 度 至 少 为 5 的 每 个 奇 环 均 至 少 有 两 条 弦 

Minimal imperfect graph[320] 极 小 非 完美 图 : 其 每 个 真 诱导 子 图 均 为 完美 

Minimally 2-connected(175]  Bt/ 2- 连 通 的 : 任意 删除 一 条 边 将 不 再 是 2- 连 通 的 

Minimum cut[178] 最 小 割 : 具有 最 小 值 的 源 点 /接收 点 割 ， 或 这 样 一 个 割 的 值 

Minimum degree 8(G)[34] 最 小 度 ACG): 顶点 度 的 最 小 值 

Minimum(P-objecb[31] 最 小 (P- 对 象 ); 对 于 性 质 P， 不 存在 更 小 的 同类 对 象 也 具有 性 质 P 
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Minimum Spanning Tree(MST)[95] 最 小 生成 树 (MST): 所 有 边 的 总 权 值 最 小 的 生成 树 

Minor[251, 362] 子 式 : 通过 删除 和 收缩 得 到 的 图 (或 拟 阵 ) 

Mixed graph (RAM: 一 种 图 模型 ， 它 允许 有 向 边 和 无 向 边 并 存 

Mobius ladder Möbius 梯 : 通过 对 偶 环 的 环 上 的 最 大 距离 的 顶点 之 间 增 加 一 条 边 得 到 的 图 (可 以 两 
成 扭曲 的 梯子 ) 

Mobius strip Möbius 带 : 用 相反 方向 标识 矩形 的 两 个 对 立 边 得 到 的 非 定向 表面 

Model AL430] 模型 A 用 顶点 集 [mn] 生 成 简单 图 的 概率 分 布 ， 让 每 对 顶点 独立 地 以 概率 PCn) 成 为 
E 

Model B[430] 模型 B: 使 简单 图 具有 顶点 集 为 [n] 和 m 条 边 的 等 概率 分 布 

rth-moment[433] Bri: Xr 的 数学 期 望 

Monochromatic [386] MEt: 在 一 个 着 色 中 ， 某 集合 的 所 有 元 素 具 有 相同 颜色 

Monotone graph property[432] 单调 图 性 质 ， 删除 边 或 顶点 时 可 以 保持 的 性 质 

Multigraph ERA: 许多 作者 用 它 来 表示 允许 (但 不 需要 ) 重 边 和 圈 的 图 (有 的 作者 不 允许 多 重 图 
但 包含 环 ) 

Multinomial coefficient[489] 多 项 式 系数 : 计算 具有 固定 重 数 的 项 的 排列 数 ， 对 于 类 型 的; 项 ， 
AEk)! /IT(ki1) 方 式 把 它们 排列 成 一 个 表 

Multiple edges[2] 重 边 :具有 相同 端点 的 多 条 边 
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Nearest -insertion[497] WEMA: 增长 环 的 TSR 启发 式 算法 

Nearest-neighbor[496] 近邻 法 : 增长 路 径 的 TSP 启发 式 算法 

Neighborhood N(v)[34] BIR NCoO :vv 的 相 邻 顶点 构成 的 集合 ( 闭 邻 域 还 包含 顶点 v) 

Neighbors(2] 相 邻 顶点 (名 词 ) 邻 域 中 的 顶点 ，( 动 词 )* 与 … 相 邻 ” 

Net outflow[178] fifi hl: 每 个 顶点 处 的 总 流 二 减 去 入 流量 

Network[176] Wi: 有 向 图 ， 它 有 一 个 特殊 的 始点 ( 源 点 ) 和 一 个 特殊 的 终点 (接收 点 )， 且 对 每 条 
边 指定 一 个 流 容 基 和 另 一 个 可 能 的 流 需求 量 ( 下 界 ) 

Node 节点 : 顶点 ， 特 别 是 网 络 流 问 题 中 

Nondeterministic algorithm[494] ” 非 确定 算法 :允许 通过 “猜测 "来 并 行 计算 所 有 路 径 的 算法 

Nondeterministic polynomial algorithm[494] ” 非 确定 多 项 式 算法 :对 每 个 具有 多 项 式 长 度 的 猜测 有 
一 个 多 项 式 时 间 的 计算 

Nonorientable surface ”不 可 定向 表面 : 只 有 一 侧 的 表面 

Nontrivial graph[22] ‘ERA: 至 少 有 一 条 边 的 图 

Nonplanar[243] 不 可 平面 的 : 没有 平面 上 的 嵌入 

Nowhere-zerok-flow[207] 无 处 为 0 的 - 流 : 所 有 指定 的 权 值 均 不 为 0 的 - 流 

NP[495] NP. 由 非 确定 多 项 式 算法 可 以 求解 的 问题 构成 的 类 

NP-complete[495] NP- 完全 的 :NP- 难 的 且 在 NP 中 的 

NP-hard[495] NP- 难 的 : 为 NP 中 的 每 个 问题 均 给 出 多 项 式 算法 

Null graph[3] 2A: 不 含 顶点 的 图 
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Numbering RG: 从 V(G) 到 [nm(G)] 的 一 一 映射 
o 


Obstruction 障碍: 受 禁 结构 

Odd antihole[ 340] 奇 反 洞 : 奇 洞 的 分 量 

Odd component[ 136] 奇 分 量 : 具有 奇数 个 顶点 的 分 支 

Odd cycle[ 24] ÆI: 边 数 (顶点 数 ) 是 奇数 的 环 

Odd graph AR: [2k 十 1] 的 k- 子 集 的 不 相交 图 

Odd hole 奇 洞 : 无 弦 的 奇 环 

Odd vertex[27] AMA: 具有 奇数 度 的 顶点 

Odd walk[24] 奇 通道 ;长 度 为 奇数 的 通道 

Open walk[20] 开通 道 : 起 点 和 终点 不 同 的 通道 

Optimal tour 最 优 巡 加 :流动 推销 员 问 题 或 中 国 邮递 员 问 题 的 一 个 解 

Order of graph[34] 图 的 阶 ， 顶 点 的 个 数 

Ordered graph[406] 有 序 图 : 边 上 面 有 一 个 序 关系 (通常 是 线性 序 ) 的 图 

Order-preserving property[358] RIFE: 对 于 定义 在 某 集合 的 子 集 上 的 一 个 函数 "， 要 求 XSY M 
涵 cCX)SoCY) 

Orientable surface 可 定向 表面 有 两 个 不 同 侧 的 表面 

Orientation of graph[62] 图 的 定向 :为 每 条 边 指定 头 部 和 尾部 后 得 到 的 有 向 图 

(Outdegree[58] HE: 对 于 一 个 顶点 ， 以 它 为 尾部 的 边 的 条 数 

Outerplanar graph[239] 外 可 平面 的 ,可 以 幅 入 到 平面 上 使 得 所 有 顶点 均 位 于 外 部 区 域 的 边界 上 的 
可 平面 图 

Outerplane graph[239] 外 平面 图 :外 可 平面 图 的 一 个 特定 的 嵌入 
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Parallel elements 351]. JER: 拟 阵 中 的 一 些 非 圈 元 素 ， 它 们 构成 秩 为 1 的 集合 

Parem[100] 父亲 : 有 根 树 中 ， 在 从 顶点 到 根 的 路 径 上 该 顶点 的 相 邻 顶点 

Parity[473] 奇偶 性 : 奇数 或 偶数 

Parity subgraph of G[312] G 的 奇偶 子 图 : FAH. MERA vEV(G) 满 趾 du (vw) 三 do (vw) 

&-partite[5] 人- 部 的 : 同人 -可 着 色 的 

Partite set[4] 部 集 : 将 顶点 划分 成 独立 集 ( 或 同色 类 ) 后 ， 划 分 中 的 一 个 集合 

Partition matroid[357] ”划分 拟 阵 : 由 基本 集 的 一 个 划分 诱导 得 到 的 一 个 拟 阵 ， 一 个 集合 是 独立 的 
当 且 仅 当 该 集合 至 多 从 划分 的 每 个 块 中 取 一 个 元 素 

Partitionable graph[335] 可 ( 划 ) 分 图 : 一 个 具有 ao 十 1 个 顶点 的 图 ， 每 个 删除 单个 项 点 后 得 到 的 
子 图 均 可 以 用 ww 个 大 小 为 a 的 稳定 集 来 着 色 ， 也 可 以 用 a 个 大 小 为 w 的 团 来 覆盖 

Path[5] 路径， 一 个 简单 图 ， 它 的 顶点 可 以 列表 使 得 顶点 相 邻 当 且 仅 当 它们 在 该 序列 中 前 后 相继 

u, v-path[20] wu，v- 路 径 : hu Fl 为 端点 的 路 径 

Path additionL163] 路径 添加 : 耳 分 解 中 的 一 个 步 又 
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Path decomposition 414] 路 径 分 解 : 将 图 表示 成 两 两 不 相交 的 路 径 之 并 

Paw[12] 掌 形 : 在 爪 形 中 添加 一 条 边 后 得 到 的 简单 4- 顶 点 图 

p-critical graph[334] p- 临 界 图 : 真 诱导 子 图 均 是 完美 图 的 非 完美 图 

Pendant edge[67] BEH: 与 一 个 度 为 1 的 顶点 关联 的 边 

Pendant vertex[67] BEMA: 度 为 1 的 顶点 

a-perfect[319] a- 完 美的 : aC HD =O HDRES FA H 均 成 立 

-perfect[335] -完美 的 : aC DH) nC HH) 对 每 个 诱导 子 图 OH 均 成 立 

y-perfect[319] -完美 的; XCH) — oC H) 对 每 个 诱导 子 图 H 均 成 立 

Perfect elimination ordering[224] 完美 删除 顺序 : 一 个 删除 顺序 ， 它 使 得 每 删除 一 个 顶点 后 ， 它 在 
剩 下 部 分 中 的 邻 域 是 一 个 团 ( 同 单纯 删除 顺序 ) 

Perfect graph[226] 完美 图 : ELH 二 w( 日) 对 每 个 诱导 子 图 H 均 成 立 的 图 

Perfect Graph Theorem(PGT)[226，320] 完美 图 定理 : 图 是 完美 的 当 且 仅 当 其 补 图 是 完美 的 

Perfect order[331] 完美 ( 顺 ) 序 .顶点 的 一 个 顺序 ， 由 它 可 以 得 到 所 有 子 图 的 最 优 贪心 着 色 

Perfectly orderable graph[331] 完美 有 序 图 ， 有 一 个 完美 序 

Perfect matching[107] ”完美 匹配 : 一 些 边 构成 的 集合 ， 它 使 得 每 个 顶点 恰好 属于 其 中 一 条 边 

Peripheral vertex[70] 外 围 顶点 : 离心 率 最 大 的 顶点 

Permutation[486] BE: 从 有 限 集 到 其 自身 的 一 个 一 一 映射 

Permutation graph WHA: 8p PL FI — 4 IR o ARE uiv; 当 且 仅 当 颠倒; 和 j 的 顺序 

Permutation matrix[120] 置换 矩阵 : 每 行 每 列 恰 有 一 个 1 的 0，1 -矩阵 

Petersen graph[12] Petersen 图 : 5- 元 集 的 所 有 2- 子 集 的 不 相交 图 

Pigeonhole principle[491] MMM: 任意 数 集 至 少 有 一 个 元 素 

Pigeonhole property[427] AtEm: 在 有 限 概 率 空间 中 ， 有 一 个 
至 少 与 其 数学 期 望 一 样 大 

Planar graph[5，235] 可 平面 图 ， 可 以 嵌 人 到 平面 上 的 几 

Plane graph[235] 平面图: 可 平面 图 在 平面 上 的 一 个 特定 嵌 人 

Plane tree[101] 平面 树 ， 每 个 顶点 处 的 边 均 有 固定 的 循环 嵌入 顺序 的 树 

Planted tree[101] 植树 : 有 根 的 平面 树 

Platonic solid[242] tik: 有 界 正 多 面体 

Point 点 : 顶点 

Polygonal curve[234] 多 边 形 曲 线 : 一 些 线段 的 串 接 

Polyhedron[242] 多 面体 : 一 些 半 空间 的 交 

Polytope 多 胞 形 : 顶点 集 的 一 个 凸 包 

Positional game[120] ”位置 游戏 ;一 种 游戏 目标 是 夺取 获胜 集中 的 位 置 

kth-power(G!) k KEG: 顶点 集 为 V(G) 的 图 ， HEP uev 4AN dolu, Vk 

Predecessor [54] MW: 对 于 有 向 图 中 顶点 v， 指 满足 uw-*v 的 顶点 4 

Predecessor set[58] MKE: 有 向 图 中 顶点 v 的 所 有 前 驱 构 成 的 集合 

Prefix-free code[101] 无 前 弘 编码: 每 个 码 字 均 不 是 其 他 码 字 的 前 缀 

Prim’s Algorithm[104] Prim 算法 : 找 出 最 小 生成 树 的 算法 ， 在 当前 树 中 以 最 小 代价 添加 叶子 


> 与 其 平均 值 一 样 大 
， 其 中 随机 变量 的 一 个 取 值 


KBR 431 


Principal submatrix 主子 阵 : 用 相同 下 标的 行 和 列 构成 的 子 方 阵 

Product dimension[398] 乘积 维 : G 的 乘积 表示 的 最 小 坐标 号 

Product representation[ 398] 乘积 表示 : 图 的 一 种 编码 ， 它 使 得 顶点 相 邻 当 且 仅 当 编码 中 所 有 坐标 
位 置 的 值 均 不 同 

Proper coloring 192] 真 着 色 : (1) 对 于 顶点 着 色 ， 指 没有 单 色 边 的 着 色 ， (2) 对 于 边 着 色 ， 指 使 得 
具有 公共 端点 的 边 具 有 不 同 颜色 的 着 色 

Proper subgraph of G[192] G 的 真子 图 : AAT G 的 子 图 

Proper subset of S[472] S 的 真子 集 ， KEF S 的 子 集 

Proposal Algorithm[131] 婚配 算法 : 产生 稳定 匹配 的 算法 

Prüfer code[81] Prüfer 编码 : 在 标号 图 中 ， 不 断 删除 具有 最 小 标号 的 顶点 并 记录 其 相 邻 顶 点 的 标 
号 ， 这 样 得 到 的 一 个 长 度 为 "一 2 的 序列 

Pseudograph HE: 用 于 允许 重 边 和 图 的 图 模型 ， 主 要 是 那些 将 多 重 图 定义 成 不 含 圈 的 图 的 作者 
使 用 


Radius[70] 半径 ， 顶点 离心 率 的 最 小 什 

Ramsey number[380] Ramsey 数 :为 使 给 所 有 顶点 对 分 配 颜色 之 后 得 到 具有 指定 大 小 (或 指定 图 ) 
的 单 色 团 ， 所 需 顶 点 个 数 的 最 小 值 

Random graph[430] 随机 图 概率 空间 中 的 一 个 图 ， 概 率 空 间 通 常 指 其 中 每 个 带 标号 的 顶点 对 独 
立 的 具有 邻近 点 的 概率 ps 典型 的 情况 是 ，p 二 1/2 或 是 nn 的 函数 

Random variable[427] 随机 变量 : 在 概率 空间 中 每 个 点 均 可 取 值 的 变量 

Rank(matroids)[349] GURE): 对 于 一 个 元 素 集 ， 指 的 是 含 于 其 中 的 独立 集 的 最 大 大 小 

Reconstructible[38] 可 重 构 的 : 一 个 图 (在 同 构 意义 下 ) 可 以 由 一 系列 仅 删 除 一 个 顶点 后 所 得 的 子 
图 来 确定 

Reconstruction Conjecture[ 38] 重 构 狂想， 至少 有 3 个 顶点 的 图 都 是 可 重 构 的 

Rectilinear crossing number 直线 交叉 数 : 将 图 画 在 平面 上 并 使 得 每 条 边 均 是 直线 段 时 的 最 小 交叉 
次 数 

Reducible configuration[258] 可 约 构 形 : 极 小 5- 色 可 平面 图 不 能 包含 的 图 

Reilexive[490] 自 反 的 : (1) 有 向 图 的 每 个 顶点 均 有 一 个 圈 ;(2)zRz 对 所 有 x 均 成 立 的 二 元 关 
系 R 

Region[235] Kik: 对 于 图 在 表面 上 的 一 个 嵌入 ， 它 是 表面 上 不 包含 图 的 任何 部 分 的 极 大 连通 
部 分 

Regular[34] 正则 的 : 所 有 项 点 的 度 均 相等 

Regular matroid[351] 正则 拟 阵 : 在 任何 域 上 均 是 可 表示 的 

k-regular[34] -正则 的 : 所 有 顶点 的 度 均等 于 

Representable matroid[351] 可 表达 拟 阵 : 线性 拟 阵 

Restriction martingale[ 445]. R8: 一 种 著 ， 其 中 逐个 变量 的 值 是 概率 空间 上 一 个 收缩 子 集 上 的 


数学 期 望 
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Rigid circuit graph 严格 回路 图 : 弦 图 

Robbins’ Theorem[166] Robbins 定理 : 每 个 2- 边 连通 图 均 有 一 个 强 定向 

Root[100] R: (1) 一 个 特殊 顶点 ; (2) 分 叉 中 人 度 为 0 的 顶点 

Rooted plane tree[100] 有 根 平面 树 : 一 棵 树 ， 它 有 一 个 特殊 的 根 顶 点 使 得 每 个 非 叶 子 顶 点 的 孩子 
具有 平面 上 从 左 到 右 的 顺序 

Rotation scheme 旋转 模式 : 对 2- 胞 腔 幅 人 的 一 种 描述 ; 每 个 顶点 处 的 所 有 边 均 有 一 个 循环 排列 ， 
给 出 它们 围绕 顶点 的 道 时 针 顺序 
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SATISFIABILITY[499] 可 满足 性 问题 : 求 所 有 变量 的 真 值 使 得 输入 的 逻辑 公式 为 真 

Satisfiable [499] ”可 满足 的 : 可 满足 性 问题 中 的 公式 有 “YES" 答 案 

Saturated vertex[107] (被 ) 浸 润 顶 点 ， 对 一 个 匹配 而 言 ， 指 被 匹配 上 的 一 个 顶点 

Score sequence[62] 得 分 序列 : 竞赛 图 中 所 有 出 度 构成 的 序列 

Second moment method[433]  — frg Jr ik : 求 阅 值 函 数 的 一 种 方法 

Self-complementary[11] 自 补 的: 与 补 (图 ) 同 构 

Self-converse Hi% hy 逆 ( 图 ) 同 构 

Self-dual 自 对 偶 的 : 与 对 偶 ( 图 ) 同 构 

Semi-strong perfect graph theorem[ 344] 半 - 强 完美 图 定理 : 如 果 V(G) 二 VC(H) 且 G 中 的 一 个 顶点 
集 诱导 得 到 卫 ， 当 且 仅 当 它 在 H 中 诱导 得 到 P, ， 则 G 是 完美 的 当 且 仅 当 H 是 完美 的 

Semipath 半路 径 ， 每 个 项 点 在 其 中 至 多 出 现 一 次 的 半 通 道 

Semiwalk 半 通 道 ， 有 向 图 中 的 一 系列 边 (或 相 邻 顶点 ) 使 得 前 后 相继 的 两 条 边 是 相 邻 的 ， 不 考虑 边 
的 方向 

Separable ”可 分 离 的 ， 有 制 点 

Separating set ”分离 集 : 删除 将 导致 分 量 数 增 大 的 一 些 顶 点 构成 的 集合 

k-set[380] kR: 大 小 为 的 集合 

Shannon Switching Game[365] Shannon 开关 游戏 ， 拟 阵 中 由 夺取 者 和 防御 者 参与 的 游戏 ， 前 者 归 
获得 一 些 元 素 以 生成 指定 的 元 素 而 后 者 要 阻止 前 者 达到 其 目的 

Shift graph[202] 平移 图 : 定义 在 具有 {i， 让 的 [J] 的 2- 子 集 上 的 图 ， 其 中 如 果 ik. MUS j) 
5. RMA 

Signed (digraph 符号 (有 向 ) 图 :加 权 图 的 特例 ， 每 条 边 被 赋予 十 或 一 

Simple[2] 简单 的 (1) 指 一 个 图 没有 轿 和 重 边 ; (2) 指 一 个 有 向 图 对 于 每 个 有 序 顶点 对 至 多 有 一 
条 边 ;(3) 指 一 个 拟 阵 没有 图 和 并 行 元 素 

Simplicial vertex[224] 单纯 顶点 : 其 邻 域 诱导 出 一 个 团 的 顶点 

Sink[176] 接收 点 : 特定 的 终止 顶点 ,或 任意 出 度 为 0 的 顶点 

Size[35, 473] 大 小 : (1) 边 的 条 数 ; 〈2) 元 素 的 个 数 

Skew partition[347] ” 偏 斜 划分 : Xf V(G) 的 一 个 划分 X，Y， 使 得 GLX] 和 CG[Y] 不 连通 

-soluble[148] /- 可 解 的 ， 有 一 种 对 边 的 加 权 方 法 使 得 与 v 美 联 的 边 的 权 值 之 和 等 于 了/(v) 


R BR 433 


Source( 176] 源 顶 点 : 一 个 特殊 的 起 始 顶 点 ， 或 任意 人 度 为 0 的 顶点 

Source/sink cut[178] 发 /收割 : 将 网 络 中 的 所 有 顶点 划分 成 两 个 集合 S， 了 使 得 S 包含 源 顶 点 而 
了 包含 接收 点 

Span function[ 358] 生成 函数 ， 在 一 个 遗传 系统 中 ， 集 合 X 生成 的 集合 由 X 中 的 所 有 元 素 以 及 X 
之 外 能 够 与 X 的 某 个 子 集 一 起 形成 完全 回路 的 所 有 元 素 构成 

Spanning subgraph ”生成 子 图 : 包含 每 个 顶点 的 子 图 

Spanning set[67] 生成 集合 :〈 在 定义 于 正 上 的 遗传 系统 中 ) 生 成 巨 的 一 个 集合 

Spanning tree[67] 生成 树 : 一 个 生成 的 、 连 通 的 、 无 环 的 图 

Spectrum[453] 谱 : 带 有 重 数 的 一 系列 特征 值 

Split graph[345] 分裂 图 ， 顶点 可 以 被 一 个 团 和 一 个 独立 集 覆 盖 的 图 

Splittance SREE: 为 得 到 一 个 分 裂 图 需要 添加 或 删除 的 最 少 边 数 

Square of a graph 图 的 平方 : 图 的 二 次 寡 

Squashed-cube dimension[401] 塌陷 -立方 体 维 ， 塌陷 立方 嵌入 中 向 量 的 最 小 长 度 

Squashed-cube embedding[401] 塌陷 -立方 体 嵌入: 将 每 个 项 点 编码 成 0，1，* 一 向 量 ， 使 得 两 个 
顶点 间 的 距离 等 于 其 中 一 个 编码 取 0 而 另 一 个 编码 取 1 的 坐标 位 置 的 个 数 

Stability number[319] 稳定 数 ， 独 立 数 

Stable matching[130] 稳定 匹配 : 一 个 此 配 ， 它 没有 实例 x A y 使 其 中 每 个 元 素 都 偏好 于 当前 配偶 
之 外 的 另 一 个 元 素 

r-staset[447] r- 稳 定 集 : 大 小 为 上 的 稳定 集 

Stable set[3, 319] KEM: 由 两 两 不 相 邻 的 一 些 顶 点 构成 的 集合 ( 同 独立 集 ) 

Star[67] HIG: 至 多 只 有 一 个 非 叶 节点 的 树 Ki.，-! 

Star-cutset[333] 星 形 - 割 集 : 可 以 诱导 一 个 子 图 使 其 中 一 个 顶点 与 其 他 所 有 顶点 均 相 邻 的 分 离 集 

Star-cutset Lemma[334] 星 形 - 制 集 引 理 : p- 临 界 图 没有 星 形 - 制 集 

Steinitz exchange property[358] Steinitz 交换 性 : 生成 函数 的 一 个 性 质 ， 即 如 果 e 在 XU/ 生 成 的 
空间 内 但 不 在 X 生 成 的 空间 内 ， 则 了 在 XUe 生成 的 空间 内 

Steinitz's Theorem Steinitz 定理 : 3- 连 通 可 平面 图 在 平面 上 只 有 一 个 嵌入 (更 确切 地 讲 ， 只 有 一 个 
对 侦 图 )” 

Strength[440] 强度 : 对 于 一 个 定理 ， 结 论 成 立 的 情况 占 假设 条 件 也 成 立 的 情况 的 比例 

Strict digraph[294] 严格 有 向 图 : 一 个 有 向 图 ， 它 没有 团 ， 且 对 于 每 个 有 序 顶 点 对 该 有 向 图 中 只 

Strictly balanced ”严格 平衡 的 ， 所 有 子 图 的 平均 度 的 最 大 值 仅 在 整个 图 上 取得 

Strong absorption property(matroids)[355] ” 强 吸 收 性 ( 拟 阵 ): MR r(XUe) 一 ~(X) 对 任意 eEY 成 
sp. 则 r(XUY)=r~(X) 

Strong componeni[56] 3&4} at: 极 大 强 连 通 子 有 向 图 

Strong orientation[165] WEH: G 的 一 个 定向 ， 其 中 每 个 顶点 均 可 以 从 其 他 任意 顶点 达到 

,Strong Perfect Graph Conjecture(SPGC)[320] 强 完美 图 猜想 (SPGC): 图 是 完美 的 当 且 仅 当 它 没有 奇 
洞 或 奇 反 洞 的 猜想 
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Strong product Gi + GŒ HRG + Gz: 一 个 乘积 图 ， 其 顶点 集 为 V(G1)XV(G2) 且 边 集 (1 ， vn) 
(uz, v2 BD u =u: Fu euo FA n =u R vete 

Strongly connectedCor strong) digraph[ 56] 强 连通 (或 强 ) 有 向 图 : 每 个 顶点 均 可 从 其 他 任意 顶点 达到 
的 有 向 图 

Strongly perfeci[ 330] 强 完美 (图 ): 某 个 稳定 集 与 每 个 极 大 团 均 相交 的 图 

Strongly regular[464] 强 正则 (图 ): 一 个 -正则 图 ， 它 的 相 邻 顶点 都 具有 4 个 公共 相 邻 顶点 且 不 
相 邻 的 顶点 都 具有 A 个 公共 的 相 邻 顶 点 

Subconstituent[470] FR: 由 一 个 顶点 的 邻 域 或 非 邻 域 诱导 出 的 图 

Subdigraph(56] FARA: 有 向 图 的 子 图 

Subdivision[ 212] 细 分 :(1) 将 一 条 边 替 换 为 通过 一 个 新 顶点 的 含 两 条 边 的 路 径 的 操作 ; (2) 由 一 
系列 细 分 操作 得 到 的 图 

H-subdivisio 212] 里- 细 分 : 将 H 细 分 之 后 得 到 的 图 

Subgraph[5] FA: 所 有 顶点 和 边 均 属于 G 的 图 

Submodular function[354] 子 模块 函数 : 使 r XUY)+rCXnY)<r(X) 十 r(Y) 对 所 有 集合 X，Y 均 
成 立 的 函数 

Submodularity property(matroids)[354] 子 模块 性 质 ( 拟 阵 ): 有 一 个 子 模块 秩 函 数 

k-subset[471] A- 子 集 : 具有 个 元 素 的 子 集 

Subtree representation[ 324] 子 树 表示 : 将 一 棵 主 树 的 子 树 分 配给 某 弦 图 的 每 个 顶点， 使 得 顶点 相 
邻 当 且 仅 当 相应 的 子 树 相交 

Successor[54] 后 继 : 对 于 有 向 图 中 的 顶点 w， 指 满足 uo 的 顶点 v 

Successor set[58] 后 继 集 : 对 于 有 向 图 中 的 顶点 w， 指 它 的 所 有 后 继 的 集合 

Sum[39] M: (1) 对 于 环 或 余 环 ， 意 义 与 对 称 差 一 样 ; (2) 对 于 图 ， 指 不 相交 并 ; (3) 对 于 定义 于 
不 相交 集合 上 的 一 些 拟 阵 ， 指 定义 在 并 集 上 的 一 个 拟 阵 ， 它 们 的 独立 集 是 各 个 拟 阵 的 一 个 独 
立 集 之 并 

Supergraph of G _G 的 超 图 : 包含 G 的 图 

Superregular[470] 超 正则 的 : 空 正则 图 或 子 成 分 均 是 超 正则 图 的 正则 图 

Supply[184] 供应 量 : 运输 网 络 中 对 源 顶 点 的 限制 

2-switch[46] 2- 调 换 ， 在 保持 度 不 变 的 情况 下 ， 将 两 条 不 相交 的 边 调 换 成 两 条 新 边 

Symmetric[490] 对 称 的 : (1) 对 于 图 ， 指 有 一 个 非 平凡 的 自 同 构 ;(2) 对 于 简单 有 向 图 ; dE uu 
vu; (3) 对 二 元 关系 R， 指 rRy>yRı 

Symmetric difference AAB[109, 473] 对 称 差 AAB: 由 恰 属 于 A 和 B 之 一 的 所 有 元 素 构 成 的 集合 

System of distinct representatives(SDR)[119] 相 异 代表 系 (SDR) : 从 集 族 的 每 个 集合 中 取 一 个 元 素 使 
得 所 有 的 代表 元 素 互 不 相同 

Szekeres-Wilf Theorem[231] Szekeres-Wilf 定理 : X(G)<1 十 max òH) 


T 


Tail[53] ÆR: 有 向 图 中 边 的 第 一 个 顶点 
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Tait coloring 301] Tait 着 色 : 对 于 可 平面 立方 图 ， 指 真 3- 边 着 色 

Tarry's Algorithm[95] Tarry 算法 : 遍历 迷宫 的 过 程 

Telegraph problem[423] 电报 问题 : 流言 问题 的 有 向 版 ， 它 只 允许 信息 单 向 流动 

Telephone problem[422] 电话 问题 : 流言 问题 

Tensor product 张 量 积 : HE 

Ternary matroid[357] Ternary 拟 阵 : 可 在 3 个 元 素 的 域 上 表示 的 拟 阵 

Thickness[261] 厚度 ， 其 并 等 于 G 的 可 平面 图 的 最 小 个 数 

Threshold dimension 阅 值 维 ， 其 并 等 于 G 的 阔 值 图 的 最 小 个 数 

Threshold function for QL433] Q 的 阅 值 函数 ， 使 得 Q 几 乎 总 存在 或 者 几乎 总 不 存在 的 一 个 函数 + 
其 体 是 哪 种 情况 依赖 于 模型 参数 属于 o(0) 还 是 属于 wt) 

Threshold graph WAR: 有 一 个 阔 值 : 和 一 个 顶点 加 权 函数 w， 使 得 wy*v 当 且 仅 当 ww) + wv) < 
t 另 有 一 些 特征 刻画 ， 如 没有 2- 调 换 和 存在 一 个 添加 孤立 顶点 或 支配 顶点 的 构造 顺序 

Topological graph theory 拓扑 图 论 : 研究 图 在 各 种 表面 上 的 画 法 

Toroidal[266] 环 面 的 在 圆 环 面 上 有 一 个 2- 胞 腔 嵌 入 的 图 

Torus(266] 环 面 有 一 个 柄 的 (可 定向 ) 表 面 

Total coloring[411] 全 着 色 : 对 项 点 和 边 都 进行 着 色 使 得 相 邻 或 相关 联 的 元 素 有 不 同 的 颜色 

Total Coloring Conjecture[411] 全 着 色 猜 想 ， 每 个 图 都 有 使 用 至 多 A(G) 十 2 种 颜色 全 着 色 

Total domination number[117] 完全 支配 数 : 集合 S 中 的 最 小 顶点 个 数 ， 使 得 每 个 顶点 在 S 中 都 有 
-个 相 邻 顶点 

Total interval number REKER: H G 表示 成 实 直 线 上 一 些 区 间 的 交 图 时 所 需 区 间 的 最 小 个 数 

Totally unimodular[469] EAM: 所 有 子 方 阵 的 行列 式 均等 于 0 或 士 1 的 矩阵 

Toughness[288] WHE: 使 得 | S| >t. c(G 一 S) 对 每 个 分 离 集 5 均 成 立 的 最 小 : 值 ， 其 中 c(G 一 S) 
表示 删除 S 后 得 到 的 图 的 分 量 数 

Tournament[61] 竞赛 图 : 完全 图 的 一 个 定向 

Trace[453] W: 矩阵 中 对 角 线 元 素 之 和 

Traceable 可 寻 迹 的 ， 有 一 条 哈密 顿 路 径 

Trail[20, 59] dh: 各 边 出 现 的 次 数 不 超 过 1 的 通道 

Transitive digraph[228] 传递 有 向 图 : uv 与 v>w 一 起 蕴涵 wu-*w 

Transitive closure 传递 闭 包 :1) 对 于 有 向 图 D， 指 的 是 一 个 有 向 图 ， 如 果 D 中 存在 到 ww 的 路 
径 则 该 图 ， 就 有 u->w; (2) 对 于 关系 R， 是 指 一 个 关系 S， 如 果 有 一 个 序列 ros rns on 使 得 
rao RziR…Rzt 一 y， 则 zxSy 

Transitivity of dependence(matroids)[359] ”依赖 传递 性 ( 拟 阵 ) : e€ aO Al XCo (Y fü ifi e€ oY) 

Transportation constraints[184] ”运输 约 东 : 供应 量 和 需求 量 

Transportation Problem[185] 运输 问题 分 配 问 题 的 一 种 推广 ， 其 中 每 个 源 顶 点 都 有 供应 量 且 每 


个 目的 顶点 都 有 需求 量 
Transversal[125] MR: 相 异 代表 系 (这 是 在 该 概念 推广 后 的 术语 ); 也 用 来 表示 各 个 元 素 不 必 相 


异 的 代表 系 
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Transversal matroid[ 352] WME: — PE. HR HERE E — REP 89 — A R EO SB 
配 浸润 的 子 集 

Traveling Salesman Problem(TSP)[493] ”流动 推销 员 问 题 : 求 权 值 最 小 的 生成 环 问题 

Tree[67] 树 : 连通 的 无 环 图 

k-ary tree[101] A- 叉 树 : 每 个 非 叶 子 顶 点 最 多 有 上 个 孩子 的 有 限 树 

k-tree[345] A- 树 : 一 个 弦 图 ， 它 由 一 个 人 - 团 不 断 添加 顶点 得 到 ， 每 个 新 添加 的 顶点 在 添加 后 其 邻 
域 是 一 个 k- 团 

Triangle[12] 三 角形 : 长 度 为 3 的 环 

Triangle-free[41] 三 角形 -无 关 的 : 不 以 Ks 为 子 图 

Triangle inequality ”三角 不 等 式 : d(x, y+d(y, DSd(x, 2) 

Triangular chord SAR: 路 径 或 环 上 的 长 度 为 2 的 弦 

Triangulated graph[225] 三 角 剖 分 图 : 没有 无 弦 环 的 图 

Triangulation[242] = fi ASE: 嵌入 到 表面 上 的 图 ， 其 中 每 个 区 域 都 是 三 边 形 

Trivalent ffr: 度 为 3 的 

Trivial graph[22] 平凡 图 : 没有 边 的 图 (有 些 作者 特 指 只 有 一 个 顶点 的 图 ) 

k-tuple[474] -元 组 :长度 为 的 序列 

Turán graph[207] Turan 图 : 各 个 部 集 大 小 相等 的 完全 多 部 疼 

Turán's theorem[208] Turan 定理 完全 等 -部 图 的 特征 是 这 种 图 为 具有 指定 阶 的 不 含 r 十 1- 团 的 
最 大 图 

Tutte polynomial Tutte EMR: 色 多 项 式 和 其 他 一 些 多 项 式 的 推广 

Tutte's Theorem[146，174，250] Tutte 定理 : (1) 对 于 匹配 ， 指 出 具有 1 因子 图 的 特征 ， (2) 对 连 
通 度 ， 指 出 通过 收缩 到 车 轮 形 的 3- 连 通 图 的 特征 ; (3) 对 可 平面 图 ， 是 指 3- 连 通 可 平面 图 的 投 
入 的 每 个 有 界面 均 是 凸 面 

Twins[348] 挛 生 顶点 ; 具有 相同 领域 的 顶点 ( 伪 挛 生 项 点 是 指 有 相同 闭 邻 域 的 相 邻 顶 点 ) 


U 


Unavoidable set[258] “不 可 避免 集 : 一 些 构 形 构成 的 集合 ， 使 得 特定 类 中 的 每 个 图 均 要 包含 该 集合 
中 的 某 个 构 形 

Underlying graph[56] 底 图 : 将 有 向 图 中 的 边 看 成 无 序 顶 点 对 后 得 到 的 图 

Unicyclic 单 环 的 : 恰 有 一 个 环 

k-uniform hypergraph[449] -均匀 超 图 : 仅 含 大 小 为 《的 边 

Uniform matroid U4.n[357] 均匀 拟 阵 Urn: [n] 上 的 拟 阵 ， 其 独立 集 的 大 小 至 多 为 

Uniformity property(matroids)[354] AHE GURE): 对 所 有 XCE, X 的 极 大 独立 子 集 具 有 相同 
的 大 小 

Union (G1UGz)[25] 并 (G1UGz): 一 个 图 ， 其 顶点 集 等 于 Gl 和 G2 的 顶点 集 之 并 ， 其 边 集 等 于 
Gi 和 Ga 的 边 集 之 并 (如 果 顶 点 集 不 相交 则 记 为 Gi + G2) 

Union of matroids(369] 拟 阵 的 并 : BUR M, =, Mi 之 并 是 独立 集 为 {IU… UT Li'€ L1 foi 
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传 系统 
Unit-distance graph[201] 单位 距离 图 : 顶点 集 为 R^ 的 一 个 图 ， 其 中 项 点 相 邻 当 且 仅 当 它们 的 距 
离 为 1 


Unlabeled graph[9] 无 标号 图 : 同 构 类 的 非 正式 叫 法 
M-unsaturated[107] M- 未 浸润 的 : 不 属于 M 中 任意 一 条 边 的 顶点 
Upper embeddable KIRAM: 在 亏 格 为 | (e(G) 一 n(G) 十 1)/2 的 表面 上 存在 一 个 2- 胞 腔 嵌 人 


V 


Valence ft: 顶点 度 

Value of a flow[176] 流 值 ， 从 源 顶 点 流出 或 流入 接收 顶点 的 净 流量 

Variance[433] 方差 : 与 均值 之 差 的 平方 的 数学 期 望 

Vectorial matroid[351] 向 量 拟 阵 : 线性 拟 阵 

Vertex[2] 项 点 : 顶点 集 V(G) 中 的 一 个 元 素 

Vertex chromatic number[191] 顶点 色 数 ， 色 数 

Vertex connectivity[149] 顶点 连通 度 ， 连通 度 

Vertex cover[112] ”顶点 覆盖 : 由 每 条 边 的 至 少 一 个 端点 构成 的 集合 

Vertex-critical 顶点 -临界 的 : 删除 任何 项 点 均 会 改变 某 参数 

Vertex cut[149, 164] CHO gk: 由 顶点 构成 的 分 离 集 

Vertex-deleted subgraph[37] 顶点 删除 子 图 : 删除 一 个 顶点 后 剩 下 的 子 图 

Vertex multiplication[320] 顶点 多 重复 制 : 将 G 的 一 些 顶 点 用 独立 集 替换 ， 使 得 顶点 +，y 的 拷贝 
MA EMO ry E ECG) 

Vertex partition 顶点 划分 ， 对 顶点 集 的 一 个 划分 

Vertex set V(G)[2] 顶点 集 V(G)， 元 素 的 集合 ， 在 其 上 定义 图 

Vertex-transitive[14] 顶点 传递 的 ， 对 于 每 对 +，yEV(G)，G 的 某 个 自 同 构 将 映射 成 y 

Vizings Theorem[275] Vizing 定理 : 用 最 大 度 和 最 大 边 重 数 给 出 边 色 数 的 上 界 


w 


Walk[20, 59] 通道 ， 由 图 的 顶点 和 边 相间 形成 的 一 个 序列 ， 其 中 每 个 顶点 属于 位 于 其 前 、 后 的 
那 两 条 边 

u, v-walk[20] wu，v- 通 道 ， 从 u 到 v 的 通道 

Weak elimination property[352] ” 弱 消除 性 : 矩阵 的 如 下 性 质 ， 不 同 的 相交 回路 之 并 包含 一 个 回路 
使 该 回路 避 开 交集 中 的 一 个 指定 点 

Weak product Gi@G2 HPGC: 一 个 图 乘积 ， 其 顶点 集 为 V(G1) X VG22 A Cay. vd 
Cuz, v) MAH ui uz Al verve 

Weakly chordal[330] 53: G 和 G 中 没有 长 度 至 少 为 5 的 无 弦 环 

Weakly connected[56] 弱 连 通 (图 ): 底 图 是 连通 图 的 有 向 图 

Weight BD: 一 个 实数 
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Weighted 加权 的 :( 对 边 或 硕 点) 赋予 权 值 

Well Ordering property[19] RE: (自然 数 集 的 ) 任 意 子 集 都 有 最 小 元 素 

Wheell174] RA: 将 一 个 环 与 一 个 顶点 相连 接 得 到 的 图 

Whitney's 2-isomorphism Theorem[376] Whitney 2- 同 构 定理 : 对 环 拟 阵 同 构 的 图 对 的 特征 刻画 
Wiener index[72] Wiener 指数 : 顶点 间 两 两 距离 之 和 


Z 


Zero flow Zii: 网 络 中 所 有 边 的 流量 均 为 0 的 流 


附录 E 补充 阅读 材料 


有 关 图 论 方面 的 著作 很 多 ， 这 里 我 们 列 出 其 中 的 一 小 部 分 ， 以 方便 感 兴趣 的 读者 查阅 特定 主题 
的 更 详细 材料 . 我 们 将 一 般 的 教科 书 大 致 分 成 三 类 ， 然 后 按照 本 书 各 章 主 题 列 出 一 些 特定 的 教科 
书 ， 最 后 列 出 一 些 有 关 图 论 附 加 主题 方面 的 书籍 . 


Many books have been published about graph theory. Here we list a few for 
the interested reader who seeks an alternative presentation or more detailed 
material on special topics. We list several general textbooks grouped approx- 
imately into three levels. Specialized texts and monographs follow, listed by 
the relevant chapter in this book. Finally, we list some books that present 
additional topics in graph theory. 


一 般 / 初 级 

Chartrand, G. Graphs as Mathematical Models. Prindle-Weber-Schmidt, 1977. Reprint- 
ed as Introductory Graph Theory, Dover, 1985. 

Clark J. and D.A. Holton, A First Look at Graph Theory. World Scientific, 1991. 

Trudeau R.J., Introduction to Graph Theory (originally Dots and Lines, 1976). Dover, 
1993. 

Wilson R.J. Introduction to Graph Theory. Academic Press, 1979, 1972; Longman, 1985. 

Wilson R.J. and J.J. Watkins, Graphs: An Introductory Approach. John Wiley & Sons, 
1990. 


一 般 / 中 级 

Bondy J.A. and U.S.R. Murty, Graph Theory with Applications. Elsevier, 1976. 

Chartrand G. and L. Lesniak, Graphs and Digraphs. PWS Publishers, 1979; Wadsworth- 
Brooks/Cole, 1986; Chapman & Hall, 1996. 

Gould R., Graph Theory. Benjamin/Cummings, 1988. 

Gross J. and J. Yellen, Graph Theory. CRC Press, 1999. 

Harary F., Graph. Theory. Addison-Wesley, 1969. 

Ore O., Theory of Graphs. AMS Colloq. 38, Amer. Math. Soc., 1962. 


一 般 /高 级 

Berge, C. Graphs. North-Holland 1973, 1976, 1985. (1970, 1983 in French.) 

Bollobás B., Graph Theory: An Introductory Course. Grad. Texts in Math. 63, Springer- 
Verlag, 1979. 

Bollobás B., Modern Graph Theory. Grad. Texts Math. 184, Springer-Verlag, 1998. 

Diestel R., Graph Theory Grad. Texts Math. 178; Springer-Verlag, 1996, 2000. 

Zykov A.A. Fundamentals of Graph Theory. Nauka, 1987 (Russian). Transl. by L. Boron, 
C. Christenson, and B. Smith, BCS Associates, 1990. 


第 1 章 

Asratian A.S., TMJ. Denley, and R. Häggkvist, Bipartite Graphs and Their Applica- 
tions. Cambridge Tracts in Math., 131, Cambridge Univ. Press, 1998. 

Fleischner H., Eulerian Graphs and Related Topics, Vols 1 & 2. Ann. Discrete Math. 45 
& 50, North-Holland, 1990 & 1991. 

Harary F., R.Z. Norman, and D. Cartwright, Structural Models: An Introduction to the 
Theory of Directed Graphs. John Wiley & Sons, 1965. 
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第 2 章 
Buckley F and F. Harary, Distance in Graphs. Addison-Wesley, 1990. 
Moon J., Counting Labelled Trees. Canadian Math. Congress, 1970. 


第 3 章 

Gusfield D. and R.W. Irving, The Stable Marriage Problem: Structure and Algorithms. 
MIT Press, 1989. 

Haynes T.W., S.T. Hedetniemi, and P.J. Slater, Fundamentals of Domination in Graphs. 
Pure and Applied Math. 208, Marcel Dekker, 1998. 

Lovász L. and M.D. Plummer, Matching Theory. North-Holland, 1986. 


第 4 章 

Ahuja R.K., T.L. Magnanti, and J. Orlin, Network Flows. Prentice-Hall, 1993. 
Ford L.R. and D.R. Fulkerson, Flows in Networks. Princeton Univ. Press, 1962. 
Tutte W.T., Connectivity in Graphs . Univ. Toronto Press, 1966. 


第 5 章 
Jensen TR. and B. Toft, Graph Coloring Problems. Wiley-Interscience, 1995. 


第 6 章 

Aigner M., Graph Theory: A Development from the 4-Color Problem. Teubner, 1984 (Ger- 
man). Transl. by BCS Associates, 1987. 

Bonnington C.P. and C.H.C. Little, The Foundations of Topological Graph Theory. 
Springer-Verlag, 1995. 

Fritsch R. and G. Fritsch, The Four-Color Theorem. Springer-Verlag, 1994, 1998. 

Gro & TW. Tucker, Topological Graph Theory. Wiley-Interscience, 1987. 

Nishizeki T. and N. Chiba, Planar Graphs: Theory and Algorithms. North-Holland Math. 
Studies 140, Annals Disc. Math. 32, North-Holland 1988. 

Saaty T.L. and P.C. Kainen, The Four-Color Problem: Assaults and Conquests. McGraw- 
Hill, 1977; reprinted Dover, 1986. 

White A'T., Graphs, Groups and Surfaces. North-Holland Math. Studies 8, North- 
Holland 1973, 1984. 


第 7 章 
Fiorini S. and R.J. Wilson, Edge-colourings of Graphs. Res. Notes in Math. 16, Pitman, 


1977. 


Cycles and Bridges in Graphs. Kluwer Academic, 1991. 
Integer Flows and Cycle Covers of Graphs. Pure and Applied Math. 205, 
Marcel Dekker, 1997. 


8.1 节 
Golumbic M.C., Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs. Academic Press, 1980. 


Brandstádt A., VB. Le, and J.P. Spinrad, Graph Classes: A Survey. Soc. Indust. Appl. 
Math., 1999. 


8.275 
Oxley J., Matroid Theory. Clarendon Press, Oxford Univ. Press 1992. 


Welsh D.J., Matroid Theory. Academic Press, 1976. 


8315 
Graham R.L., B.L. Rothschild, and J.H. Spencer, Ramsey Theory. Wiley-Interscience, 


John Wiley & Sons, 1980, 1990. 
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8.4 节 
Bollobás B., Extremal Graph Theory. London Math. Soc. Monographs 11, Academic 
Press, 1978. (Also treats material of Chapter 5.) 


8.575 

Alon N. and J. Spencer, The Probabilistic Method. 

Bollobás B., Random Graphs. Academic Press, 1985. 

Janson S., T. Łuczak, and A. Ruciński, Random Graphs. Wiley-Interscience, John Wiley 
& Sons, 2000. 

Palmer E.M., Graphical Evolution. John Wiley & Sons, 1985. 


8.615 

Biggs N., Algebraic Graph Theory. Cambridge Tracts in Math. 67, Cambridge Univ. 
Press, 1974, 1993. 

Chung F.R.K. Spectral Graph Theory. CBMS Reg. Conf. Series in Math. 92, Amer. Math. 
Soc. 1997. 

Cvetkovié D.M., M. Doob, and H. Sachs, Spectra of Graphs: Theory and Applications. 
Pure and Appl. Math. 87, Academic Press, 1980, 1985; Johann Ambrosius Barth, 
1995. 


算法 和 应 用 

Chartrand G. and O.R. Oellermann, Applied and Algorithmic Graph Theory. MeGraw- 
Hill, 1993. 

Chen W.K. Applied Graph Theory: Graphs and Electrical Networks. Series in Appl. Math. 
& Mechanics 13, North-Holland, 1976 (2nd ed.). 

Christofides N., Graph Theory: An Algorithmic Approach. Acad. Press, 1975. 

Even S., Graph Algorithms. Computer Science Press, 1979. 

Foulds L.R., Graph Theory Applications. Universitext, Springer-Verlag, 1992. 

Gibbons A., Algorithmic Graph Theory. Cambridge Univ. Press, 1985. 

Gondran M. and M. Minoux, Graphs and Algorithms, (translated by Steven Vajda). 
Wiley-Interscience, John Wiley & Sons, 1984. 

Lawler E., J.K. Lenstra, A.H.G. Rinooy-Kan, and D.B. Shmoys, The Traveling Salesman 
Problem. Wiley-Interscience, John Wiley & Sons, 1985, 1990. 

McHugh J.A., Algorithmic Graph Theory. Prentice-Hall, 1990. 

Swamy M.NS. and K. Thulasiraman, Graphs, Networks, and Algorithms. Wiley- 
Interscience, John Wiley & Sons, 1981. 

Temperley H.N.V., Graph Theory and Applications. Halstead Press, 1981 

Wilson R.J. and L.W. Beineke (eds.), Applications of Graph Theory. Academic Press, 
1979. 


附加 主题 

Beineke L.W. and R.J. Wilson (eds.), Selected Topics in Graph Theory, Vols. 1 & 2 & 3. 
Academic Press, 1978 & 1983 & 1988. 

Cameron PJ and J.H. van Lint, Designs, Graphs, Codes and Their Links. Lond. Math. 
Soc. Student Texts 22, Cambridge Univ. Press, 1991. 

Capobianco M. and J.C. Molluzzo, Examples and Counterexamples in Graph Theory. 


North-Holland, 1978. 
Berge C., Hypergraphs. North-Holland Math. Lib. 45, North-Holland, 1987, 1989. 
Biggs, N.L., KE. Lloyd, and R.J. Wilson, Graph Theory: 1736-1936. Clarendon Press, 


Oxford Univ. Press, 1976, 1986. 
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Bosak J., Decompositions of Graphs. Math. & Its Appl. (East European Series) 47, 
Kluwer Academic Publishers, 1990. 

Brouwer A.E., A.M. Cohen, and A. Neumaier, Distance-regular Graphs. Springer-Verlag, 
1989. 

Chung F.R.K. and R.L. Graham, Erdős on Graphs: His Legacy of Unsolved Problems. 
A.K. Peters, 1998. 

Fulkerson D.R. (ed.), Studies in Graph Theory, Parts I & II. Studies in Math. 11 & 12, 
Math. Assoc. Amer., 1975. 

Harary F. and E.M. Palmer, Graphical Enumeration. 

Hartsfield N. and G. Ringel, Pearls in Graph Theory. Academic Press, 1990, 1994. 

Holton D.A. and J. Sheehan, The Petersen Graph. Australian Math. Soc. Lect. Series 7, 
Cambridge Univ. Press, 1993. 

Imrich W. and S. Klavžar, Product Graphs: Structure & Recognition. Wiley-Interscience, 
John Wiley & Sons, 2000. 

Lovász L., R.L. Graham, and M. Grótschel (eds.), Handbook of Combinatorics, Vol. 1. 
Elsevier, 1995. 

Mahadev N.V.R. and UN. Peled, Threshold Graphs and Related Topics. Ann. Disc. Math. 
56, North-Holland, 1995. 

McKee T.A. and FR. MeMorris, Topics in Intersection Graph Theory. Soc. Indust. Appl. 
Math., 1999. 

Moon J.W., Topics on Tournaments. Holt, Rinehart, and Winston, 1968. 

Prisner E., Graph Dynamics. Pitman, 1996. 

Scheinerman E.R. and D.H. Ullman, Fractional Graph Theory: A Rational Approach to 
the Theory of Graphs. Wiley-Interscience, John Wiley & Sons, 1997. 

Tutte WT Graph Theory. Encye. Math. and Its Appl. 21, Addison-Wesley, 1984. 

Yap H.P. Some Topics in Graph Theory. London Math. Soc. Lect. Notes 108, Cambridge 


Univ. Press, 1986. 
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